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Введено понятие физического мультиполя в виде малой сферы, на поверхности которой S  задано 
некоторое распределение нормальной скорости и поле которой вне S  совпадает с полем математи­
ческого (точечного) мультиполя. Характеристики ближнего поля -  комплексная мощность излуче­
ния, импеданс и присоединенная масса -  вычислены интегрированием по S  для мультиполей первых 
номеров. Получен ряд новых результатов: доказана функциональная полнота мультипольных по­
лей; показано, что поле произвольного квадруполя является суммой полей двух простейших незави­
симых квадруполей -  продольного и поперечного.

1. ВВЕДЕН И Е

Точечные источники звука -  монополь, диполь, 
квадруполь, октуполь и т.д., т.е. мультиполи по­
рядка п = 0, 1, 2, 3 и т.д., являются простейшими 
среди источников типа Нейманна, для которых за­
данными и неизменными в различных условиях ос­
таются кинематические характеристики -  объем­
ная скорость монополя, момент диполя и т.д. Они 
широко используются в теории излучения звука, 
так как их поля обладают свойством функцио­
нальной полноты, и в практических расчетах, так 
как они хорош о аппроксимируют поля многих ре­
альных источников -  см., например, [1-6]. Для 
них подробно изучены характеристики дальнего 
поля -  направленность, сопротивление излучения. 
Однако из-за наличия математических особенно­
стей, определение характеристик ближнего поля 
наталкивается на трудности, и в литературе от­
сутствуют результаты, касающиеся комплексно­
го импеданса излучения или присоединенной мас­
сы для мультиполя порядка выше единицы, а так­
ж е способы их вычисления. М ежду тем имеется 
целый класс акустических задач (излучатель 
вблизи рассеивателя или отражающей поверхно­
сти), где важны именно эти характеристики.

Строгое определение и вычисление характе­
ристик ближнего поля мультиполя произвольно­
го порядка является целью предлагаемой статьи. 
Приведенные результаты основаны на введении 
понятия физического мультиполя (в виде излуча­
теля малых, но конечных размеров) и на приме­
нении к нему известного подхода. Получен ряд 
новых результатов, в частности, доказана функ­
циональная полнота полей математических муль­
типолей и показано, что существует всего два 
различных типа квадруполей -  продольный и по­
перечный, так что поле произвольного квадрупо­

ля может быть представлено суммой полей этих 
двух простейших источников. Приведены форму­
лы для импеданса излучения, присоединенной 
массы и комплексной мощности излучения.

2. М АТЕМ АТИЧЕСКИЙ МУЛЬТИПОЛЬ
Математически поле давления мультйполя 

описывается мероморфной функцией с особенно­
стью в одной точке. Для простейшего из них -  
мултиполя нулевого порядка или монополя -  по­
ле описывается выражением [1-4]:

P o (r;r0) = ( \ / 4 i z ) p c k 2q0h0(kR),  (1)

где г, г0 -  координаты точки наблюдения и источ­
ника, R = г -  г0 (см. рис. la), R =  |R|; р, с, к -  плот­
ность, скорость звука, волновое число среды; q0 -  
это объемная скорость монополя; h0(z) =  exp(/z)//z -  
сферическая функция Ганкеля нулевого порядка 
[3, 4]. П оле монополя (1) удовлетворяет неодно­
родному уравнению Гельмгольца

2
Ар0 + к р 0 =  г р с £ 8 (г -г 0)

и имеет простой полюс в точке источника г = г0. 
Поля всех остальных мультиполей получаются из 
поля монополя (1).

Следующий мультиполь порядка п =  1 или ди­
поль приближенно описывается двумя противо­
фазными монополями, расположенными на ма­
лом расстоянии /, друг от друга (£/, 1) вдоль на­
правления, определяемого единичным вектором 
щ = \\! 1\ (см. рис. 16):

p ,(r ; г0) - р о ( г ;  г0 + 1 , / 2 ) - р 0(г; г0- 1 , / 2 ) .  (2)

Эта функция имеет два простых полюса в точках 
г = r0 ±  lj/2 (отсюда термин “диполь”)- Однако
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Рис. 1. Представление монополя (а), диполя (б) и квадруполей -  продольного (в), поперечного (г) и произвольного (д) 
с помощью монополей с объемными скоростями qt (изображены точками). Окружающая сфера S радиуса а -  поверх­
ность физического мультиполя.

точное  математическое выражение для поля дав­
ления диполя имеет следующий вид [4]:

P i(r; г0) = (IiV 0)p 0(r; г0), (3)

где V 0 -  оператор градиента, действующий на ко­
ординаты источника. Эта функция, пропорцио­
нальная сферической функции Ганкеля первого 
порядка h {(kR), имеет в точке г = г0 один полюс 
кратности два. Приближенное поле (2) отличает­
ся от точного (3) слагаемым порядка {IJR)2 и 
практически совпадает с ним на достаточном уда­
лении от источника.

Квадруполь или мультиполь порядка п = 2 при­
ближенно представляется в виде двух противофаз­
ных диполей, расположенных на малом расстоя­
нии /2 (kl2 1) друг от друга вдоль направления
единичного вектора п2 = 12//2, или, если учесть (2), 
в виде четырех монополей, лежащих в вершинах 
параллелограмма со сторонами /ь /2 (см. рис. 1д):

Рг(г; г0) = р ,(г ;  г 0 +  12/ 2 ) - / ? ] ( г; г0- 1 2/ 2 )  =

~  Р о ( * ’ г 0 +  1 , / 2  +  12/ 2 ) -  

- р 0( г ; г 0 - 1 , / 2  + 12/ 2 ) -

- Р о ( г \ г 0 + 1 , / 2 - 12/ 2 )  +  р 0 ( г \  г 0 - 1 , / 2 - 1 2/ 2 ) .

Точное выражение для поля квадруполя записы- 
вается через градиент поля диполя (3) или через 
двойной градиент поля монополя (1):

/>2(г; г0) = (l2V0)p,(r; г0) =

= (12V0)(1,V0)/?0(r; r0).

Эта функция имеет в точке г = г() один полюс 
кратности три. Приближенные функции (4), име­
ющие два двукратных полюса или четыре про­
стых полюса, хорош о описывают точное поле (5), 
если расстояние R превышает размеры источни­
ка /ь /2.

Продолжая процесс построения, нетрудно по­
лучить, что точное поле давления мультиполя по­
рядка п или 2"-поля описывается функцией

п
г0) = J"J(l;V0)p0(r; г0), (6)

7 = 1

имеющей один полюс кратности п + 1 в точке ис­
точника г = г0. Приближенно это поле, подобно (4), 
может быть представлено суммой полей 2п моно­
полей, имеющей 2" простых полюсов в малой ком­
пактной области klj 1, суммой 2" “ 1 диполей, име-
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ющей 2й 1 двукратных полюсов, или суммой 2п~2 
квадруполей, имеющей 2п~2 строенных полюсов, 
и т.д. Развернутое выражение (6) зависит от вы­
бранных направлений осей и для некоторых кон­
кретных случае будет приведено в п. 4.

Остановимся ещ е на одном общем свойстве 
поля (6) математического мультиполя -  полноте 
системы функций

{р„(г; г0) } п~=0. (7)

Разложение поля произвольного источника звука 
на сумму полей монополя, диполя и т.д. известно 
давно и часто используется (см., например, [4,7]). 
Ниже приведена схема строгого доказательства 
полноты системы (7), на которой основана закон­
ность этого разложения.

С помощ ью соотношения Vqf(kR) = kf(kR)V0R 
и формулы для производной сферической функ­
ции Ганке л я tim{z) = mhm_ x(z)/(2m + 1) -  (m + 
+ l)Am + \(z)/(2m + 1) поле (6) мультиполя порядка 
п может быть представлено в виде линейной ком­
бинации сферических функций Ганкеля hn(kR), 
hn_2(kR), ..., коэффициенты которой зависят от 
направления R /R  и не содержат степеней триго­
нометрических функций от сферических углов 0 
и ср выше п. Разлагая эти коэффициенты по сф е­

рическим гармоникам К"'(в> ф) [3, 4], можно по­
лучить разложение поля (6) в сумму сферических

волновых функций Ypm (0, ф)hm(kR), т = 0, 1, ..., п\ 
р  = 0 ,1 , . . . ,  т ,  которое показывает, что поле муль­
типоля порядка п вне некоторой окружающей его 
сферы является линейной комбинацией сферичес­
ких волновых функций порядка не выше п. Н о по­
скольку система сферических волновых функций 
полна [8], то отсюда следует функциональная пол­
нота полей всевозможных мультиполей (7), распо­
ложенных в одной точке. Как следствие, поле про­
извольного источника звука во внешности окру­
жающей его сферы может быть сколь угодно 
точно аппроксимировано конечной суммой полей 
мультиполей, расположенных в центре сферы. 3

3. Ф И ЗИ Ч ЕСКИ Й  МУЛЬТИПОЛЬ
Как видно из результатов предыдущего пунк­

та, поле математического мультиполя любого 
порядка имеет хотя бы один полюс и, следова­
тельно, амплитуда давления его звукового поля 
может принимать сколь угодно большие значе­
ния в непосредственной близости к источнику. 
Поэтому математические модели мультиполей 
используются для расчета характеристик дальне­
го поля, например, сопротивления излучения и 
диаграммы направленности. В частности, сопро­
тивление излучения определяется по потоку ак­
тивной мощности через сферическую поверх­

ность большого радиуса [1 ,3 ]. Однако для расче­
та характеристик ближнего поля источника, 
например, комплексного потока мощности или 
присоединенной массы, математическая (точеч­
ная) модель не годится из-за неограниченности 
амплитуд вблизи полюса. Здесь требуется физи­
ческая модель в виде излучающего тела малых, 
но конечных размеров, поле которого в некото­
ром смысле одинаково с полем математического 
мультиполя. После того как физическая модель 
определена, характеристики ближнего поля мо­
гут быть естественным образом вычислены че­
рез полевые величины, интегрированные по по­
верхности излучателя.

Хорош о известно [1-4], что поля давления 
пульсирующей и осциллирующей сфер малого 
радиуса а совпадают при R > a  с полями математи­
ческих монополя и диполя. П о этой причине ха­
рактеристики ближнего поля для этих сфер часто 
приписываются монополю и диполю. П о сущест­
ву, пульсирующую и осциллирующую сферы  
можно рассматривать как физические модели 
мультиполей порядка 0 и 1. Распространяя это по­
нятие на мультиполи произвольного порядка, 
введем следующее определение.

Под физическим мультиполем  порядка п бу­
дем понимать сферический источник звука ма­
лого радиуса a (ka 1), на поверхности которого  
задано такое распределение нормальной (ради­
альной) скорости, которое создает на расстоя­
нии R = а  соответственный математический муль- 
типоль порядка л, излучая в свободное простран­
ство. Таким образом, физический мультиполь -  
это конечное тело (сфера), на поверхности кото­
рого заданы граничные условия типа Неймана. 
На основании теоремы единственности решения 
краевой задачи излучения Неймана [4] можно ут­
верждать, что звуковые поля математического и 
физического мультиполей идентичны во внешно­
сти сферы: R >  а. Отличие физического мульти­
поля от математического заключается в том, что 
он имеет конечную, хотя и малую, поверхность 
излучения и что он, следовательно, может рассе­
ивать падающие на него звуковые волны, в то  
время как математический (классический) муль­
типоль акустически прозрачен. Единственным 
параметром физического мультиполя, который 
остался недоопределенным, является радиус сф е­
ры а . Выбор его значения -  это вопрос соглаше­
ния, решаемый в зависимости от условий конкрет­
ной задачи. Отметим, что в качестве физического 
мультиполя можно было бы взять тело любой 
другой геометрии с соответствующим распределе­
нием нормальной скорости на его поверхности -  
см. п. 6. Предпочтение отдано сф ере в основном 
из-за возможности использовать хорош о разра­
ботанный аппарат сферических функций [3,4].
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Будем пользоваться следующим определени­
ем комплексного импеданса излучения Z, которое 
пригодно для любых источников звука конечных 
размеров [9]

Z = ( l / M 2)J J p v nJ5. (8)
5

Здесь интеграл от произведения комплексной 
амплитуды давления р  и комплексно сопряжен­
ной амплитуды нормальной компоненты скоро­
сти v n берется по площади излучающей поверх­
ности S  и численно равен удвоенному потоку 2F 
усредненной по времени комплексной мощности. 
Величина vref является комплексной амплитудой 
опорной нормальной скорости, по отношению к 
которой вычисляется импеданс. Мы будем в каче­
стве опорной использовать среднюю по поверх­
ности излучателя нормальную скорость, опре­
деляемую равенством

Ы 2 = \v\l = (1/S)JJK|2JS. (9)

Она более удобна, чем часто применяемая макси­

мальная на S скорость, когда |vref|2 = |v|,2nax, так как
приводит к экономии в выкладках при вычислении 
импедансов излучения мультиполей высших по­
рядков -  см. ниже п. 4. Таким образом, если для из­
лучателя звука известны импеданс излучения (8) и 
средняя амплитуда нормальной компоненты коле­
бательной скорости на поверхности (9), средняя по 
времени комплексная мощность излучения вы­
числяется как

F = I + iQ  = ( 1 / 2 ) j j p v „ d S  = (1 /2 ) Z |v | 2v. (10)

Действительная часть /  = R eF -  это активная мощ­
ность звука, излученная источником на беско­
нечность (она мож ет быть вычислена в дальнем 
поле [1]), а мнимая часть Q  = I m F - это реактивная 
мощность -  характеристика ближнего поля. Для 
нее имеет место равенство [10]: Q = -2соL, где L  -  
функция Лагранжа, т.е. разность между кинети­
ческой и потенциальной энергиями всего поля из­
лучения. Если в поле преобладает кинетическая 
энергия, что чаще всего имеет место в жидких и 
газообразных средах, то реакция среды имеет 
характер массовой нагрузки и функция Лагранжа 
равна кинетической энергии присоединенной

массы: L  = (l/4)M ad|v |av. Отсюда можно получить
следующее выражение для присоединенной мас­
сы как характеристики ближнего поля

M ad = -Im Z /co , (11)

которое используется в данной работе примени­
тельно к мультиполям.

Следует заметить, что в литературе по акусти­
ке приводятся и другие, отличные от (8), опреде­
ления комплексного импеданса излучения [1-4]. 
Так, импеданс пульсирующей сферы определяет­
ся как отношение общей силы, действующей на 
поверхность сферы (давление на площадь) к ско­
рости пульсаций точек поверхности, а импеданс 
излучения осциллирующей сферы -  как отнош е­
ние равнодействующей в направлении движения 
сил давления на поверхности сферы к амплитуде 
линейной скорости осцилляций. В книге [4] дела­
ется попытка вычислить импеданс квадруполя: на 
поверхности окружающей квадруполь сферы  
строится угловое распределение радиальной ско­
рости и давления, относящееся к произвольному 
квадруполю, затем по отношению к этому угло­
вому распределению вводится понятие некото­
рой обобщенной силы и обобщ енной скорости, а 
импеданс излучения определяется как отношение 
амплитуд этих обобщенных величин.

Особый класс составляют элементарные сф е­
рические излучатели типа Неймана, в которых 
распределение нормальной скорости на поверх­
ности соответствует отдельным сферическим

гармоникам У” (6, (р). Ввиду ортогональности
сферических гармоник давление на поверхности 
сферы распределено по тому же закону, что и 
нормальная скорость, так что их отношение, т.е. 
локальный импеданс, не зависит от угловых коор­
динат и легко вычисляется для гармоник любого  
порядка. Импеданс излучения элементарных сфе­
рических источников пропорционален локально­
му импедансу и подробно исследован вплоть до са­
мых высоких порядков п < 30 [3].

Для мультипольных источников локальный 
импеданс на поверхности окружающей сферы за­
висит от угловых координат (исключение состав­
ляют монополь, диполь и поперечный квадру­
поль), а построение обобщенных давлений и ско­
ростей, распределенных нужным образом на 
сфере, физически неочевидно и трудоемко. В дан­
ной работе предпочтение отдано определению (8) 
из-за его простоты, универсальности и прямой 
связи с энергетическими характеристиками.

4. ХАРАКТЕРИСТИКИ БЛИЖ НЕГО ПОЛЯ

Ниже приводятся некоторые результаты вы­
числения основных характеристик ближнего по­
ля (8 )-( 11) для физических монополей первых по­
рядков. Используются следующие обозначения 
для безразмерного радиуса и площади поверхнос­
ти излучения S физического мультиполя (сферы  
радиуса а), а также для единичного вектора V из 
источника в точку наблюдения (рис. 1):

£ = ка <  1; S = 4тгд2; v  = R / R .  (12)
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Скорость частиц среды вычисляется через поле 
давления из уравнения Эйлера [1]:

v (r; r0) =  { \ / i p c k ) 4 p { r \  г0), (13)

где оператор градиента действует на координаты 
г точек поля.

Монополь.  П о определению, физический мо- 
нополь это сфера радиуса д, на поверхности кото­
рой задана, в соответствии с (1) и (13), радиальная 
компонента скорости

v os(a; r0) =  / C W S ) V O .  (14)

где /?i(Q -  сферическая функция Ганкеля первого 
порядка. Так как радиус сферы мал (£ 1), то
приближенно линейная скорость (14) равна q0/S. 
Она не зависит от координаты точки на S  (сфера 
пульсирует) и сдвинута по ф азе относительно 
давления (1) на угол, близкий к л /2. Объемная 
скорость q0t иногда называемая также амплиту­
дой монополя, -  основной кинематический пара­
метр источника.

Интегрирование по поверхности S точных зна­
чений давления (1) и скорости (14) дает по общим 
формулам (8)—(11) следующие характеристики 
ближнего поля монополя:
средняя амплитуда нормальной скорости

Ы 1  = W S \ \  (15)

импеданс излучения

Z0 = Рс 5 (£ 2-« '£ ), (16)

присоединенная масса

М0 = р4тш? = 3 М, (17)

комплексная мощность излучения

F0 =  (1 /2 5 )р с |* о |а(5 2- ф .  (18)

Здесь М  = р4лд3/3 -  это масса среды в объеме  
сферы, так что присоединенная масса (17) равна 
массе среды в утроенном объем е физического ис­
точника. Все характеристики (15М 18) совпадают 
с  известными значениями [1—4].

Диполь.  Точное значение поля математичес­
кого диполя в соответствии с (3) и (13) даются 
формулами

/> i(r;r„) =  ( \ / 4 n ) p c l c 2q ](k l i ) (n iv )h ^ k R ) ,  (19)

v,(r; r 0) = (1/47c)i*2<?,(Wi)x
X [v(n,v)/z2(A:/?) -n,/i,(&/?)/(A:F)],

где q x -  это объемная скорость составляющих мо­
нополей -  см. рис. 16. Поле диполя является на­
правленным и зависит от угла 0 между вектором v

в точку наблюдения и осью  диполя n,: (n ,v ) = 
= cos0  -  см. рис. 26. На расстоянии R = а, т.е. на 
поверхности малой сферы, значения радиальной 
и тангенциальной компонент скорости равны

V , *  =  - / C W s ) ( * / , ) A ; ( Q c o s e =  ( 2 0 )

=  ( 2 q 1k l l/ £ )S)cosQ,

v „  = i C i ^ i / S K k l i / Q h ^ )  sin0 =

=  ( q \k l \ /^ S ) s  in0,

где приближенные значения получены с учетом  
<  1. Из этих формул видно, что распределение 

скорости частиц, лежащих на расстоянии R = а, 
для математического диполя отличается от ско­
рости частиц на поверхности осциллирующей 
сферы радиуса а. Для осциллирующей сферы  
максимальная радиальная компонента скорости 
при 0 = 0 и максимальная тангенциальная компо­
нента при 0 = тс/2 одинаковы, в то время как для ди­
поля максимальная радиальная компонента вдвое 
превышает максимальную касательную составля­
ющую и форма колебаний (20) больше напомина­
ет яблоко, чем сферу -  см. рис. 3. Тем не менее, по­
ле физического диполя, т.е. непрозрачной сферы  
радиуса а  с рапределением радиальной скрости v lR 
как в (20), совпадает вне S  не только с полем мате­
матического диполя р 1 -  см. (19), но и с полем 
твердой сферы, осциллирующей в среде со скоро­
стью Vj = 2q xklxI^S. Таким образом, общеприня­
тая физическая модель диполя в виде осциллиру­
ющей малой сферы верна для идеальной среды, 
где величина касательной скорости не важна, и 
неверна для вязкой среды.

Вычисление интегральных характеристик
(8)—(11) для физического диполя дает следующие 
результаты:
средний квадрат и квадрат максимальной ампли­
туды радиальной скорости на 5

H i  =  (4 /3 )1 4 ,/ S |2( * / , ) 4 2,

N L k =  3 k l la v >

импеданс излучения

Z, = (l/4 )p c5 (C 4-2 /Q ,  

присоединенная масса

М\ =  З М /2 ,

комплексная мощность излучения

f , = а / б ^ р ф , ! 2^ / , ) 2-

- 1 ( С /3 ) р с % |/ 5 | 2( / |/ а ) 2.

Как видно из формул (18) и (24), диполь -  значи­
тельно менее эффективный источник по срав­
нению с монополем: при одинаковой объемной

(21)

(22)

(23)

(24)
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скорости монополей \q0\ = |^,| активная мощность 
излучения диполя в (kl{)2/3 раз меньше, чем мощ­
ность излучения монополя. Присоединенная мас­
са (23) равна массе полутора сферических объ е­
мов среды, что в три раза больше известного в ли­

тературе значения [1, 4]. Однако противоречия 
здесь нет, так как известное выражение вычисле­
но относительно максимальной скорости, кото­
рая согласно (21) в 31/2 раз больше используемой 
здесь средней скорости.

Рис. 2. Угловые зависимости поля давления монополя (а), диполя (б), продольного квадруполя на малых (в) и больших 
(г) расстояниях, поперечного квадруполя (д) и квадруполя с углом между осями (3 = я/4 (е).
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Рис. 2. Окончание.

Квадруполъ.  Произвольный квадруполь харак­
теризуется двумя направлениями в пространстве 
п,, п2 (и соответственными малыми отрезками 
/,, /2) и объемной скоростью q2 базового монополя. 
Его поле описывается следующими формулами, 
полученными из общих соотношений (6), (13):

р2{ г ; г 0) = (1 /4 я )р  Ck2q2(kll){kl2) x

х  [(n ,v)(n2v)/i2(W?) -  (n,n2)hl(kR) / (kR)] =

= ( \ / 4 n ) p c k 2q 2(k l i )(k l2) x

x  {[(n ,v )(n 2v) -  (n,n2) / 3 ]h2(kR) -

- [ ( П1п2)/3]Ло(*Л)},
a (25)

v2( r ; r 0) = ~ ( l / 4 n ) i k  q2{k lx)(k l2) x

x  { v[(n  2v ) h 2(k R ) / (k R )  + (n 1v)(n2v) x

x  (h2(kR)  -  2h2(k R ) / (k R ) ) ]  +

+ n,[(n  2v )h 2(k R ) / (k R ) ]  +

+ n2[(n l v )h 1( k R ) / ( k R ) ] } .

Существуют два качественно различных квадру- 
поля -  продольный и поперечный (рис. 1в, 1г). 
Ниже мы покажем, что поле произвольного ква- 
друполя является суммой полей продольного и 
поперечного квадруполей -  см. п. 5, но сначала 
рассмотрим их в отдельности.

У продольного (осевого) квадруполя  направ­
ления обеих осей совпадают: П! =п2 (рис. 1в). Его

поле описывается выражениями (25), в которых 
положено ( п ^ )  = 1, (n ,v) = (n2v) = cos в, где 0 -  
угол между вектором в точку наблюдения и сдво­
енной осью квадруполя: *

г ; г 0) =  ( l / 4 n ) p c k 2q 2( k l ]) {k l2) x

х  [(cos20 -  1 / 3 )h2(kR)  -  ( 1 / 3 )h0(kR)],
.  (26)

v ^ ( r ; r 0) =  —( 1/47C) ik  q2(k l l) {k l2) x

x  [(cos20 -  1 /3 )h'2(kR)  H- (l/3)/z,(A :i?)]

Нетрудно видеть, что поле продольного квадру­
поля состоит из двух слагаемых, одно описывает-

Рис. 3. Форма колебаний поверхности физического 
диполя.
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ся сферической волновой функцией второго по­

рядка У2 (0, ф)й2(£/?), а второе, пропорциональное 
сферической волновой функции нулевого порядка

Уо (0, ф)h0(kR), представляет собой поле монополя 
(1), амплитуда которого, однако, пропорциональ­
на со3, а не со как для истинного монополя. Напом­

ним [3], что У2 (0, ф) = (cos20 -  1/3)/2, Yq (0, ф) = 1. 
Тот факт, что в поле продольного квадруполя 
содержится монопольная компонента, в литера­
туре известен [4] и связан с тем, что поле матема­
тического продольного квадруполя имеет на сф е­
ре R =  а  постоянную составляющую, не завися­
щую от углов 0, ф. Физически ее появление 
связано со структурой продольного квадруполя: 
как видно из рис. 1в, составляющие монополи од­
ного знака находятся ближе к поверхности окру­
жающей сферы, чем монополи другого знака, и, 
следовательно, создают более сильное поле, что 
и дает на сфере постоянную составляющую как у 
пульсирующей сферы с отличной от нуля объем ­
ной скоростью. Как следует из выражения (25), 
лю бой квадруполь имеет монопольную составля­
ющую, если его оси n l9 п2 не перпендикулярны, но 
для продольного квадруполя она наибольшая.

Поле продольного квадруполя (26) имеет силь­
ную зависимость от пространственных углов, 
различную на разных расстояниях от источника. 
На малых расстояниях kR 1 поле имеет направ­
ленность, определяемую аксиальной сферической

гармоникой У2 (0* ф) ~  см. Рис* 2в. При удалении от
источника распределение поля по углам меняется 
из-за влияния монопольного члена. В пределе при 
kR — *- угловое распределение поля продольно­
го квадруполя описывается функцией cos20, что 
графически напоминает растянутую диаграмму 
направленности диполя -  см. рис. 2г.

Вычисление характеристик ближнего поля
(8)-(11) для физического продольного квадрупо­
ля, т.е. сферы с радиальной скоростью на поверх­
ности как в (26), дает следующие величны (£ = ка)\

средний квадрат амплитуды радиальной скорости 
на S

O e / 5 ) \ q i / S \ \ k l {) \ k l 2)2/ ( , \ (27)

комплексная мощность излучения

F? = (1 /  lOS)pc£>2\q2\2(kll)2(kl2)2 -

- i ( 6 ^ / 5 ) p c % 2/ S |2( / , / a ) 2( /2/ a ) 2.

Сравнение формул (18), (24) и (30) показывает, 
что продольный квадруполь -  в 3(к12)2/5 раза ме­
нее эффективный излучатель, чем диполь, и в 
(kl{)2(kl2)2/5 раз, чем монополь, если объемные 
скорости составляющих монополей одинаковы. 
Влияние монопольной части поля существенно на 
действительную часть импеданса излучения (28) 
и, соответственно, на излученную мощность (30): 
на ее  долю приходится 5/9 часть активной мощно­
сти. Однако ее  влияние на среднюю скорость (27) 
и присоединенную массу (29) незначительно.

Поперечный  (иначе, секториальный или тессе- 
ральный [3]) квадруполь  имеет ортогональные 
оси: (n 1 п2) = 0 (рис. 1г). Согласно общим форму­
лам (6), (13) его поле равно:

Л  (г; г0) = ( 1 / 4 n )p c k 2q2(kll ) (k l2) х

X  [ c O S 0 j C O S 0 2/ l 2 ( ^ ) ] ,

v£'(r; r0) = - ( \ / 4 n ) i k 2q2(k l l ) (k l2) x  27 * * * (31)

X [ COS 0J COS 02/*2(£/?)].

Здесь 0j и 02 углы, которые образует вектор в 
точку наблюдения R с  направлениями осей п { и 
п2. В сферических координатах (/?, 0, (р), где угол 
0 отсчитывается от оси пь а ф -  от оси п2, имеем  
COS0J = cos0; cos02 = sinOcoscp, так что зависящая 
от углов функция cos 0J cos 02 пропорциональна

тессеральной сферической гармонике У2 (в* ф) =
= (3/2)sin20coscp [3]. Эта угловая зависимость по­
ля одинакова для всех расстояний и имеет вид, 
изображенный на рис. 2д.

Физический поперечный квадруполь пред­
ставляет собой, наряду с монополем и диполем, 
один из немногих случаев существования локаль­
ного импеданса излучения: отношение давления к 
радиальной скорости (31) не зависит от угловых 
координат точки на сф ере R = a  и равно

импеданс излучения

Z 2 =  ( l /3 6 ) p c S (^ 6- i l 2 Q ,  (28)

присоединенная масса

М 2 =  М,  (29)

z2 =  ipch2(Q /h '2(^).  (32)

По этой причине комплексная мощность и ради­
альная скорость имеют одинаковую угловую зави­
симость, а интегральный импеданс (8) пропорцио­

нален локальному импедансу (32): Z2at =  z2S. Рас-
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чет дает следующие характеристики (8)—(11) для 
поперечного квадруполя:

2lat
^2 av =  (27 /  5)\q2/ S \ 2 (k l) )2 (kl2)2 /  С?,

Z 2 = (l/81 )pc5 (C 6- /2 7 Q ,

(33)

(34)

M ?  = M, (35)

FT = ( l / 3 0 S ) p c C \q 2\ ( k l i ) ( k l 2 ) -

- i ( 9 i ; / l O ) p c S \ q 2/ S \ 2( i y a ) \ l 2/ a ) 2.
(36)

Как видно из (36), поперечный квадруполь как из­
лучатель звука даже менее эффективен, чем про­
дольный квадруполь (в три раза). У  этих квадру- 
полей несколько отличаются также импедансы 
излучения (28), (34) и средние скорости (27), (33), 
но присоединенные массы (29), (35) одинаковы.

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  
П РО И ЗВО Л ЬН О ГО  КВАДРУПОЛЯ

Покажем, что поле произвольного квадруполя 
может быть представлено в виде суммы полей 
двух простейших квадруполей -  продольного и по­
перечного. Пусть lj = tij/j и 12 = п2/2 ~  это оси квад­
руполя, образующие между собой угол р. В плос­
кости этих векторов выберем единичный вектор 
ш, ортогональный щ.  Тогда вектор п2 может быть 
однозначно разложен как: n2 = n,cosP + msin|3. 
Подстановка этого разложения в выражения (25) 
для поля произвольного квадруполя после не­
сложных выкладок приводит к следующим фор­
мулам:

Рг(г; г0) =  р ? ( г; r0)cosp  + Р г ( * ‘, r0)sin p , ^  

v 2R(r; г0) =  v f R(r; r0)co sp  + v i “ (r; r0)sinp .

Здесь p T , v Tr  и  p'T, v 2'R то п о л я  (26) и (31) про­
дольного и поперечного квадруполей, у которых 
параметры (длины осей 1Х и /2, а также объемная 
скорость составляющих монополей) такие же, 
как у первоначального произвольного квадрупо­
ля. Формулы (37) и доказывают искомое пред­
ставление.

Поля произвольных квадруполей имеют до­
вольно сложную направленность, которая зависит 
от ориентации осей и расстояния R. На малых рас­
стояниях от источника kR 1 это комбинация гра­
фиков на рис. 2  в,д, а на больших расстояниях -  
комбинация графиков на рис. 2  г,д с весовыми ко­
эффициентами cosp и sinp. На рис. 2е в качестве 
примера представлена одна из комбинаций, соот­
ветствующая большому расстоянию от источника 
и углу между осями квадруполя, равному р = тс/4.

В се характеристики ближнего поля (8)—(11) 
для произвольного квадруполя также представ­

ляются комбинацией соответственных величин 
для продольного и поперечного квадруполей:
средний квадрат амплитуды радиальной скорости 
на S

импеданс излучения

Z 2 = (4Z rcos2p + 3 z fs m 2|3)/(3  + cos2p)

(38)

(39)

присоединенная масса

м 2 =  М Т = м ?  = м ,  (40)

активная мощность излучения

/ 2 = cos2 Р + /2al sin2 р . (41)

При изменении угла р между осями квадруполя 
от 0 до п /2 величины (38)—(41) изменяются от  
величин (27)-(30) до соответственных величин
(33)-(36). Присоединенная масса лю бого квадру­
поля всегда равна массе М  среды в объем е сферы  
радиуса а.

6. ЗАКЛЮ ЧИТЕЛЬНЫ Е ЗА М Е Ч А Н И Я
Таким образом, в статье введено понятие ф и­

зического мультиполя и показано, как вычислять 
характеристики его ближнего поля. Результаты  
вычислений для монополя и диполя совпали с 
имеющимися в литературе, для квадруполя они 
новы. В заключение два замечания.

1) Пользуясь формулами (6), (8)—(13), можно 
вычислить поле и необходимые характеристики 
любого конкретного мультиполя, а также полу­
чить некоторые общие результаты относительно 
мультиполей произвольного порядка. Предлага­
ем читателю убедиться в справедливости следую­
щих двух утверждений:

• существует п различных типов мультиполей 
порядка л, так что поле произвольного мультипо­
ля представляется в виде их линейной комбинации;

• присоединенная масса лю бого мультиполя 
порядка п равна

Мп = З М / ( п  + 1),

где М  — это масса среды в объем е излучателя.
2) Как отмечалось выше, в качестве физичес­

кого мультиполя можно взять тело малых разме­
ров любой формы. На поверхности S  тела должно 
быть задано распределение нормальной скорости, 
совпадающее с тем, которое создает соответ­
ственный математический (точечный) мульти- 
поль, работающий в свободном пространстве, на 
окружающей его воображаемой поверхности S. 
Тогда поле вне S  будет совпадать с полем мате­
матического мультиполя и для него могут быть 
вычислены характеристики (8 )-(1 1)» как это было
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сделано выше для сферы. Автор проделал необ­
ходимые вычисления для двух тел -  куба и цилин­
дра, у которого диаметр равен высоте. Результа­
ты вычислений показали, что характеристики 
ближнего поля сферы, куба и цилиндра, имею­
щих одинаковые площади излучения, отличаются 
незначительно: средняя скорость не более, чем на 
6%, коэффициент излучения -  12%(куб) и 9%(ци- 
линдр), присоединенная масса -  менее чем на 1%. 
Однако вычисление интегралов по поверхности в 
формулах (8), (9) для цилиндра и особенно для ку­
ба встречает дополнительные, по сравнению со 
сферой, трудности, которые усложняют расчеты 
и практически исключают возможность получе­
ния для них каких-либо общих результатов.
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A Physical Model and the Near Field Characteristics of a Multipole
Yu. I. Bobrovnitskii

The physical multipole is conceived as a small sphere with a certain normal velocity distribution on its surface 
S which coincides with the field of a mathematical (point) multipole outside S. The near-field characteristics, 
such as the complex radiated power, impedance, and attached mass, are calculated by taking integrals over S 
for the leading multipoles. A number of new results have been obtained. In particular, the functional complete­
ness of multipole fields has been proved. It has been demonstrated that the field of an arbitrary quadrupole is a 
sum of two simple independent quadrupoles—longitudinal and transversal.
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