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В работе рассматривается реологическая модель среды, обладающей нелинейной диссипацией, а 
именно, одномерная цепочка масс, взаимодействующих через линейные упругие и нелинейные не­
упругие элементы. В рамках модели получено нелинейное волновое уравнение и исследованы эф­
фекты распространения и взаимодействия упругих волн: самовоздействие непрерывных гармониче­
ских и импульсных волн, генерация высших гармоник, влияние сильной волны на затухание слабых 
волн других частот.

1. ВВЕДЕН И Е
В последнее время в акустике интенсивно раз­

вивается направление, связанное с изучением не­
линейных эф фектов в так называемых структур­
но-неоднородных средах, характеризующихся, 
как правило, сильной (по сравнению с однород­
ными материалами) акустической нелинейнос­
тью [1, 2]. Экспериментальные данные свиде­
тельствуют, что нелинейность таких сред часто 
носит не столько реактивный (упругий), сколько 
диссипативный (неупругий) характер [3-6]. Тео­
ретическое описание наблюдаемых эффектов в 
таких средах возможно, по-видимому, только в 
рамках феноменологических уравнений состоя­
ния, поскольку микроскопической теории трения 
твердых тел не существует.

В данной работе на основе феноменологичес­
ких зависимостей нелинейного трения контакти­
рующих твердых тел получено волновое уравне­
ние с  диссипативной нелинейностью и проведен 
анализ нелинейных эффектов при распростране­
нии и взаимодействии акустических волн.

2. РЕОЛОГИЧЕСКАЯ М ОДЕЛЬ УПРУГОЙ  
СРЕДЫ С Н ЕЛ И Н ЕЙ Н О Й  ДИССИПАЦИЕЙ

При построении реологической модели среды  
с нелинейной диссипацией рассмотрим одномер­
ную цепочку масс М  и упругих элементов, парал­
лельно которым добавим диссипативные элемен­
ты (рис. 1). Отдельным звеньям такой цепочки 
могут быть сопоставлены некоторые структур­
ные блоки среды, например, гранулы, кристалли­
ты в поликристаллах, шероховатые поверхности 
трещин или контактирующих зерен.

Запишем уравнение движения для п-то элемен­
та цепочки, смещение которого от положения 
равновесия обозначим (J(n). При описании сил, 
действующих на п-й элемент со стороны соседних,

ограничимся линейным приближением для упру­
гой силы F{(n) и будем учитывать только нелиней­
ность силы трения F2(n):

M d 2U(n)/dt2 = F,(n) + F2(n), (1)

\U(n)\ <  а, а -  размер элемента цепочки.

Для упругой силы имеем известное выраже­
ние [7]:

F x(n) = -K[U(n) - U ( n - l ) ]  +  к[U(n + 1) -  U(n)]9 (2)

где коэффициент к характеризует упругость эле­
мента цепочки.

Относительно диссипативной силы Fdis(tt), дей­
ствующей между двумя соседними элементами це­
почки, будем считать, что она является функцией 
(в общем случае нелинейной), зависящей от отно­
сительной скорости движения этих элементов

A U n + \,n = U (п+  1) -  U  (п). Для макроскопических 
элементов среды будем использовать известные

аппроксимации зависимости Fdis(A f/)  [31], опреде­
ляемые экспериментально. Тогда линейная со­

ставляющая силы трения F2° = F dins(A £/„ + !,„) -

1 2

Рис. 1. Реологическая модель среды с нелинейной 
диссипацией: 1 -  масса, 2 -  упругий элемент, 3 -  дисси­
пативный элемент.
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-  FjJi" (A t7„, „ _ 1), действующая на п-й элемент со 
стороны двух соседних, будет равна:

р 2 П(п) =  gAUn+1'П- gA U ^ n -i ,  g  =  const. (3) 
Нелинейную составляющую силы трения 
FnJis(A U ) ,  также действующую против относи­

тельной скорости A U  (п), запишем в виде:

Fnl  =  -<D (A tf)sign(A tf), (4)

где Ф(Д t7) -  некоторая четная положительно-оп­
ределенная функция.

Переходя в уравнениях (1)-(4) от дискретного 
номера п элемента цепочки к непрерывной коор­
динате х -  па, в длинноволновом приближении 
получим:

U „ - c 2Uxx = а£/„,+ [0(l/*)sign(t/„)]x, (5)
где с2 = к а1! М, а  = ga2/M.  (Здесь для упрощения за­
писи нормировка на массу М  введена в функцио­
нальную зависимость Ф( £/*,).)

Аналогичное уравнение было получено в ра­
боте [9], где сразу предполагалось, что напряже­
ние а  в среде является суммой упругого и не­
упругого а 2 напряжений: а , =  Е е ( Е -  модуль упру­
гости, € = Ux -  деформация), а вязкое напряжение
а 2, кроме линейной компоненты, зависящей от

•

скорости деформации е =  Ua, содержит и нели­

нейную, также зависящую от е .  В этой работе 
для нелинейного неупругого напряжения была 
выбрана степенная аппроксимация [8], которая, 
по-видимому, является достаточно общей:

Ф ( и х1)  =  у \ и х1Г ,  ' ( 6 )

где у и т -  постоянные коэффициенты, причем 
размерность у зависит от показателя степени т: 
[у] = см2/  с2 " т.

При т > 1 эффективная вязкость среды растет 
с ростом скорости деформации, а при т <  1 -  па­
дает. Значение т = 0  соответствует случаю “сухо­
го" (кулоновского) трения [8]. Распространение 
упругих волн в среде с т = 0  исследовалось также 
в работах [10, 11].

Отметим, что при т < 0 выражение (6), вообще 
говоря, не пригодно для описания нелинейного

вязкого напряжения вблизи точки € =  Uxl = 0, т.е.
ф  ({/,, = 0) — ► °о. Поэтому при т < 0, начиная с не-

•

которой амплитуды скорости деформации |е | < 
^ £lh, нелинейное напряжение нужно ограничить, 
например, введением небольшого участка “сухо­
го" трения:

Ф (0
Ф0, при <ё,ц.

при ^th>
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где константа Ф0 определяется из условия непре­

рывности функции Ф( € ) в точках е = ± e lh: Ф0 =
.  т

= Y£ih •
В случае гармонической зависимости € = 

= £ocos0, 0 = £1г, удобно ввести пороговую фазу 
(или угол отсечки) 0lh, определяемую из выраже­
ния ел = Q£osin0lh, или sin0(h = elh/e 0, где e lh = Ое^.

3. САМ О ВО ЗДЕЙ СТВИ Е  
ГАРМ ОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ  

И ГЕНЕРАЦИЯ Е Е  ВЫСШ ИХ ГАРМ ОНИК

Эффекты самовоздействия гармонической 
волны и генерации ее  высших гармоник в дисси­
пативно-нелинейных средах, как будет показано 
ниже, имеют существенные отличия от обычно 
рассматриваемого случая реактивной квадратич­
ной нелинейности [7].

Граничное условие для (5) зададим в следую­
щем виде:

U(x = 0, 0  = U0sin£2/. (8)

Далее удобно от (5) перейти к уравнению:

( / ,  =  « х /2  c3)U xx +

+ ( 1 / 2 с2) (Ф (Ц „ /c )s ig n ( t7 „ /с )),

где введены “бегущая” и “медленная” перемен­
ные т = (I -  х/с)  и х' = х. Решение уравнения (9) с 
граничным условием (8) ищем в виде:

U =  UW + AU, е = е(1) + Де, (10)

[ / (I) = U(1)(jc) sin0,
•с.)€ = n e ,(x )s in 0  = ei(x)sin0,

A U = ^ \ J ln\x )s in (n Q ) ,
/1 =  3

A пг„(х)  sin (п0),
/1 =  3

(12)

где U{1) -  поле волны основной частоты, AU -  ма­
лая поправка, связанная с искомым полем высших

нечетных гармоник (|Ае | <  |е (1) |), п = 3, 5, ... -  но­
мер нечетной гармоники, 0  = £2т.

Поиск решения в виде (11), (12), не учитываю­
щем нелинейные искажения фазы , оправдан тем, 
что диссипация не приводит к зависимости ско­
рости распространения волны от ее  амплитуды. 
Подставляя в уравнение (9) выражения (10)—(12) 
и выделяя в нелинейном слагаемом F (t/Tl) =
= Ф({^тт/c )s ig n ( l/rc) соответствующие Фурье-гар-
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моники, получим систему связанных уравнении 
для амплитуд U (0 (i = 1, 3, 5, ...):

и‘° = -pu(i) + \ с 2 а ‘ \ (13)

где

р =  а£1г/ 2 с \
К

А ° \ х )  =  л  1 jV [(/.„ (x )]sin (n 0)< i0 .
(14)

- Я

Для нахождения коэффициентов А(/)(х) разло­
жим под интегралом (14) нелинейную функцию F 
в ряд Тейлора:

F (U XX) = F(U[\)) + F(U\'X')AU XX+...О) (15)

Функции F( U™ ) и F \  ) в выражении (15) пред­
ставим в виде суммы Фурье-компонент, в резуль­
тате чего из (13) получаем систему уравнений для 
амплитуд волны основной частоты и ее гармоник:

=  -  PU(,)— c-2^c2B<1)(U <1)),
/и

(16)

и[п) =  - ( Q 2n2/ 2 c 3) ( a  + C(0)(U <I>))U (',) -  

-  ( l / 2 c 2)S <n)(U (1)),
(17)

где

В(1)[ U (V ) ]  = те-11 F [Q e1(x )sin 0 ]sin 0d 0 , (18)
—71

К

В(п)[ U (1)(x )] = я ' 1 J /r[Q e1(x )s in 0 ]sin (n 0 )^ 0 , (19)
—ТС

К

С(0>[ U (l)(x )] =  (2 я )-1 j> [£ 2 e ,(x )s in 0 ]d 0 .
-К

Кратко остановимся на эф ф екте самовоздей- 
ствия, поскольку этот вопрос подробнее обсуж­
дался в работе [9], а также [10, 11]. Согласно ап­
проксимации (7), с учетом введенных в (10), (12) 
обозначений, выражение (18) принимает вид:

( 4 / к ) у ( П е 1Ь)т, при e , < e lh.

В (1) =
( 4 / n ) Y ( Q e thr ( 1  -  C O S 0 t h )  +

(20)

+

С

_L
Рт Vfcth>

я/2
Г / ♦ л \ Wl + 1 (sm 0 ) dQ

\h

, при e , > e lh.

Отметим, что для т >  - 2  в выражении (21) при 
стремлении £th (или угла отсечки 0Ih) к нулю син­

гулярность не возникает, и потому при £lh = 0 вы­
ражение (20) и уравнение (16) могут быть приве­
дены к более простой форме, полученной в [9] 
для случая т > - 2  на основе аппроксимации дис­
сипативной силы вида (6) без ограничения в нуле.

Д л ят < - 2 выражение (20) легко анализирует­
ся при < £,h, а также при £| §> £th. В последнем  
случае при т = - 2  уравнение (16) может быть при­
ближенно приведено к виду

u‘n = -  pU ',; -  5ln [2£2UW V jcceth]( lT '0

8 = 2 у /к О ,4с 2, 

а при т < - 2  к виду

■О) (I) (!)ч-2

и []) = - р и (,) + 6 ( и (1))'2;

8 = ymQ!n 2|eth”' + 2/л ; (т  + 2 )с 2.
(21)

Интересно отметить, что амплитудная зависи­
мость нелинейного слагаемого при т <  - 2  “насы­
щается”, так что закон его спадания становится 
универсальным (~(U a))-2). Решение уравнений ви­
да (21) имеет форму [12], которая справедлива 
при любых т\

Щ х )1”"' =  Uo_mexp[-(3x(l - т ) ]  -  (22)

— ( 5 /Р ) [  1 -  ехр [-р х(1  - т ) ] ) .

И з (22) следует, что при т >  1 волны с большей 
амплитудой затухают сильнее. (Такой эф ф ект на­
блюдался в экспериментах с мрамором и гранитом 
[4, 5].) При т < 1 затухание волны уменьшается с 
ростом ее амплитуды. Такой эф ф ект (самопро- 
светление среды) наблюдался в экспериментах с 
сухим и сырым речным песком [4, 6].

Перейдем теперь к рассмотрению генерации 
высших гармоник. И з уравнения (17) следует, что 
поле исходной волны, во-первых, возбуждает п-ю  
нечетную гармонику за счет наличия составляю­
щей в спектре вынуждающей силы (коэффици­
ент B(n)[U(1)(x)]), и, во-вторых, изменяет коэф ф и­
циент поглощения слабой волны (коэффициент 
C(°>[U(1)(x)] в уравнении (17)). В результате, из 
уравнения (17) получаем выражение для ампли­
туды n-ой гармоники:

• гС
\ d ^ B {n)[и 0 )(С)]ехр | ^ Г (Л)(^)
0

U (n)(x ) =
2с

х

- X (23)

х  ехр - | ^ Г ('"(^)
0

где коэффициент поглощения этой гармони­
ки имеет вид

■(1)М ] ] .Г(п,(х) = ( Q V / 2 c 3) [ a  +  C(0)[U'
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Достаточно универсальной является асимптоти­
ка выражения (23) на начальном этапе генера­
ции, когда можно пренебрегать поглощением в 
среде как волны основной частоты, так и ее  гар­
моник. В этом приближении уровень дг-ой гармо­
ники будет линейно расти с расстоянием: U(,<) ~ 
-x B (/,)[U(1)(x = 0)]. В случае степенной зависимости 
нелинейной диссипации при целых положитель­
ных и нечетных т в спектре вынуждающей силы 
будут присутствовать только нечетные гармоники 
с номерами 3 < п < т, а при прочих положительных 
т возникнут все нечетные гармоники п > 3, причем 
U('° ~  [U(1)(x = 0)]т. При отрицательных т из выра­
жения (19) следует, что амплитуда вынуждаю­
щей силы уменьшается с ростом уровня волны 
основной частоты. Это существенно отличает 
рассматриваемый случай от традиционных задач 
нелинейной акустики, в которых упругая нелиней­
ность проявляется в большей степени при увеличе­
нии амплитуды воздействия. При - 2  < т < 0  интег­
рал (19) для вынуждающей силы сходится и имеет 
следующий вид:

к
Bw  =  2TC“1Ye"'jsin''lesin(rc0)J9. (24)

о

£[h, является, по-видимому, слишком грубой. Ее 
можно уточнить, положив, например:

Ф (е) =
( £ /е л)л'Ф0, при £ < £ * ,

(26)YE™, при £ > £th,
*

где s >  0. При s — ► 0 выражение (26) переходит 
в (7). В этом случае при малых амплитудах < 
< elh) из выражения (19) следует:

Вм  =  y£2'"£™f

л (п) = (2 /r c )s in (n H /2 )r (^ +  1)

n £ ± i U i V f c 5  + l2 Г У  2

Таким образом, в случае наличия падающего
•

участка в функции Ф (€) амплитуда высших гармо­
ник и (я) при малых амплитудах (Ej < ёЛ) с ростом 

сначала круто нарастает, далее при ~ ё,ь до­
стигает максимума, а затем при > ё{Ь начинает 
плавно спадать.

Из выражения (24) следует, что при стремлении ё, 
к нулю вынуждающая сила на частотах высших 
гармоник становится бесконечно большой. Выше 
для снятия такой расходимости при т <  - 2  была 
введена аппроксимация диссипативной силы (7). 
При малом угле отсечки (0Л 1) ее  использование
для т >  - 2  дает тот же результат (24), полученный 
на основе (6), а при т < - 2  нетрудно получить сле­
дующие приближенные выражения:

Таким образом при большой амплитуде >
>  E(h) выражение (25) также демонстрирует 
уменьшение вынуждающей нелинейной силы с 
увеличением ё ] , хотя при т <  - 2  степень этого

уменьшения “насыщается” (В{п) ~  Е]2).

При малых амплитудах (ё | < ё,ь) из (7) и (19) 
следует:

В(п) =  -4 Ф 0/ пп =  -4 y i2 m£ ^ /п,

так что вынуждающая сила не зависит от £] и ос­
тается конечной при сколь угодно малой ампли­
туде исходной волны. Это означает, что аппрок­
симация (7) для определения нелинейной силы
при малых (допороговых) значениях , меньших

4. Н ЕЛИ Н ЕЙ Н О Е ЗА Т У Х А Н И Е  
СЛАБОЙ ВОЛНЫ  В ПОЛЕ  

МОЩ НОЙ ВОЛНЫ  Н А К А Ч К И
Рассмотрим теперь влияние сильной гармони­

ческой волны накачки t/,(x, t) =  U,(x)sin(Qr ± Кх) с 
частотой £1 на затухание другой -  слабой волны 
U2(x, 0  =  U2(x)sin(co/ -  kx) с несоизмеримой часто­
той со (со/£1 Ф p lq , где p n q -  целые числа). В этом  
случае из (5) получаем уравнение для амплитуды 
U2 слабой волны:

U2, = 4P + Me.))U2, (27)
где Р = асо2/2с3, Pn,( e i ) = (co2/2c3)C<0)( e i ),

к/2

С(0,(€|) = (2/я) J F'[Oe,Wsine]Je,
о

(28)

0 = £ l t ±  Кх
•

Появление слагаемого Рл/(€ 1)и 2 в уравнении 
(28) означает, что под действием сильной волны 
Uj изменяется диссипация слабой волны U 2, при­
чем направление распространения этих волн (по­
путное или встречное) не играет роли. Рассмот­
рим случаи различных знаков показателя т в сте­
пенной аппроксимации диссипативной функции. 
В соответствии с (28), (6) для нелинейного коэф ­
фициента диссипации при т >  0  получаем:

М ё . )  =
тсо  Г ( т / 2 )

4 к ,/2с Г ( т / 2  + 1 /2 )
• т -  1
El (29)
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В частности,

М ё , )  =
Зо)‘г ? /8 с 3, при т = 3, 

n x/2(tiLt\/c*>  при т = 2.
(30)

Из (29) видно, что при положительных т ко­
эффициент рп/ также положителен, то есть волна 
накачки увеличивает затухание слабой волны. 
Этот эф ф ект наблюдался в некоторых металлах 
и горных породах [3, 5].

В случае падающего участка в зависимости
F^s от е коэффициент может быть отрица­
тельным, что мож ет привести к диссипативной 
неустойчивости слабой волны в поле сильной. 
Действительно, для коэффициента ри/п р и т < 0 и  
выборе степенной аппроксимации диссипативной 
силы с ограничением в нуле (7) получаем, что в 
случае превышения ё| над пороговым значением
£lh выражение для С(0) можно привести к следую­
щему виду:

С(0) = 2 к ' у г Г '

п/2
■ П1 (* • /71—1sin 0Л + m sin 0J0

е,
(31)

В частности, при некоторых целых значениях т 
получаем:

с<0) =
2% 1 уё7', т =  0,

27c"1Yei2tg(0Ih/2 ) ,  т = -1 , (32)

^ 2 7 C - W [ l /2  + ln |tg (e ih/ 2 ) | ] ,  т = - 2 .

При т <  - 2 ,  с учетом того, что основной вклад в 
интеграл (36) дает окрестность 0,h, можно полу­
чить приближенное выражение для С(0>:

С(0> = -2тс_| ym(e,h/ ё0)"3ё* _ ' / (т  + 2 ). (33)

Из полученных выражений видно, что при доста­
точно большой крутизне падающего участка 
(когда показатель т < - 2 )  коэффициент нелиней­
ной диссипации, действительно, может стать от­
рицательным.

Таким образом, в соответствии с выражения­
ми (32), (33), при наличии падающего участка аб­
солютная величина нелинейного отрицательного 
поглощения должна достигать максимума при не

5. ИМ ПУЛЬСНАЯ ТОМОГРАФИЯ  
П АРАМ ЕТРА ДИ ССИ П АТИ ВН О Й  

НЕЛИНЕЙНОСТИ
В связи с высокой чувствительностью как упру­

гих, так и неупругих нелинейных параметров к из­
менениям структуры среды их пространственная 
реконструкция представляет практический инте­
рес. Для реконструкции этих параметров были 
предложены схемы томографии, основанные на 
фазовой и амплитудной модуляции пробной вол­
ны при ее взаимодействии с другой мощной им­
пульсной волной [13, 14]. Ниже на примере взаи­
модействия встречных плоских продольных волн 
(пробной непрерывной волны и импульса накач­
ки) проанализирована возможность восстановле­
ния структуры неоднородности диссипативных не­
линейных свойств среды, что может представлять 
интерес, например, для сейсмических приложений.

Пусть в среде с диссипативной нелинейностью  
навстречу друг другу распространяются мощный 
НЧ-импульс накачки U j(x, г) и слабая непрерыв­
ная ВЧ-волна U2(xy t):

Uy(x, t) = \J}U(x  -  D  + cf)sin[£2r + К(х -  D)],

U2(xy 0  =  U 2(x)sin(cor -  kx), (34)

где П(х - D  + c t ) -  прямоугольная огибающая им­
пульса, причем его длительность Т >  (2л/Ц); D  -  
длина трассы зондирования, со Ф nLi  (n -  целое чис­
ло). Подставляя далее в уравнение (5) U = U x(xy t) +
+ U2(x, t) и учитывая, что \ г } \ >  |ё 2 |, аналогично 
(27), получим уравнение описывающее затухание 
пробной волны в поле мощного импульса накачки:

Ui* =  Ч Р  + Ри/П(д: - D  +  cf)]U2,

где р = асо2/2с3, Рл/ = ((й2/2с3)О 0)(С1е{), а коэффици­
ент C ^ Q ej) определяется выражениями (28Н ЗЗ).

Для неоднородной среды величины с, Р и входя­
щие в выражение для C(0)(f2e1) коэффициенты у и 
m зависят от координаты х. Полагая длину им­
пульса сТ  малой по сравнению с характерными 
размерами неоднородностей среды, находим ко­
эффициент нелинейного ослабления пробной вол­
ны под действием мощного импульса накачки:

ХоС*о) = Р„/(*о)с7\ х0 = D -  ct.
Это выражение определяет пространствен­

ное распределение коэффициента m(xQ) = 1 -  
~  ехр[-%0(*о)] амплитудной модуляции пробной 
волны, для которого при Хо(*о) ^  1 получаем:

т(*о) = 1 -  ехр[-%о(*о)] “  ХоС*о)*
слишком больших е ! ,  превышающих £lh, а с 
дальнейшим увеличением амплитуды £, будет 
происходить уменьшение |с(0)|. Качественный ход 
зависимости С(0) от амплитуды , естественно, 
сохранит основные черты и при другом способе 
введения падающего участка в зависимость Ф(£).

Таким образом, параметром, характеризую­
щим неоднородность среды, является величина 
Р„/ = (д2С°ХО.е1)/2с*, а сигналом, несущим инфор­
мацию о ее  неоднородности -  коэффициент амп­
литудной модуляции пробной волны. Различные 
среды характеризуются различием как скоростей 
распространения волн, так и параметров диссипа-
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тивной акустической нелинейности, причем ти­
пичные величины изменения скорости составля­
ют единицы, реж е -  десятки процентов, в то вре­
мя как параметры нелинейности различных сред 
отличаются на порядки. Это обеспечивает высо­
кий контраст реконструируемого распределения.

6. РАСП РО СТРАН ЕН И Е ИМ ПУЛЬСА  
В СРЕДЕ С ДИССИПАТИВНОЙ  

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
Рассмотрим теперь искажение формы им­

пульсных пакетов, обусловленное зависимостью 
коэффициента поглощения среды от амплитуды 
возмущения. Граничное условие в этом случае за­
дадим в виде
U0(x = 0, 0  =  A0e x p ( - t2/T2)cos((ti0t), со0Г >  1. (35)

В линейном приближении (Ф = 0) решение урав­
нения (9) имеет вид [7]

Ut(x, т) =

°° 2 
= (47t5x)-1/2J ( /0(T1) e x p ( - ^ g p - " ^ x ' ,

(36)

где 8 =  а /2 с 3.
Подставляя выражение (35) в (36), получаем: 

U,(x, t) = А(х, x)coscox,

А{х,х:) =
(1 + Ц * )

х  ехр:

1/2exp - - х 1
J 11 + |Ix,

C0a8x

1 + \ L X .

где (X = Лпд/Т2, со = to0/( 1 + |ix).
Решение нелинейного уравнения (9) будем ис­

кать в виде
U(x, х) = Ufa, x)F(x, х), (37)

где неизвестная “медленная” функция модуляции 
F(x, х) положительна и удовлетворяет граничному 
условию F{x = 0, х) =  1. Подставляя (37) в (9) и учи­
тывая, что U,(x, х) является решением в линейном 
приближении, получаем уравнение для F(x, х):

U,(x, x )F x(x, х) =
,  (38)

=  ( у /2 с 2) ( j ( ( / /F)T|m sign ( (//F )t ) .
Учитывая медленность огибающей импульса 
(7со0 >  1), после несложных преобразований, по­
лучаем уравнение для F(x, т):

Fx =  - v F mAm- \  (39)

где v = усоmb/c2, а множитель b -  коэффициент Фу­
рье при первой гармонике в правой части уравне­
ния (38). В частности, при m > -2 :

к

-  -* -■  J
cosm+19^0 =

2 Г [ т / 2 + 1 ]
п и2Г [ т / 2  + 3 /2 ] '

-К

Рис. 2. Искажение огибающей импульса в среде нели­
нейной диссипацией: а -  при т > 1 , 6 -  при т < 1. 
Штриховые линии соответствуют среде с линейной 
диссипацией (т = 1).

При т < -2 , необходимо, как и ранее (см. выраже­
ние (7)), вводить ограничение диссипативной си-

лы в окрестности € = 0. В этом случае изменение 
коэффициента b  не имеет принципиального зна­
чения, и мы отдельно на нем останавливаться не 
будем.

Решение уравнения (39), с учетом условия 
F(x = 0, т) = 1, имеет вид:

ц ( 1 - т )J a "‘ \ x , x ) d x

1
1 - т

(40)

а огибающая импульса В{х, т) описывается выра­
жением

В {х ,х )  = A {x ,x )F {x ,x )  =

=  А (х ,х) 1 - | х ( 1 - m ) J А” '(x, x)dx

1
1 - т

В общем случае проанализировать это решение не 
удается, поэтому мы рассмотрим случай \ix <  1, 
когда можно пренебречь линейным уширением 
импульса и сдвигом его несущей частоты, то есть 
когда

А(х, т) = А0е х р ( - ( т /Г 2))ехр(-6сОо*)- (41)

Подставляя выражение (41) в уравнение (40), по­
лучаем:

F ' - m(x ,x )  = 1 + (v A 0/(O ^5)x  

х  е х р ( - (х /Г 2) ( т -  1))[1 -  ехр(-с0о5д;(/п -  1))].

Из этого выражения нетрудно получить пред­
ставление о поведении огибающ ей импульса 
В(ху т). А  именно, в среде с т >  1 будет происхо­
дить нелинейное ограничение амплитуды и отно­
сительное уширение импульса из-за более интен­
сивной диссипации в окрестности его максимума. 
При т < 1 будет наблюдаться относительное обо­
стрение импульса за счет повышенного поглоще­
ния (и обращения в нуль на конечном расстоянии) 
поля малой амплитуды на крыльях импульса. 
Схематически эти искажения показаны на рис. 2.
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7. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Для оценок амплитуд волны, при которых мо­
гут наблюдаться отмеченные эффекты  явления, 
воспользуемся экспериментальными данными по 
исследованию трения твердых тел [8], которые 
показывают, что характерная пороговая ско­
рость Vlh (перед началом падающего участка) ле­
жит в диапазоне от (10-7—10-4) см/с, чему соответ­
ствуют £,h ~ 10~,3-10~9. Относительные скорости 
структурных блоков среды размера а имеют ве­
личину порядка ( K a ) W \  где \Л[) -  амплитуда ско­
рости в волне на основной гармонике. Так, напри­
мер, при (К а ) ~  10~2 получаем оценку амплитуд £о 
волны, при которых начинается падающий учас­
ток: е0 ~ VйУс ~  (Ka)~lVth/c ~  10"п-1 0 ”7, что соот­
ветствует экспериментально реализуемым амп­
литудам акустических волн.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (гранты № 95-02-06411 и 96-05-64459).
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Elastic Waves in Media with Nonlinear Dissipation
V . Y u. Zaitsev and V. E. Nazarov

The paper presents a rheological model which treats a medium with nonlinear dissipation as a unidimensional 
chain of masses interacting through linear and nonlinear inelastic links. In the framework of this model, we de­
rived a nonlinear wave equation and studied such effects of propagation and interaction of elastic waves as self- 
action of continuous harmonic and pulse waves, generation of higher order harmonics, and the effect of a strong 
wave on the attenuation of weak waves of other frequencies.
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