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Одним из механизмов возбуждения нестационарных возмущений в вихревых течениях, а следова­
тельно и излучения звука, является эволюция неустойчивых мод, обладающих комплексными собст­
венными частотами. Цель настоящей работы состоит в том, чтобы показать, что в процессе шумо- 
образования помимо обычной неустойчивости может играть роль другой механизм возбуждения не­
стационарных возмущений в вихревом течении -  так называемая алгебраическая неустойчивость. 
При алгебраической неустойчивости происходит рост амплитуды тех колебаний, частоты которых 
являются действительными. Это означает, что возбуждение возмущений в потоке и генерация шума 
этими возмущениями могут происходить даже тогда, когда обычная неустойчивость отсутствует 
или по каким-либо причинам оказывается подавлена. Для включения этого процесса достаточно 
присутствия неоднородности завихренности (вихревые пятна) вблизи критического слоя одной из 
мод дискретного спектра. Пятна завихренности пассивно сносятся средним течением и сами по себе 
неэффективно генерируют звук. Однако они оказываются в резонансной связи с возмущениями 
другого типа, которые в свою очередь являются эффективными генераторами звука. Это -  колеба­
ния дискретного спектра, представляющие собой деформацию границы вихря.

Хорошо известно, что в сдвиговых турбулент­
ных течениях формируются отдельные относи­
тельно долго живущие вихревые структуры, игра­
ющие важную роль в развитии нестационарных 
процессов, в том числе в процессе аэродинамичес­
кой генерации звука [1]. Формирование крупных 
вихрей, их эволюция и разрушение связаны с раз­
личными механизмами неустойчивости, обеспечи­
вающими передачу энергии из среднего течения в 
колебательные степени свободы. Исследование 
механизмов неустойчивости, которые приводят к 
нарастанию возмущений и, как следствие, к излу­
чению звука, представляет собой важную, но 
очень сложную задачу, поддающуюся в общем  
виде только численному исследованию. Сущест­
венное упрощение задачи мож ет быть достигнуто 
при рассмотрении отдельной, по возможности на­
иболее простой, вихревой структуры, неустойчи­
вость которой не связана с  коллективным движе­
нием вихрей и мож ет исследоваться аналитичес­
ки. Такое исследование динамических процессов 
в отдельных вихрях мож ет дать понимание неко­
торых аспектов акустического излучения в слож­
ных турбулентных течениях в тех случаях, когда 
акустика течения определяется в первую очередь 
вкладом каждой отдельной вихревой структуры.

Одним из простейших модельных вихревых 
течений является цилиндрический вихрь с посто­
янной завихренностью в ядре (вихрь Ранкина).

Хорош о известны его собственные колебания « 
[2], впервые рассмотренные в работах Кельвина. 
Однако в идеальной несжимаемой жидкости этот 
вихрь устойчив. Неустойчивость возникает при 
учете сжимаемости за счет переноса энергии зву­
ковыми волнами на бесконечность [3 ,4 ]. В слабо- 
сжимаемых течениях акустическая неустойчи­
вость малоэффективна, так как инкремент этой 
неустойчивости пропорционален четвертой сте­
пени числа Маха. Поэтому для выяснения меха­
низмов возбуждения пульсаций обычно исследу­
ются вихревые течения с  более сложной геомет­
рией (обладающие кривизной вихревых линий 
или эллиптической формой линий тока в сечении 
вихря), в которых были обнаружены другие меха­
низмы неустойчивости [2, 5, 6].

В настоящей работе авторы хотят привлечь 
внимание к принципиально иному механизму воз­
буждения гидродинамических пульсаций, способ­
ных генерировать звук, -  механизму алгебраичес­
кой неустойчивости. Впервые возможность интен­
сификации звукового излучения за счет эволюции 
локализованных начальных возмущений в ядре 
вихревого кольца была продемонстрирована авто­
рами в [7]. Более детальное исследование этого яв­
ления было проведено на примере осесимметрич­
ных вихревых пятен в ядре вихревого кольца [8]. 
Оказалось, однако, что этот механизм проявляет­
ся и в более простом случае двумерного вихря Ран-
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кина. Поскольку в этом случае алгебраическая не­
устойчивость не проявляется для вихревых пятен, 
располагающихся внутри твердотельно вращаю­
щегося вихревого ядра, то для ее исследования не­
обходимо рассмотреть возмущения более общего 
вида, предполагая, что в начальный момент вихре­
вое ядро окружено вихревыми пятнами, располо­
женными в его окрестности.

Алгебраическая неустойчивость подробно ис­
следовалась в плоскопараллельных течениях. И з­
вестно, что плоскопараллельные течения несжи­
маемой жидкости обладают собственными коле­
баниями как дискретного, так и непрерывного 
спектра [9-11]. Колебания непрерывного спектра 
(волны Кейза [9]) представляют собой обобщ ен­
ные решения уравнения Рэлея, описывающего 
малые гармонические по времени возмущения 
плоскопараллельных течений. В наиболее про­
стом случае течения Куэтта этим решениям соот­
ветствуют 5-образные вихревые слои, располо­
женные на линиях тока стационарного течения. 
Волны непрерывного и дискретного спектра мо­
гут находиться в резонансном взаимодействии, в 
результате чего возникают возмущения, нараста­
ющие линейно со временем (алгебраическая не­
устойчивость) [12-14].

В настоящей работе исследуется алгебраичес­
кая неустойчивость в течениях с круговыми лини­
ями тока. Рассмотрены 2-мерные возмущения 
кругового вихря с постоянной завихренностью  
(вихрь Ранкина). Множество исследуемых собст­
венных колебаний включает в себя моды дис­
кретного и непрерывного спектра. Моды дис­
кретного спектра хорош о известны и сводятся 
только к деформации границы вихря [15]. Моды  
непрерывного спектра имеют более сложную  
структуру и представляют собой бесконечно тон­
кий вихревой слой на линии тока стационарного 
течения, который сопровождается соответствую­
щей деформацией границы вихря.

Рассматривается эволюция возмущений завих­
ренности в идеальной несжимаемой жидкости, ло­
кализованных в начальный момент в некоторой 
области малого размера (вихревые пятна). П о­
скольку лю бое начальное возмущение завихрен­
ности может быть разложено по модам дискретно­
го и непрерывного спектра, которые представля­
ют собой полную систему функций, то для 
исследования эволюции начальных возмущений 
необходимо полное решение спектральной зада­
чи, включающее описание возмущений непрерыв­
ного спектра. Особый интерес представляют со­
бой вихревые пятна, лежащие на критическом 
слое одной из мод дискретного спектра (т.е. на ли­
нии тока, где фазовая скорость возмущений дис­
кретного спектра совпадает со скоростью средне­
го потока). Показано, что для таких вихревых пя­
тен возмущения, лежащие вблизи критического 
слоя, будут резонансно взаимодействовать с воз­

мущениями границы вихря аналогично взаимодей­
ствию возмущений в плоскопараллельных пото­
ках [12-14]. Это резонансное взаимодействие свя­
зано с совпадением частот колебаний дискретного 
и непрерывного спектра. В результате амплитуда 
деформации границы вихря со временем будет на­
растать, в то время как само пятно будет расплы­
ваться вследствие неизохронности стационарного 
течения. Как и в плоскопараллельных потоках, 
этот эффект базируется на возможности передачи 
энергии от среднего течения к нестационарным 
возмущениям.

В о второй части работы описанные эффекты  
анализируются при учете слабой сжимаемости. 
В отличие от плоскопараллельных течений, где 
возмущения с дозвуковой фазовой скоростью не 
генерируют звуковое излучение, в случае течений 
с  круговыми линиями тока ситуация существенно 
иная: колебания такого течения могут излучать 
звук. Показано, что описанное в первой части ра­
боты резонансное взаимодействие пятен завих­
ренности с колебаниями вихревого ядра может 
приводить к появлению звукообразующих пуль­
саций, в результате чего происходит заметная 
интенсификация звукового излучения. Таким об­
разом, в простейшей вихревой системе, представ­
ляющей собой вихревое ядро, погруженное в сла­
ботурбулентную среду, интенсивный звук может 
возникнуть со временем как проявление алгебраи­
ческой неустойчивости начальных возмущений.

В цилиндрических координатах рассмотрим 
круговой вихрь радиуса а с постоянной завихрен­
ностью O .Q , направленной вдоль координаты z .  

Внутри вихря (р -  компонента скорости имеет вид
Uq = Q.0r/2, а вне вихря, где течение потенциаль- 

но, и% =  а 0/2г.

Далее будем использовать безразмерные пе­
ременные: в качестве масштаба времени выбе­

рем Q q1 , а длины -  радиус вихря а. Тогда для уг­
ловой скорости и завихренности получим

^0 ~
£/0Ф 1 1= 5 0 ( 1 —г )+  -Ц -0 (r — 1), 

2 2 г2
(1)

О - l ^ o )  ч
■ ~ d T  = 0(1 ~ г)’ (2)

где 9(х) -  функция Хэвисайда: 0(х) = 1 при х > О, 
0(х) =  0 при х  < 0. Внутри вихря происходит твердо­
тельное вращение жидкости с  периодом Т = 4л, вне 
вихря период обращения Т  = 4лг2 зависит от линии 
тока и меняется от величины 4л на границе вихря 
до бесконечности при удалении от границы.

Для описания эволюции произвольного на­
чального возмущения необходимо иметь полное 
решение спектральной задачи, включая описание
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непрерывного спектра. Для вихря Ранкина имеет­
ся бесконечный набор собственных колебаний 
дискретного спектра [15], которые сводятся толь­
ко к деформации границы вихря. Для этих колеба­
ний завихренность остается постоянной внутри де­
формированного контура г = 1 + e/m((p, f), е  <  1, т.е.

£2 = 0[1 + e/m(q>, 0 - г].
/«(<М) = Re[exp(/m<p-iG>00].

Частота этих колебаний

со0 = ( т  -  1) / 2 . (3)

Раскладывая 0-функцию в ряд и ограничиваясь 
линейным членом, легко представить возмуще­
ния завихренности в виде 8-образного слоя на 
границе г = 1

О  =  - е 8 ( г -  1 ) е т<Р~ ^ .  (4)
Отметим, что возмущения скорости для колеба­
ний дискретного спектра являются непрерывны­
ми функциями. Появление 8-функции в выраже­
нии (4) связано только с переносом возмущений 
на границу г = 1.

Наряду с модами дискретного спектра имеются 
также собственные колебания непрерывного спе­
ктра, которые представляют собой разрывные ре­
шения уравнений Эйлера (разрывной является 
ф-компонента скорости). Эти решения представ­
ляют собой 8-образные возмущения завихреннос­
ти, расположенные на линиях тока стационарного 
течения и сопровождающиеся соответствующей 
деформацией границы. Колебания непрерывного 
спектра вместе с колебаниями (4) представляют 
собой полный набор функций, по которому могут 
быть разложены лю бы е начальные возмущения 
завихренности, включая вихревые пятна внутри и 
вне вихревого ядра.

Найдем решения непрерывного спектра. Ли­
неаризованное двумерное уравнение Гельмголь­
ца, описывающее возмущения с единственной от­
личной от нуля z  компонентой завихренности £2, 
имеют вид

Э£2 w д О  rdO^
д t °Эф d r = О, (5)

где V0 и £2q определяются соотношениями (1) и (2), 
V  -  компонента возмущений скорости, связанная 
с возмущением завихренности в соответствии с 
законом Био-Савара:

г 1Эф
V гЭф’ (6)

ф (г, Ф) = - ^ |1 п ( г 2 + г,2-2 г г 'с о 8 (ф -ф ,) ) х
(7)

xO (r \q ')r 'd r 'dq> \  
где ф  -  функция тока.

О т -  1 т
2

(О

Рис. 1. Вырожденные моды непрерывного спектра #, 
изолированная мода (О) и непрерывный спектр для 
т-й гармоники.

Будем искать решения непрерывного спектра 
в виде

О  = e [ 8 ( r -  р) + а 8 ( г -  1 )]е  w<p~,av. (8)
Первый член в квадратных скобках в этом выра­
жении есть возмущение завихренности единич­
ной амплитуды на некоторой линии тока г = р. 
Второй член есть неизвестное смещение границы 
вихря с амплитудой а , соответствующее этому 
возмущению. Подставляя (8) в (5) и приравнивая 
нулю множители при 8-функциях, получим:

-  /соа +  im V0 =  0 , г  = р (9)

-*соаа  + imV0a -  v 2 =  v [ ,  г  -  1 (Ю)
где v, и v2-  поля скорости, создаваемые первым и 
вторым членами завихренности (8) в соответст­
вии с (6) и (7).

Уравнение (9) определяет собственные часто­
ты в зависимости от величины р:

coa = mV0(p). ( 1 1 )

Для всех возмущений, лежащих внутри вихря, 
собственные частоты вырождаются и имеют оди­
наковое значение соа = т /2 .  Возмущения, лежа­
щие вне вихря, имеют частоты, заполняющие ин- 
тервал coa = ni(V0min, V0max), где V0min =  0, V0max = 1/2. 
Взаимное расположение частот дискретного и 
непрерывного спектра для колебаний, имеющих 
вид т -  той гармоники, представлено на рис. 1.

Уравнение (10) определяет амплитуду откли­
ка границы вихря на возмущения, создаваемые 
8-образной завихренностью, расположенной на 
линии г = р. Вычисляя последовательно ф, v, и v2, 
получим

т+ 1
а  =

а  =

2(соа -с о 0) ’

1

2р т _ ' (со„ — со0>

Р <  1.

Р >  1,

где со0 -  частота дискретной моды (3), соа опреде­
ляется выражением (11).

Для б-возмущений, лежащих в области р <  1, 
частота равна соа = т /2 . Отсюда

т + 1П =  е [ 8 ( г - р ) - р  8 ( г -  1)]е i m < p - i m t / 2 (12)

Вычисляя для таких возмущений интеграл (7), 
легко увидеть, что эти колебания вообщ е не со­
здают возмущений во внешней области r >  1. Это
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связано с тем, что фазовая скорость возмущений 
границы вихря в точности совпадает со скоро­
стью потока, т.е. эти возмущения являются впи­
санными в основной поток. Такие колебания не 
представляют интереса с  точки зрения акустики и 
далее рассматриваться не будут.

Для 5-возмущений, лежащих в области потен­
циального потока (г > 1), частота равна соа = т /2 р 2, 
а возмущение завихренности имеет вид

а  =  e [ 5 ( r - p ) - p 2S ( r - l ) ] e ,>-"/2p'

1

т = 1,

£2 = 8 5 ( г - р )  +
(т -  1 )р ”,_:,(р 2 -  ро)

5 ( г - 1 ) х

(13)
х е ini <р - imt/2р‘

т >  2,

где р0 = т/(т  -  1). Колебания с т =  1 не создают  
возмущений в области г  >  р и, аналогично воз­
мущениям (12), далее рассматриваться не будут. 
В случае т > 2  амплитуда возмущения границы 
обращается в бесконечность при р = р0, то есть 
отклик границы имеет резонансный характер.

Рассмотрим теперь начальную задачу. Пусть в 
момент времени t = 0 граница вихря не возмуще­
на, а на линии г  = р > 1 имеется возмущение зави­
хренности вида £2 = уЪ(г -  p)eim<s>, где у  <  1. Эта за­
вихренность создает возмущения скорости, воз­
действующие на вихревое ядро и вызывающие 
деформацию его границы. Обратное влияние на 
5-слой приводит к его смещению от линии г = р. 
Учет этого смещения будет приводить, очевидно, 
к квадратичным по у  добавкам к полю скорости, 
поэтому в линейном приближении эволюция за­
вихренности мож ет быть описана выражением

i(mip-mt/2p )Q. =  [ у 5 (г -  р)<?

+ а ( г ) 5 ( г -  1)е"”ф]0(г),
(14)

где первый член описывает перенос основным 
потоком вихревого слоя, расположенного на ли­
нии г  = р, а второй член описывает деформацию  
границы вихря. Поскольку предполагается, что в 
начальный момент деформация границы вихря от­
сутствует, то а(0) = 0. Для нахождения a (t) восполь­
зуемся односторонним преобразованием Фурье:

а(со) = J a ( t ) e lfiitd t ,
о

°® + /а

а(0 = 2“ J а(<°)е

dt. (15)

-ко/ ,е dco. (16)
- °° + to

В интеграле (16) величина с  выбрана так, чтобы  
контур интегрирования проходил выше всех осо­
бенностей подинтегрального выражения.

Подставим (14) в уравнение Гельмгольца (5) и 
применим преобразование (15). Тогда после инте­

грирования по частям с учетом условия а(0) = 0 
получим

а(со) = YP
- m + 1

2/(со -  т V0)(co -co0)'

При t > 0 замкнем контур интегрирования в ни­
жней полуплоскости. Тогда контурный интеграл 
(16) сведется по формуле Коши к сумме вычетов 
в полюсах со = mV0 и со = со0. В результате получим

а ( 0  =  ^
-'<v -  е )

/Ч — I / ч
2р (соа - ю 0)

(17)

Особым является случай, когда 5-слой распо- 
ложен на линии тока р = р0, где соа(р) = со0. В этом  
случае знаменатель и числитель в (17) обращ ают­
ся в нуль, и для амплитуды деформации границы 
получим другое выражение, соответствующее 
вычету в полюсе второго порядка:

а ( 0  =
2р

iyt /тф- /а>у/ 
ет -  1

Амплитуда границы в этом  выражении нарастает 
линейно со временем. Рост амплитуды связан с 
тем, что возмущения завихренности, располо­
женные на линии г = р, имеют ту ж е фазовую ско­
рость, что и собственное колебание (4), которое 
представляет собой деформацию границы вихря. 
Таким образом, воздействие со стороны вихрево­
го слоя оказывается все время в ф азе с деформа­
цией границы, и амплитуда этой деформации бу­
дет непрерывно расти со временем. Отметим, что 
рост амплитуды колебаний получен в рамках ли­
нейного приближения и может ограничиваться 
нелинейными эффектами, приводящими к тому, 
что вихревой слой за счет воздействия на него 
возмущений границы смещается с резонансной 
линии тока г =  р0.

Неограниченное нарастание амплитуды связа­
но с идеализацией картины течения, при которой 
предполагается, что вся возмущающая завихрен­
ность сконцентрирована на линии г = р. Если воз­
мущение завихренности занимает конечную об ­
ласть, то нарастание амплитуды будет ограниче­
но временем рассогласования (расфазирования) 
завихренности в слое за счет отличия скорости 
течения на близких линиях тока.

Действительно, пусть начальное возмущение 
завихренности вида е ' т ф  с п л о т н о с т ь ю  у(г) сосре­
доточено в узком слое р, -  h < г  <  р, + /г, /г/pj <  1. 
Тогда, интегрируя решения (14) с весом у(р) по 
ширине слоя, получим

Q ( r , t )  = е'тч’[у (г)е 1тУ°('г)' + a ( f ) 8 ( r -  1)],
р, + /г CO + /G

а(г) • s J *  I ско
-т+1

Y(P)e Р

Р,-/| - о о  +  I G

2 г (ш -т У 0(р ))(со -со 0)
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Переходя к новой переменной и = mV0(p) и ис­
пользуя условие h!р, 1, получим:

а ( 0  = 1 y(Pi)
4 n i ^ nm~4

» + /а

т р I
-1Ш +е . с о - и  . ------- In---------dco,

со-со о со - и-004-Ю (18)

и = со0(1 -  2 /г /р О , и = со0(1 + 2 /z /p j).

Подынтегральная функция в (18) имеет про­
стой полюс в точке со = со0 и логарифмические 
точки ветвления при со = и±. Проведем разрезы из 
точек со =  и1 вертикально вниз. После замыкания 
контура интегрирования в нижней полуплоскос­
ти интеграл (18) сведется к вкладу от простого по­
люса со = со0 и вкладу от двух разрезов (рис. 2). 
При больших t вклад от точек ветвления исчеза­
ет, поскольку интегралы по берегам разрезов 
убывают как 1/г, и останется только вклад от по­
люса. Таким образом, предельное значение амп­
литуды колебаний границы, которое достигается 
за время полного расфазирования возмущений в 
вихревом слое, будет определяться вычетом в 
точке со = со0. Если р, не находится вблизи крити­
ческого слоя р0, то  величина вычета имеет поря­
док 0 ( h f pj). В случае, когда pi — ро = 0(h),  величи­
на вычета имеет порядок 0 (1 ), то есть происходит 
существенное нарастание амплитуды колебаний 
границы. В частности, при Pi = р0

а (« 0  =
I К  4 - т  f  * -too'

Время расфазирования Т  легко оценить из то­
го условия, что возмущения на верхней и нижней 
границах слоя, первоначально находящиеся в од­
ной ф азе, сдвигаются на половину периода друг 
относительно друга, то есть Т  = л;р0/4 (т  -  1 )h. 
Можно показать, что, как и в случае плоскопа­
раллельного течения [14], нарастание амплитуды 
колебаний происходит за счет передачи энергии 
между средним течением и колебаниями дискрет­
ного спектра.

Найдем теперь звуковое излучение рассматри­
ваемой вихревой системой, предполагая для про­
стоты, что Pi = Ро- Определим сначала потенциал 
Ф поля скорости несжимаемой жидкости (v =  УФ) 
во внешней области г  > р0 + h. Проводя неслож­
ные вычисления, получим

Ф(г, t) =
г Р о  +  Л

I
m +  1 ,  v - t o V 0 ( p ) f

р у (р )е  dp +  a ( t )
L P o - A

ie <m(p (19)

2 mrm

Потенциал внешнего течения состоит из двух 
членов, то есть Ф =  Ф! + Ф2. Первый член связан 
с завихренностью в слое. Второй член связан с на­
растающей деформацией границы основного ви­
хря. Пока амплитуда деформации границы a (t)

Рис. 2. Контур интегрирования при t ОО

мала, потенциал определяется только первым 
членом, который убывает со временем из-за рас­
фазирования возмущений в слое. В начальный 
период времени этот вклад максимален и пред­
ставляет собой гармонику с частотой со0 вида

ф , =
ih y (p 0)P o +lJ  /тф - /<о0г 

—  е
тг т

г м * -

(20)

-1
где и = (р -  ро)/h -  внутренняя переменная в вихре­
вом слое. Величина J  имеет порядок 0(1). Чем 
меньше толщина h (и, соответственно, чем меньше 
интенсивность возмущающего слоя), тем меньше 
и возмущения потенциала во внешней области.

Второй член в (19) в отличие от первого возра­
стает со временем, достигая предельного уровня

Ф2 /

,  . 4 - т

тсУ(Ро)Ро шф-iev
2  т  в4 т г

(21)

Сравнивая (20) и (21), получим Ф^Ф2 = 0(h).  
Таким образом, величина Ф при t — ► ©о имеет вид 
той ж е гармоники (20), что и в начальный период, 
имея при этом существенно большую амплитуду. 
Таким образом, резонансное нарастание деформа­
ции границы приводит к значительному измене­
нию возмущений во внешней области. Это измене­
ние будет сказываться прежде всего на интенси­
фикации аэродинамического звука, излучаемого 
вихрем при учете сжимаемости, поскольку звуко­
вое поле определяется именно дальней асимпто­
тикой несжимаемого потенциала поля скорости.

Действительно, при учете слабой сжимаемос­
ти легко перейти от гармонических по времени 
возмущений потенциала несжимаемого течения 
при г — оо к потенциалу звуковой волны. Для

/тф -  i<00/
каждой гармоники вида е звуковое поле
должно иметь вид функции Ганкеля, описываю­
щей уходящие волны,

Фа =  С Н " \ к г ) ,  к = —  =  М (т  — 1)
С
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где со0 -  частота колебаний, М  = О ф /2 с  -  харак­
терное число Маха. Рассматривая выражения (20) 
и (21) как главный член асимптотического разло­
жения для Фа при г  — ► 0, легко определить амп­
литуду звуковой волны как в начальный период, 
так и через большой промежуток времени:

т
ф  _  /т р о  +lJM m( m -  1)' ^

а
2тт\

9  i k r  — /(ОлГ +  / т « р  — /7 с /4  — i K m / 2

x , W r e  ’ ‘ « M b

(22)

. 2
i n y ( p 0)pQ-mM m( m - i r

a ~m+2 .2 mm\ (23)
2 i k r  -  i a t n t  +  im® -  i i c / 4  -  i n m / 2

где величина У определена формулой (20). Таким 
образом, за время резонансного взаимодействия 
происходит существенная интенсификация звуко­
вого излучения.

Пусть теперь в окрестности основного вихря в 
начальный момент расположены локализован­
ные вихревые пятна малого размера А. Эволюция 
такого течения может быть легко описана на ос­
нове полученного выше решения об эволюции 
вихревого слоя.

Раскладывая начальную завихренность в ряд 
Фурье, получим

а ( р ,ф ,0 )  = £Y „(P )cosrt(p , (24)
п  =  1

Y„(P) = 2^j£2(p,cp,0)cos/!(pJ(p.

Легко показать, что коэффициенты уп имеют 
порядок, не больший чем 0(Q.h). Тогда для того, 
чтобы поле скорости, создаваемое вихревыми 
пятнами, могло рассматриваться как возмуще­
ние, необходимо, чтобы

C lh <  1. (25)

Отметим, что это условие выполняется также и в 
том случае, когда завихренность в пятнах имеет

величину того ж е порядка, что и в основном вихре. 
Необходимо лишь, чтобы был мал размер пятен.

Пусть для определенности имеется два вихре­
вых пятна, расположенные при t =  0  по разные 
стороны от основного вихря на некотором рас­
стоянии г  = р, (рис. 3). Пятна имеют круговую 
форму радиуса A <  1. Представим начальную за­
вихренность в виде ряда (24), где каждая гармони­
ка представляет собой слой завихренности, рас­
положенный в полосе |р -  р,| < А. При выполнении 
условия (25) эволюция каждой гармоники проис­
ходит независимо и описывается решением (18).

Найдем теперь звуковое излучение рассматри­
ваемой вихревой системы, предполагая для про­
стоты, что р, в точности совпадает с одной из ре­
зонансных линий тока г  = р0. С точки зрения аку­
стики наибольший интерес представляет вторая 
угловая гармоника т = 2, поскольку остальные 
гармоники, имеющие более высокую мульти- 
польность, будут давать вклад, который в соот­
ветствии с (22), (23) пропорционален более высо­
ким степеням малого числа М. Поэтому будем по­
лагать, что линия тока г  = р0 -  критический слой 
колебания с т =  2. Коэффициент у2 в предполо­
жении круговой формы пятен имеет вид

Уг(Р) =
2 Ш
яро

1 - Р_Ро 
И | р - р 0|< /1 . (26)

Звуковое излучение рассматриваемой системы  
будет определяться формулами (22), (23) с вели­
чиной у (26) и т = 2. Поскольку у(р0) = 0(£2А), то  
излучение в начальный период (20) имеет вели­
чину 0(£}А2). С течением времени амплитуда ква- 
друпольного звукового излучения в соответст­
вии с (21) возрастет в А-1 раз, где А -  масштаб не­
однородности.

Рассмотренные выше пятна завихренности 
могут служить прообразом мелкомасштабных 
возмущений в окрестности ядра крупномасштаб­
ного вихря в турбулентном течении. Если предпо­
ложить, что в начальный момент вихревое ядро 
погружено в газ слабых вихревых пятен разного 
масштаба, то первоначально звуковое излучение 
будет представлять собой широкополосный сиг­
нал, связанный в линейном приближении с вра­
щением вихревых пятен на различных линиях то­
ка. Однако проявление описанного выше меха­
низма может привести к тому, что те пятна, 
которые лежат на лини тока, соответствующей 
критическому слою моды дискретного спектра с 
т = 2, будут возбуждать вторую гармонику де­
формации границы ядра, и в излучении может по­
явиться выделенная дискретная составляющая.

Если мелкомасштабная турбулентность в ок­
рестности ядра рассматривается усредненно и 
учитывается только как турбулентная вязкость, 
то рассмотренного в работе эф ф екта не возника-
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ет. В этом случае мелкомасштабная турбулент­
ность приводит к неустойчивости дискретных 
мод с т > 3 [16], то есть наиболее эффективно из­
лучающая звук мода т -  2 в таком приближении 
не нарастает. Учет пространственной неоднород­
ности мелкомасштабных вихрей может приво­
дить к эф ф екту возбуждения всех дискретных 
мод, включая и моду с т = 2  за счет механизма ал­
гебраической неустойчивости.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го Фонда фундаментальных исследований (грант 
96-01-00568) и Американского фонда граждан- 9. 
ских исследований и разработок (CRDF) (грант 
RE2-134).
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Possible Intensification of Sound Emission by a Large-scale Vortex 
in a Weak Spatially Inhomogeneous External Field

V . F. K o p ’ev and S. A . Chernyshev

One of the mechanisms whereby unsteady disturbances are excited in vortex flows and, hence, sound is gener­
ated, is the evolution of unsteady modes possessing complex natural frequencies. The aim of this study was to 
demonstrate that, in addition to an ordinary instability, noise generation may involve another mechanism, known 
as algebraic instability, whereby unsteady disturbances are excited in vortex flow.
With algebraic instability, an increase takes place in the amplitude of the vibrations whose frequencies are real. 
This signifies that disturbances can be excited in the flow and noise can be generated by such disturbances even 
when the ordinary instability is absent or suppressed for some reason. It is enough for a vortex inhomogeneity 
(vortex spots) to be present near the critical layer of one of the discrete-spectrum modes to trigger this process. 
The vortex spots are passively displaced by the mainstream and are ineffective in generating sound by them­
selves. However, they are resonantly coupled to another type of disturbances which are effective sound gener­
ators. They are discrete-spectrum vibrations which are the deformations of the vortex boundary.
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