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Решена задача об определении собственных частот и форм собственных колебаний прямоугольно­
го акустического резонатора с двумя жесткими и двумя упругими стенками, совершающими как из- 
гибные, так и продольные колебания. Исследована зависимость собственных частот от механичес­
ких свойств упругих пластин и геометрических размеров резонатора.

В работе [1] изучены свободные процессы в 
прямоугольном акустическом резонаторе, две уп­
ругие стенки которого способны только к изгиб- 
ным (антисимметричным) колебаниям. Важность 
изучения продольных (симметричных) колеба­
ний подтверждена работами [2-4], где рассматри­
валось глушение звука бесконечной упругой пло­
ской пластиной. Учет продольных колебаний сте­
нок при построении модели свободных процессов 
в замкнутом акустическом резонаторе обогащает 
верхнюю часть спектра его собственных частот и 
вносит коррективы в низкочастотную область 
спектра. В целом в литературе не уделялось зна­
чительного внимания такому учету.

Пусть плоский прямоугольный резонатор 0 < 
< x < L ,  0 < у < Н  заполнен идеальной сжимаемой 
жидкостью. Две горизонтальные стенки (у = ±Я, 
- L < x <  +L) -  идеально жесткие, тогда как две дру­
гие (х = ±L, - Н  < у  < +//) являются одинаковыми 
тонкими упругими пластинами. Акустическое дав­
ление Р(х, у) в жидкости, изгибные смещения пла­
стин W+(y) в направлении внешней нормали, сме­
щения в том же направлении V±(y) внутренних 
поверхностей пластин, обусловленные их продоль­
ными движениями, подчиняются условиям [1, 2]:
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Применимы обозначения: со -  круговая часто­
та, р0 -  плотность жидкости, с -  скорость звука в
ней, к4 = р/но2/ Д  р -  плотность материала плас­
тин, h -  их толщина, D = Exhг3/ 12 -  изгибная жест­
кость, Ех = Е/( 1 -  а 2), Е -  модуль Юнга, а  -  модуль 
Пуассона, v = p0co2/D, X2 = рсо2/Е х.

Выражение для величины F±(y) построено в [3] 
для случая плоской акустической волны. Выра­
жение это согласуется с установленной ранее в 
[2] связью F±(y) и произвольного поля давлений в 
жидкости. Применительно к рассматриваемой за­
даче связь такова:

,2
/7 / \ h (  д
F±(y) = -• — + >.2(1 -  с?) \P(±L,y),

о, = а/(1 -  а). Результаты исследования [2] в рабо­
те [3] не использованы.

Гранично-контактные условия
dW±(+H) dW±(-H)

dy

dV±(+H)
dy

dV  ±(-H )

= 0 ,

= 0 ,dy dy

W±(+H) = W±(-H )  = 0,
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(7)

(8)
выражают отсутствие поворота (6), продольно­
го [2]

u±(y) =
1 dP(±L, у) 2 dV ±(y)

a,pco' dy <5,/zA.' dy

смещения (7) и изгибного смещения (8) пластин в 
точках жесткого закрепления у = ±Н  их краев.

В уравнениях (3)-(8) и выражениях для F±(y), 
U+(y) верхние знаки соответствуют смещениям и 
нагружениям правой (W+(y), V+(y), F+(y), х  = +L)
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Рис. 1. Зависимость показателя действия приближенной формулы (15) от толщины упругих стенок, Ц Н  = 0.05,0.25, 0.5, 
1, линии 1-4 соответственно, а -  сплошные для SxAy- и пунктирные для Лх4у-колебаний; б -  сплошные для SxSy- и пунк­
тирные для AxSy-колебаний.

упругой стенки, нижние -  левой (W_(y), VL(y), F_(y), 
х = -L )  стенки.

В дальнейшем символикой Sx, Ах, Sy, Ay обо­
значается симметрия (5), антисимметрия (Л) поля 
давлений по координатам х, у. При построении 
решения применены идеи, изложенные в [1].

Формы свободных АхАу-колебаний, удовле­
творяющих условиям (1)—(7), имеют вид

Р(х ,у)  = с Х ( - 1 ) Ч у ( Р ,У ) ^ | ^ ) - -^ - Я'--. (9)

W± ( у )  =  C ^ ( - l ) V „ ¥ ( A ,} ') x
п = 0

U & n D i p l  -  ^2) -  а ( р гп -  *-2( 1 -  q?))
(10)

Ш  = с Х  (-1  ■ с ш
/: = 0 С„

Здесь С -  произвольная константа, ц„ = 1, л = 0, 1,

2.......рп = qn = я(п + 1/2), = J р 2п -  со2/ с2,
а  = v/i4/48,

= (р ! -  Ь2)(5»£($п£)(Р* -  к4) -  v) -  (12)

- а ( р 2п - \ 2(1 -<*i ) ) ( /> * -* “)•
Использованы функции: (p(z) = shz и g(z) = cthz 

для Ax-симметрии, \jf(z) = sinz для Ау-симметрии.

Наложение требования (8) позволяет постро­
ить уравнение для поиска собственных частот

ОО

2 > "х
" = 0 (13)

^AnS(^nL){pl- 'k2) - c i . { p l - 'k 1( \ - c s \ ) )  л
X у - vJ •

При обсуждении частот свободных колебаний, 
антисимметричных по координате х , резонатор 
можно считать разделенным идеально мягкой 
стенкой вдоль сечения х  = 0 на два идентичных не­
зависимых резонатора.

Корни уравнения (13) распадаются на две груп­
пы. Корни первой группы coly, s = 1, 2, 3 , . . . ,  соот­
ветствующие колебаниям с преимущественно из- 
гибными движениями пластин, будут сравнены с 
частотами £2Ь. задачи [1] -  решениями уравнения

= 0. (14)

Численные результаты построены на рис. 1-3 
для резонатора, заполненного водой, материал 
упругих стенок -  сталь.

2 2 2Поправка Дсо, = -(а )ь  -  12ь ) оценивается в 
низкочастотной части спектра 0 < соиН/с < к/2, 
где резонатор с четырьмя идеально жесткими 
стенками собственных частот не имеет.

/
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Рис. 2. Зависимость меры влияния продольных колебаний упругих стенок от расстояния между ними для низших соб­
ственных частот. Сплошные линии для АхАу- (а) и AxSy-колебаний (б); h/H  = 0.01. Пунктирные линии -  результат при­
менения формулы (17). Номер частоты j  выражен номером линии.

Разложение Дсо5 по степеням малого парамет­
ра h / H дает

Здесь

f  1 r02(l>Xs) 
: Л  ) 48г12(/, %_,)’

X) = X * 1»
(q ng ( q j ) ) '

(16)

п ~ о (45n g (4 J ) -X )>
Xs = Xs(Z), s = 1, 2, 3, ... -  положительные корни 
уравнения г„(/, %) = 0.

Рис. 3. Зависимости низших собственных частот от 
длины резонатора для АхАу- (а) и SxAy-колебаний (б); 
h/H = 0.07. Сплошные участки линий -  общие для 
уравнений (13) и (14). Пунктирные участки характер­
ны только для уравнения (13).

Соотношение (15) применимо при L > h  (рис. 1). 
В случае, если L  -  величина одного порядка с h,

2
разложение Дсо? следует вести по степеням ЫН

со2 б^Ро/г_ 
'"48 р 2Я

Для тонкостенного резонатора (рис. 2)

«4 2
д 2 2 ^.vPo hА СО, =  ( 0 , г —'  Г/Я-.0 ,s '*o

L
48 ~2Н\ Н . (17)

здесь числа s = 1, 2, 3 ,. . .  -  нули функции [5]

Ф(тЗ) = -4 f l3 X  — 1-- 4 = th i5 - tgi>.
п = оЯп~Ъ

Таким образом, сохраняет силу приближенное 
равенство

©1, = 2*  D + of(4 Y D
f]3 m + m0 \ \H J  )  l / / / - > o  f j 3 m. +  m.0

частоты свободных колебаний изолированной 
пластины массой т = 2 р h H ,  которая нагружена 
равномерно распределенной по ее поверхности 
массой т 0 = 2р ^ Я  прилегающего слоя жидкости, 
частоте рассматриваемого резонатора [1].

Корни уравнения (13) второй группы co2v, s = 0, 
1, 2, ..., соответствующие процессам с преимуще­
ственно продольными движениями пластин, бу­
дут сравнены с частотами £22i = q J H ^ E x/  р сво­
бодных продольных колебаний изолированной 
пластины. При малых Ы Н  частоты второй груп­
пы находятся в тесной близости с корнями функ-
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ции C,s = CJg>). Для приближенного поиска частот 
уравнение (13) следует переписать в виде

ц,у(р,2- * 2)

U(^)(P.v- К4)
СО

I К + X
^ nv(p„2-X 2)

\~1

„Тор 1 -  к 4 n̂ o U ( L ) ( P n  -  к4К„

(18)
= 0 .

ч П
Подстановка в (18) разложения частоты по степе­
ням малого параметра Ы Н  дает

^ uhU o ^ f 1 + а ^ н \ ’ (19)

< и ^ Л х + а 4 + а А ^  I- (20)

здесь

a \s =
Я, 2Р0 h с
4 1 p H ’

„ _ Н,- 2Ро
й2, -  4 О, р2

^ 2  2
<7.9 "  1\ л.т — (2а , - 1) + 
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+ 1 + 4
ч. V.

2
1 - <ьк_

12 я ;

X
'  2 , 2 Л
1 _ ^  Й

- к

12# ' / /
Для анализа соотношения (19) полезно рассмот­
реть зависимость

P(±L,y)  = р0со LV(у), (21)

которая выражает чисто “массовую” реакцию 
тонкого слоя жидкости, прилегающего к про­
дольно колеблющейся пластине. Собственные 
частоты £23v вспомогательной задачи, собранной 
из требований (4), (7), (21), являются корнями 
уравнения

X2( l - a L ) - p 2( l - a ( l - a 2)b ) = 0 .

Оценка

' §  =

(£23? = 0((ЫН)°)) вновь позволяет объяснять про­
цессы на собственной частоте со^ влиянием массы 
жидкости, нагружающей пластину.

Предложенная классификация собственных 
частот уместна только при малых L/Я , где вели­
чины СО] v, co2>v сближаются соответственно с часто-

(а) (б)

Рис. 4. Зависимости собственных частот второй груп­
пы от длины резонатора для АхАу- (а) и AxSy-колеба- 
ний (б); сплошные линии, h/H  = 0.07. Номер частоты s 
выражен номером линии. Действие формул (19), (20) 
показано соответственно пунктирными и штрих- 
пунктирными линиями.

тами изгибных и продольных колебаний изолиро­
ванной упругой пластины. По мере роста Ы Н  воз­
можны переходы частотных линий из первой 
группы во вторую и наоборот. Все же частоты 
“продольного” происхождения отчетливо пред­
ставлены множеством пологих участков, наблю­
даемых вдоль уровня (рис. 3). Отклонение от 
этого уровня мало даже в случае высокой плотно­
сти жидкости, заполняющей резонатор. На рис. 4 
показаны результаты расчета для резонатора, за­
полненного ртутью, материал упругих стенок -  
алюминий.

При рассмотрении SxAy-процессов в выраже­
ниях (9)—(16) следует пользоваться функциями 
Sx-симметрии cp(z) = chz и g(z) = thz.

Поправка для частот первой группы прибли­
женно отыскивается по формуле (15) -  как при 
больших L/Я , так и малых. Сгущающееся при 
Ы Н  — ► 0 множество пологих участков частот­
ных линий, относящихся ко второй группе частот, 
можно опознать по их отсутствию (рис. 3) среди 
корней уравнения (14).

При рассмотрении свободных SxSy- и AxSy-npo- 
цессов следует учитывать особенности Sy-сим- 
метрии:

Ф (й) = -4 £ 3 cthiJ + ctg'd, (22)

\[f(z) = cosz, qn = 7Ш, рл = 1, n = 1, 2, ..., p0 = 1/2 в 
(9)-(14) и  (22), p0 = 0 в (16). Низкочастотная часть 
спектра задается неравенствами 0 < со ьЯ /с  < к , 
0 < соlsL/c < л/2. Нумерация частот второй группы 
(02s начинается с s = 1.
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Таблица

Симметрия /,(0.05) /,(0.25) /,(0 .5) / i d )

АхАу — 5.067 5.483 5.947
SxAy 7.559 7.231 6.071 6.217
AxSy — 0.564 0.575 0.623
SxSy 27.398 25.098 23.285 22.727

Для SxSy-процессов

1 -  а 2
— 2 ^  + Х .^02(/, X ,)J (X .^ I2 (A  Х.Л)“ ' •

Для AxSy-колебаний
2

/v (0  = ^ ( Ц ^  + Х>о2(/,Х Л )х

: .

причем, в отличие от предыдущих видов симмет­
рии, х, = х *(0 -  корни уравнения г ,,(/, х ) -1/(2/%) = 0.

Значения коэффициентов/ ‘(0 Для низшей соб­
ственной частоты представлены в таблице.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (95-02-04346).
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The Influence of Longitudinal Vibrations of an Elastic Wall 
on Natural Frequencies of Rectangular Acoustic Resonators

Yu. A. Lavrov

The problem of determining natural frequencies and waveforms of natural vibrations of a rectangular acoustic 
resonator with two rigid and two elastic walls performing both flexural and longitudinal vibrations is solved. 
The dependence of natural frequencies on the mechanical properties of elastic plates and resonator geometry is 
studied.
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