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М атричным методом решена задача о тепловом возбуждении термоупругого возмущения в плоско­
слоистой среде с учетом взаимодействия тепловых и упругих волн при отражении от границ слоев. 
Плотность источников тепла неоднородна в направлении, перпендикулярном слоям, и гармоничес­
ки зависит от времени. На основе полученного общего решения рассчитана амплитуда акустичес­
кого сигнала в газомикрофонном варианте метода фотоакустической спектроскопии. Дано сравне­
ние результатов с предложенными ранее моделями и определены границы их применимости. Полу­
ченное решение может быть использовано для интерпретации результатов исследования слоистых 
сред фото(термо)акустическими или фототепловыми методами.

В последнее время для невозмущающей диа­
гностики слоистых сред, широко используемых в 
современной науке и технике, были предложены  
новые фото(термо)акустические и фототепло- 
вые методы, основанные на генерации в исследу­
емом образце нестационарных источников тепла 
и анализе характеристик возбуждаемого ими тер­
моупругого возмущения [1-4]. Регистрация ха­
рактеристик термоупругого возмущения -  сме­
щения, изменения давления (напряжения) или 
температуры -  осуществляется либо в самом об ­
разце (прямая регистрация), либо в прилегающей 
к нему жидкости или газе (косвенная регистра­
ция). Источники тепла образуются в результате 
преобразования в тепло электромагнитной энер­
гии, поглощаемой средой при облучении ее  моду­
лированным по амплитуде оптическим излучени­
ем, или при пропускании через нее переменного 
электрического тока.

Предложенные к настоящему времени методы 
решения обратной задачи вычисления термоди­
намических параметров и размеров отдельных 
слоев [5, 6 ] по характеристикам возбуждаемого 
термоупругого возмущения основаны на много­
кратном решении прямой задачи с целью опреде­
ления ряда параметров слоев (на практике до 4), 
исходя из минимума отклонения расчетных и из­
меренных значений характеристик термоупруго­
го возмущения. Таким образом, для решения об ­
ратной задачи и анализа чувствительности фо- 
то(термо)акустических и фототепловых методов 
необходимо уметь эффективно решать прямую 
задачу, состоящую в определении характеристик 
термоупругого возмущения, возбуждаемого в

слоистой среде, при заданной плотности источни­
ков тепла.

Эта задача решается различными методами. 
Для двух- и трехслойных структур предложены 
простые модели, обзор которых можно найти в 
работе [7]. В случае большого числа слоев исполь­
зуются численные методы [5, 6 ], при этом для по­
лучения более устойчивого решения предвари­
тельно проводят аналитические расчеты с помо­
щью программ символьных вычислений [8]. 
Наиболее эффективным является матричный ме­
тод [9], позволяющий получить для произвольного 
числа слоев аналитическое, физически “прозрач­
ное” решение, представленное в компактной фор­
ме, удобной для последующего анализа. Расчет ма­
тричным методом характеристик термоупругого 
возмущения для частного случая пространствен­
ной зависимости плотности источников тепла (со­
ответствующего случаю поглощения излучения в 
оптически однородных слоях) в предположении, 
что упругие и тепловые волны распространяют­
ся в среде независимо, был проделан в работе [10]. 
В данной работе получено боле общ ее решение 
для произвольного распределения в среде тепло­
вых источников с учетом взаимодействия упругих 
и тепловых волн при отражении от границ слоев.

Рассмотрим возбуждение термоупругого воз­
мущения в слоистой структуре, представленной на 
рис. 1. Каждый из п -  1 слоев (x0 < x < x 1?
< х < хп _ ,) и двух пол у бесконечных сред (полупро­
странств), которым припишем номера 0  (х < х0) и 
п ( х > х п_ ,), является либо однородным и изотроп­
ным упругим твердым телом, либо жидкостью  
или газом. Наличие в структуре жидких и газо­
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вых слоев является существенным фактором, 
позволяющим получить достаточно общ ее реш е­
ние, которое можно использовать для моделиро­
вания процесса тепловой генерации термоупруго­
го возбуждения как непосредственно в слоистых 
образцах (причем имеющих довольно сложную  
структуру, например, содержащих заполненные 
водой или воздухом внутренние полости), так и в 
соприкасающейся с  ними жидкости или газе. Бу­
дем предполагать, что плотность источников теп­
ла <2(г, г), расположенных в области хк_ , < х < хт9 
меняется только в направлении, перпендикуляр­
ном слоям и гармонически зависит от времени 
(2(г, 0  = Q(x)exp(icdt), что имеет место, в частности, 
при поглощении в оптическим неоднородных (по 
глубине) слоях с номерами к, к +  1, . . т модулиро­
ванного по амплитуде однородного по фронту не­
прерывного лазерного излучения. Изменение со­
стояния среды под действием источников тепла 
будем характеризовать одностолбцовой матрицей
термоупругого возмущения W (х) = (т, А, ы, о)7, где 
т = Т -  Т0 -  изменение температуры, А =  hx -  со­
ставляющая теплового потока вдоль оси х, и = их 
и а  = с хх -  компоненты вектора смещений и тен­
зора напряжений, знак Т  обозначает операцию  
транспонирования (здесь и далее временнбй мно­
житель ехрО'сог) для гармонически меняющихся 
функций будем опускать). Задача состоит в опре-

л
делении матрицы W (х) в области х < х к_ х и х > хт 
(где отсутствуют источники тепла и обычно ре­
гистрируются характеристики термоупругого 
возмущения) для заданной при хк_ , < х < хт плот­
ности £?(х).

Считая возмущение среды под действием ис­
точников тепла относительно малым, воспользу­
емся линейным приближением уравнений связан­
ной термоупругости [11]:

Э2иРт-Ди + (Xr + p r)graddivи -  р — т =  Kagradx, ( 1)
Э/

кДт -  PC vf t = T0a K d iv 2 g  -  Q, (2)

где и -  вектор смещения, V  и постоянные Ла­
ме для изотермического процесса, К = ХТ + 2цг/3 -  
изотермический модуль всесторонней упругости, 
р -  плотность, а  -  коэффициент объемного теп­
лового расширения, к -  коэффициент теплопро­
водности, C v -  удельная теплоемкость при посто­
янном объем е. Уравнения (1) и (2) справедливы 
как для однородного изотропного твердого тела, 
так и для жидкости или газа при \хт = 0 .

В общ ем случае термоупругое возмущение мо­
ж ет быть представлено в виде суммы потенци­
альной и вихревой (соленоидальной) компонент.

д0 х, х2 хк_ ,х* х , _ , х; х„,_ txm х„_3 x„_ 2  хл _ ,

Р и с . 1 . К расчету характеристик термоупругого воз­
мущения.

Так как источники тепла носят потенциальный 
характер [12], вихревая компонента мож ет воз­
никнуть только при отражении от границ слоев. 
В рассматриваемой задаче этого не происходит, 
так как источники тепла однородны в попереч­
ном направлении, и следовательно, термоупругое 
возмущение является потенциальным:

rotu = 0 . (3)

Сначала рассмотрим процесс распространения 
потенциального термоупругого возмущения в 
слоистой структуре. При Q  = 0, исключая из урав­
нений ( 1) и (2) смещение и и используя соотнош е­
ние (3), получаем:

где С/ = J ( \ s + 2р 5) / р  -  скорость продольных уп­
ругих волн, Xs и |Х5 -  постоянные Ламе для адиаба­
тического процесса, х  = к /p Сх -  коэффициент 
температуропроводности, С/ = С  Л 1 + г) -  удель­
ная теплоемкость параллелепипеда, вычисленная 
для процесса, в котором смещение боковых гра­
ней равно нулю, а на торцах поддерживается по­
стоянное давление, у  = Cp/C vi Ср -  удельная теп­
лоемкость при постоянном давлении. Отметим, 
что Cv < С{ < Ср (для жидкостей и газов Q  = Ср).

Уравнение (4) описывает совместное распро­
странение двух мод (волн) -  продольной упругой 
и тепловой. Мерой взаимных превращений упру­
гой и тепловой энергии служит коэффициент 
связности £[11]. Для конденсированных сред, как 
правило, е <  1, однако для газов е ~ 1. Тем не ме­
нее, при определенных условиях распростране­
ние упругой и тепловой моды можно рассматри­
вать независимо и при е  ~ 1. Обусловлено это  тем, 
что если характерное время изменения термо­
упругого возмущения tc (tc = со-1 для гармоничес­
кого процесса) не слишком мало, характерные
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пространственные масштабы тепловой I, и упру­
гой 1а мод удовлетворяют соотношению:

( / , / / а)2 «  1 • (5)

Учитывая, что /, ~ J%FC [13] и 1а ~ с,гс, перепишем
неравенство (5) в эквивалентном виде, явно опре­
деляющем ограничение на величину tc:

е =  (<o*rc)"‘ <  1. (6)

где со* = С/ / х  -  частота, характерная для данной 
среды. Для конденсированных сред co*/27i ~ 
-  (Ю10-Ю 12) Гц, для газов со*/2тс ~  108 Гц. Соотно­
шение (6 ) всегда соблюдается в реальных экспе­
риментах по фотоакустическому и фототеплово- 
му зондированию конденсированных и газовых 
сред. Более того, можно показать, что в ряде слу­
чаев оно является условием справедливости моде­
ли сплошной среды, в рамках которой получены 
уравнения (1) и (2). Действительно, для газа, как 
известно из кинетической теории, коэффициент 
температуропроводности -  порядка произведения 
длины свободного пробега I на среднюю тепловую 
скорость молекул. Последняя совпадает по поряд­
ку величины со скоростью звука в газе, так что % -  
~ Ici и неравенство (6) эквивалентно la >  I.

Сравнение по порядку величины правой части 
уравнения (4) с членом, соответствующим опера- 
тору X' 1 Д(Э/Эг), показывает, что ею  можно прене­
бречь при условии:

ее 1.

Оно заведомо выполняется, если справедливо со­
отношение (6 ), потому что для всех сред £ <  1. На­
помним, что для твердых тел и жидкостей, как 
правило, £ <̂  1, и условие (7) является более сла­
бым, чем (6 ). В случае газов оба условия эквива­
лентны.

Считая в уравнении (4) правую часть равной 
нулю, представим его решение в виде [14]:

где иа и и, определяются из уравнения ( 1) подста­
новкой в правую часть соответственно та и т,. Ис­
пользуя условие (6 ), окончательно получаем:

а
dlVU- " у _ 1Т“’ ( 12)

divu, =  а,х„ (13)

где а / = а(ЗА^ + 2цг)/(3 + 6цг) -  коэффициент теп­
лового расширения параллелепипеда при запре­
щенных боковых смещениях (для жидких и газо­
образных сред а / = а). Отметим, что входящий в 
уравнение (12) множитель -< х /(у - 1) = V ~ \ d V / d x ) s , 

где производная берется при постоянной энтропии 
и запрещенных боковых смещениях.

Таким образом, при условии (6 ) общ ее реш е­
ние уравнений связанной термоупругости ( 1), (2) 
без источников тепла Q = 0  представляется в виде
(8), (11), где компоненты и а, и , ,  х а и т, определяют­
ся уравнениями (9), (10), (12) и (13).

Для одномерного гармонически зависящего от  
времени термоупругого возмущения определим
связь между матрицами W (х)у вычисленными в 
различных плоскостях х = const (см. рис. 1). Вос­
пользуемся методом матричного пропагатора, 
широко используемым при анализе распростране­
ния упругих возмущений в слоистых средах [15].

Сначала определим как связаны значения
W (х) на границах однородного слоя у. Изменение 
температуры в слое у, соответствующее одномер­
ному гармоническому термоупругому возмуще­
нию, определяется из уравнений (9) и (10) соглас­
но представлению (8):

Т(х) = с Ц У Н х - х^
c U ) e i k <x - x J - i )  +

а —

(14)

Xj_x< X < X j ,

х = т„ + т„

где компонента та соответствует продольной уп­
ругой волне:

а х, -  тепловой:

Аналогично представим вектор смещения:

U =  Uu + U(, (11)

где к =  со/с , и q = (1 + 0  7со/2х -  волновые числа,
Mi) Mi) Mi) Mi)а Са+ , Са_ и С,+ , С,_ -  амплитуды акустических

и тепловых волн, распространяющихся в направ­
лении оси * (отмечены знаком “+”) и в противопо­
ложном (знак “- ”).

Соответствующее х(х) смещение и{х) опреде­
ляется из соотношений (12) и (13) с учетом пред­
ставления ( 11):

t o  M i)J * x- xj-ih
и(х ) = ~Т77.— ГЛСа+е ~ с а-е ) ”

(15)
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/V
Остальные элементы матрицы W (.х) находят­

ся из закона Фурье h = -кЭГ/Эх и уравнения дви­
жения р d2u/dt2 = d a l  Эх:

где

« , ( 7 - 1 ) *  -и  |5

а^' соНе’ = ее.  (21)

(16) Воспользовавшись постоянством матрицы
л О )

С внутри слоя, из соотношения (18) находим ис­
комую связь термоупругих возмущений на двух 
соседних границах:

* (у -1)
2 (17)

Р°> , ^ и К ч(х~х1-'\
о  е  {~ ' t -  е  ) •

W { x j )  = A { X j , X j _ i ) W ( x j _ ,) ,  

A 0) ( X j , X j _ i )  =  B ( X j , X j _ x) b  \ x j . h X j _ О  =

Входящие в соотношения (14)—(17) термоупругие 
характеристики относятся к слою /.

Перепишем равенства (14)—(17) в матричных 
обозначениях:

(1В)

, - i

(22)

(23)

W(x) = В(х, л г и) Xj - \ ) C  , ■*/-1 -  ■*; < x-} ,

pij) 
где С = ( с (Л ,

r U) MJ)
'-'a- > *-'*+ > C,-’ )r, В Ц .  ;

и с̂
>

$ - X j - l )

1 1 1 1

iK.k - iK k к? -K q

Г - ia ia a , a.
Li — i (Y — 1 )* q

apco2 apco2 a,pco2 a,pco2

( y - W 2 ( y - l ) A 2
2

q
2

q

,(19)

Р (х) = [а~\ а, Ь~\ Ь]. Для краткости мы обозначи­
ли а  = exp ikxy b =  expqx. Здесь и далее символ [а,, 
а2, а3, аА] используется для записи диагональной 
матрицы с  элементами = аД 7, где 5,-у -  символ 
Кронекера.

Приведем для справки выражение для матри­
цы, обратной L , используемое в дальнейших вы­
числениях:

1
2 ( 1 - 8 , )

X

X

Л

- 5

- 5

1
V

i8 . i ( y - \ ) k (У -  1 )k2
кк a apco2

г'8 . i (Y -  1)* (y - 1  )*2
к& a apco2

1 5 i<? ( y - D * 2
к? a , apco2

1 Si? ( y - D *2
К<? a , apco2

1 —

(20)

= L P { X j - X j_ x)L .

_  о О),
Элементы матрицы А Ц-, х7_ j) находятся из 

(23) обычным образом. Пренебрегая в соотнош е­
нии (20) поправкой б, в общем для всех элементов 
матрицы множителе (1 -  б^"1, получаем

а и = chqlj  -  5,cosfc/y,

* (sh q l j -  62sinklj),а м — Щ

a 2l = -J-Kq(shqlj + b ib is inklj) ,  a 22 =  a ]U

( y - \ ) k
a n ~ a

( s m k l j -  b3shqlj) ,

a H = —— ( c h q l j -  cosklj) ,  
apco

a 23 -  ( c h q l j -  cosfc/y),
cx

%(shqlj  + bysmklj),
apco

a 3, =  ~ ( s h q l j  + b^sinklj),

(24)

«32  —
K? 1

(coskl j  -  chqlj),

«4i = a<P”  ( c o s k l j - c h q l j ) ,
4

2
«42 = - - ^ —̂ ( s i n k l j - b 3shqlj) ,  

к kq

a 33 = co sA /j-S ^ h g /y ,

к«з 4 = — 2(sinfc/7 +  82sh<7/; ), 
pco

2
«43 = - £ p ( s i n £ / ; - 8 , 8 3sh<7/,), (244 = a 33>
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где lj = Xj - x j _ 1-  толщина слоя.

S сх/(у — 1)к и/1 .ч
6: =  — = е ( 1 - ‘)

СО
2со* , |5 2| =  Ел/ё,(25)

8= = Г (1л ё ' (26)

В соотношения (24) должны быть подставле­
ны значения термоупругих характеристик среды, 
соответствующие у-му слою.

Последовательное применение формулы (22),
с учетом непрерывности W (х) на границах слоев, 
позволяет связать значения термоупругого воз­
мущения на границах произвольной пачки из s + 1 
однородных слоев (рис. 1):

+ =  M X j + s,X j_ l)W (Xj_l ),

Mxj + s,X j_ t) =

AU + S\  ч * 0 +1>,— A (.Xj+s* * j  + s -  C*y + 1> Xj) *
0)

(27)

x A  ( x j , X j _ l ) .

Внутри лю бого слоя (полупространства) можно 
искусственно ввести дополнительную границу в 
произвольном месте. Тогда формула (27) стано­
вится справедливой для любых значений Xj + у HXj_

tV(5) = А ( ^ л ) ^ ( л ) . (28)

Матрицу А (£, Г|) называют матричным пропагато- 
ром. Она позволяет “распространить” поле с плос­
кости х  = Т| на плоскость * = £ и обладает рядом за­

мечательных свойств. Например, из (28) непосред­

ственно следует, что А (£, л ) = Л (л, 4),

А($,л) = А(5 , С)А(Сл). л ^ ^

Кроме того, согласно (23) detA =  det[a, с г \  b ,

£_1] = 1 и из определения (27) следует, что detA =1.
При определенных условиях, подробно рассмо­

тренных в работе [16], возбуждаемые тепловыми 
источниками в слое j  поля температуры и потока 
тепла определяются только тепловыми волнами. 
В этом случае в соотношениях (14) и (16) следует
считать, что = С^] = 0 и выражения для мат-

-1
риц L , L и А принимают вид:

L  =

О
О

i a

О
О

i a
( у - \ ) к  ( у - l  )*

арш ‘ арсо'

1

к Ч
_<*/

Ч

а,рсо'

1

- Щ
а ,

Ч
*

а/рсо

(У - 1 ) * :! ( Y - 1 ) * 2
2 : 

Я Я

- 5 , i(y  - \ ) к  
к к a

( Y - 1  )к2 
арсо2

С-
» 1

II
Ю

1 —

- 8 , (5, /(y - 1 ) *  
к* a

( Y - 1  )к2 
арсо2

1 —  0 
к Ч

0

1 - 1 0 0

\

щ

(29)

(30)

у

г ̂
Л =

ch ql  

-K kshq l

— (sh ql + 53 sin A:/) 
Я

2(cos k l -  ch ql)

1 shg/
Kk 
ch ql

( c o s k i -  ch ql)

(X/pCD 

К kq
(83sh q l  -  sin kl)

0

0

cos kl
pco'

0

0

:Sin kl

~ - s i n  kl со ski  
к

(31)

Упрощенное выражение (31) для элементов 
матричного пропагатора совпадает с получен­
ным в работе [10] (с точностью до множителей

~(1 -  83 ), что связано с использованием условия 
(6 ) при выводе уравнения (13)). Авторы рассмот­

рели задачу о совместном распространение в сло­
истой среде оптического излучения и возбуждае­
мого им, вследствие поглощения, термоупругого

возмущения, введя в матрицу W дополнительный 
элемент -  интенсивность излучения. Соответст-
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венно в качестве матричного пропагатора ис­
пользовалась матрица порядка 5 x 5 ,  содержащая
А , в представлении (31), в качестве подматрицы.

Задача о распространении термоупругого воз­
мущения в слоистой среде рассматривалась ранее 
в работе [17]. Авторы искали решение непосред­
ственно из системы уравнений связанной термо­
упругости. Вследствии этого в решении присутст­
вуют заведомо малые члены порядка е и ее, что 
сильно усложняет конечный результат. Более то­
го, как было показано выше, в ряде случаев это  
является не только излишним, но и некоррект­
ным, так как является попыткой получить реше­
ния с  точностью, превышающей точность исход­
ных уравнений.

Рассмотрев распространение одномерного гар­
монического возмущения в слоистой среде, перей­
дем к задаче о его возбуждении.

В силу линейности уравнений (1) и (2), возбуж­
даемое в слоистой среде (рис. 1) термоупругое 
возмущение можно представить в виде:

Используя представление (18), получаем зна­
чения матрицы термоупругого возмущения на 
границах х  =  х0 и х  = хп_ ,:

о  = Ll0)d  o t f t o ,

^ \ x n. ^ )  =  LM G ns T ^ ) ,  (35)

где Go = [0, 1 ,0 ,1 ] , G n = [ 1 ,0 ,1 ,0 ]  и

Верхние индексы (0) и (л) указывают, что входя­
щие в элементы матрицы L значения термоупру­
гих постоянных соответствуют полупространст­
вам 0 и л.

В областях х  < £ и х >  £, где отсутствуют источ­
ники тепла, справедливо соотношение (28), поз­

воляющее с учетом (35) представить (*, £) че­

рез одностолбцовую матрицу

Щ х )  =  X  W ° \ x ) ,  (32)

где W (х) -  компонента возмущения, соответст­
вующая выделению тепла в слое j: Q(x) = Qj(x) при 
Xj_{ < x < X j ,  Q(x) = 0 в остальных слоях.

В свою очередь W(j) (х) определяется соотно­
шением

х!
&°\х)  = J  w l '\x ,  (33)

XJ-1

где W&J) (x, t )  -  возмущение, возбуждаемое в среде 
источником тепла, сосредоточенным в плоскости 
х  = расположенной внутри слоя j:

Q(x)  =  6 ( x - £ ) ,  Xj_x < \ < X j .  (34)

С учетом условия излучения температурное 
поле источника, заданного равенством (34), в по­
лупространствах 0 и л (рис. 1), в соответствии с 
общим представлением (14), имеет вид:

т(х, £ ) =  Са_ { \ ) е  + С,_ , * < х0,

Х(*, $) =  С ^ ) е
-чЛ*-хм-\)

Х > Х п. и

где нижний индекс 0 или л определяет полупрост­
ранство, к которому относится данная величина. 
Остальные компоненты термоупругого возмуще­
ния определяются равенствами (15)—(17) с учетом  
соответствующих замен.

£) = A (x ,x 0)L m d 'о5ь\%), х<Ь „  (36)

W b \ x , ^ )  =  (37)

Используя соотношение (33), представим ра­
венства (36) и (37) в более общ ем виде:

А О )  А а ( 0 )  .  л (у)

W (х) = А(х, xq)L G oS  , x < x j _ l9 (38)

A ( j )  А а ( Л ) а А (У)

W (х) = А(х, xn_ j)L  GnS , X > Xj, (39) 

где одностолбцовая матрица

А.0)
аналогична Ьъ , но содержит амплитуды упру­
гих и тепловых волн, возбуждаемых в полупро­
странствах 0 и л при выделении тепла не в плос­
кости х = а во всем слое j .  Отметим, что для оп­

ределения WU) (х) в области х < Xj_i достаточно 

знать компоненты s2j) и s\J) матрицы , а в об ­

ласти X > Xj -  s\j) и s \J).

Таким образом, задача расчета возбуждаемо­
го в слоистой среде термоупругого возмущения

*0) т-гсвелась к нахождению матрицы 5 . Для этого ис­
пользуем условие на источнике, получаемое под­
становкой соотношения (34) в уравнение (2), за­
писанное для одномерного возмущения, с  после­
дующим интегрированием в бесконечно малой 
окрестности точки х  =  q: [/г(д:)]  ̂ = 1, где [Дх)]г =
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= Л £ + 0) ~Л £ -  0) -  скачок функции j{x) в точке 
В матричных обозначениях условие на источнике 
принимает вид:

W b \ ^  + 0 , ^ ) - W b )^ - 0 ^ )  = Ё, (41) 

где Ё =  (0, 1, 0, 0)г.

Подставляя в условие (41) соотношения (36) и

(37), получаем для определения S&* (^) матричное 
уравнение:

(4Z)

Используя свойства матричного пропагатора, из 
уравнения (42) с учетом равенства (40) получаем

ь<Пдва варианта представления матрицы о :

S(,) = ( £ > ( 0 ,n ) G „ - d o ) ' ' l ) ( O J ) R 0\ x j . l ) ,  (43)

5 ° ’ = (G„ -  D (n , 0)Go)~'D(n, j ) R J\ x j ), (44)

где D  (к , s) -  характеристическая матрица среды:

й ~ (*) -1 Л Л(д)
D (k ,s )  =  (L  ) A (**_ i,x ,)L  , к >  s.

Л Л(*) -1 Л Л(5)
D (* ,5 ) = (L  ) A (xh xs_ i )L  ,

Элементы матрицы

= J
х;-1

определяются соотношениями:

2кк  J е к* - Х)<2Д)<%,

XJ-\

г [ \ х )  = i 8 i
2  Kit J

У-1

ХУ-1

'У’М  -  - 2 5  J ■ " " • в Л Л
х/-'

Входящие и них термоупругие параметры отно­
сятся к слою  j .

Отметим полезные свойства матриц Ь ( к у s) и
позволяющие, в частности, установить эк­

вивалентность представлений (43) и (44):

D  Ск, s ) = D(s, к), Р  (х) =  Р ( -х ) ,
А  Л  А  ( Ш )  X

D (k ,s )  =  D(k, т )Р  (хт -  хт_ x)D{m, s),

к >  т >  s.

^ 0>(£  +  Л) = £ 0>( £ ) £ 0)(Л ), Х] _ 1< ^ , ц й х ] . 
Используя соотношение (43) для определения

элементов s\J) и s (3j) матрицы S U) и соотношение

(44) для и s4j), окончательно получаем:
4

(45)

(46)

(47)

(48)

где D \km = djidbn -  dudim -  миноры матрицы Ь .
Таким образом, термоупругое возмущение

W (х) в области х > х} определяется соотнош ени­
ями (39), (45) и (46), а в области х <  х7_ , -  соотно­
шениями (38), (47) и (48).

В качестве примера использования получен­
ного решения рассмотрим вопрос об  эффектив­
ности генерации акустического сигнала в газоми­
крофонном варианте метода фотоакустической  
спектроскопии [2]. Суть метода заключается в 
облучении образца, расположенного в заполнен­
ной воздухом замкнутой ячейке (рис. 2), модули­
рованным по амплитуде оптическим излучением 
и регистрации микрофоном возникающих в ячей­
ке пульсаций давления. Зависимость давления от  
длины волны и частоты модуляции излучения 
позволяет получить информацию об оптических 
и тепловых характеристиках образца, а также его 
структуре. Важным с точки зрения достижения

-s \ -
1

13
Л и (0 ,п ) ,7

^ [ d 33(0, n ) d u(0, j )  -

О)“ ^ 3(0 , n )d3i(09 j ) ] r ]

J j )
s 3 — — Т № 1(0|й ) 4 ( 0 , л

0 ), = 1

- d 31( 0 , n ) d u( 0 , j ) ] r (iJ\ x j _ l ),
4

= ~ ч г -----У  [d24(.n, 0 )d 4i(n, j )
D » {n ,  0 ) ~

-0>
•̂ 2

- d u (n, 0 )d2i(n, j ) ] r \ ’\ x j ) ,
4

y , l d 42(n, 0 )d 2i(n, j )  
D 2A n> 0 )/«  1

v0)J4

0),— 0)<#4в-(лэ У) ]rf (х Д
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максимальной чувствительности метода является 
вопрос о зависимости эффективности генерации 
акустического сигнала от размеров ячейки и час­
тоты модуляции излучения со.

Будем предполагать, что однородное по фрон­
ту излучение поглощается на поверхности образ­
ца, размеры которого велики по сравнению с дли­
ной термодиффузии /г = J 2 х /с о . В этом случае 
для расчета давления в ячейке можно воспользо­
ваться однослойной моделью (рис. 2), где воздуш­
ный слой 1 окружен твердыми полупространства­
ми 0 и 2, с характеристиками образца и стенки 
ячейки. Ограничимся рассмотрением основного 
механизма генерации, которым в такой конфигу­
рации является тепловое расширение воздуха [7]. 
Таким образом, смещение границ х  = х0 и х = х х 
предполагаем равным нулю, для чего достаточно 
формально считать р0с0 =  р2с2 = °°, cxq =  = 0. Вы­

деление тепла на границе л: = х0, происходящее 
вследствие безызлучательной релаксации погло­
щенного оптического излучения интенсивности 
/0, можно учесть, формально выделив в полупро­
странстве 0 бесконечно тонкий слой j ,  располо­
женный на границе х = х0 и полностью поглощаю­
щий оптическое излучение. Так как характерис­
тики слоя j  и полупространства 0 совпадают,

А

матрица D  (0 J )  является единичной, а выражения
*0) г.)

для элементов матрицы К принимают вид г, = 
= «5,о/ о/(2 коАо) и т .д .

В итоге получаем для давления р  в плоскости 
х  = х { следующее соотношение:

Yi Ppfo r \

F  =

Y _]
(g + w ) c h q ll l + (1 + gnO sh^,/, + 1L- J- ( 2 ( c h <?,/, -  1) +  (g + w )s h q i l l )
___________________________________________________________________

( c h ^ , -  l )  +  wsh<?,/,
(50)

где g =  (к^УОадо), w  =  (к^ ,)/(к 2̂ 2) -  отношение 
тепловых активностей слоя 1 и полупространств 0 
и 2, соответственно. В рассматриваемом случае 
воздушного слоя и твердых полупространств g <  1 
и w  1.

Второе слагаемое в числителе выражения (50), 
пропорциональное Yi -  1, описывает вклад взаи­
модействия акустических и тепловых волн на гра­
ницах сред, проявляющийся в том, что амплитуда 
тепловых волн, возбуждаемых в слое 1, зависит 
(через граничные условия) не только от плотнос­
ти тепловыделения на границе х = х ь  но и от амп­
литуды возбуждаемых в нем акустических волн. 
Влияние отмеченного взаимодействия на процесс 
возбуждения акустического сигнала иллюстриру­
ют построенные на рис. 3 кривые зависимости 
амплитуды давления в плоскости х = х ] от соотно­
шения между толщиной слоя и длиной термодиф­
фузии в нем. При 1хЦп >  1 эф ф ект взаимодейст­
вия пренебрежимо мал и для давления справедли­
во выражение

= Yi^Wo 
roK o9o9i/i(l + Z)

полученное ранее в модели теплового поршня [2]. 
При малой толщине слоя взаимодействие приво­
дит к уменьшению сигнала в у, раз. Если тепловая 
активность полупространства 2 больше тепловой 
активности полупространства 0 -  b = К2̂ 2/^о^о > 1, 
то давление достигает максимума в облаете 
max(g, w) <  /|//„  1, а в обратном случае при
Шп =  0.

Отметим также, что при условиях w  <  
g <  l l/ l ll выражение (49) переходит в результат 
обобщенной модели составного поршня (тепло­
вой части)[7]

YiPq/q Г shqxl x + 2(Yi -  1)У ] ,
^o^^o^i^iVch^,/, -  1 «у,/] J

Объясняется это тем, что тепловой импеданс 
слоя 1, толщина которого удовлетворяет указан-

Рис. 2. Схема газомикрофонного варианта метода 
фотоакустической спектроскопии и используемая в 
расчете однослойная модель: 1 -  корпус ячейки, 2 -  
исследуемый образец, 3 -  модулированное по ампли­
туде оптическое излучение, 4 -  микрофон.
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р у отн. ед.

h!h 1

Рис. 3. Зависимости амплитуды давления в плоскости 
х = Xi от соотношения между толщиной слоя и дли­
ной термодиффузии в нем для различных значений 
параметра b = к2<?2/Ко#о• Параметры слоев: g = 0.001,
Yi = 1.4. Сплошная линия -  с учетом взаимодействия 
акустических и тепловых волн, пунктирная -  без уче­
та. Давление нормировано на величину давления при 
ll/ltl = 0yb = \ .

ным условиям, велик по сравнению с тепловыми 
импедансами полупространств 0 и 2, так что при 
вычислении температуры на поверхности образ­
ца можно пренебречь потоком тепла в слой 1, а 
также считать температуру в плоскости х = х { рав­
ной нулю -  то есть справедливы допущения, ис­
пользуемые в обобщ енной модели составного 
поршня.

Заметим, что если тепловые активности полу­
пространств 0  и 2  равны b =  к2̂ 2/ ко‘7о = 1» то ре­
зультаты точного расчета и обобщ енной модели 
составного поршня совпадают во всем диапазоне 
значений /,//„ . Однако в общ ем случае при /,//,, 

min(g, w)

7 Т0к0д0(1+ЬУ

что отличается от модельного результата в
2/(1 +Ь).

В заключение отметим, что в ряде важных для 
практики случаев полученные одномерные соот­
ношения могут быть использованы для анализа 
процесса возбуждения термоупругого возмуще­
ния неоднородными вдоль слоев источниками 
тепла. Например, в работе [7] показано, что в рас­
смотренном выше газомикрофонном варианте 
метода фотоакустической спектроскопии даже 
для неоднородного по фронту излучения (и как 
следствие неоднородных источников тепла) в ши­
роком диапазоне частот модуляции оптического 
излучения изменение давления в камере ячейки 
определяется средней температурой поверхности 
образца, которая может быть найдена из полу­
ченных выше соотношений.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (гранты 96-05-64538) и 96-02-16160).
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Transfer Matrix Estimation of a Thermoelastic Acoustic Disturbance Induced
in a Layered Medium by Heat Sources

A. V. Fokin

The problem of thermal excitation of a thermoelastic disturbance in a plane layered medium is solved by the 
transfer matrix method with allowance for the interaction of thermal and elastic waves reflected from layer 
boundaries. The heat source density is nonuniform in the direction perpendicular to the layers and is a harmonic 
function of time. The general solution to this problem is used to calculate the amplitude of the acoustic signal 
in the gas-microphone version of the method of photoacoustic spectroscopy. Results are compared with the ex­
isting models and their applicability limits are determined. The solution can be used for interpreting the results 
of photo(thermo)acoustic or photothermal studies of layered media.
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