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Дано строгое решение задачи об излучении звука конечной решеткой, состоящей из открытых же­
стких цилиндрических оболочек. На основе использования априорных данных об особенностях по­
ведения поля в окрестности концов оболочек построен эффективный численный алгоритм для оце­
нок ближнего и дальнего полей, создаваемых решеткой. Проведен количественный анализ, на осно­
ве которого установлен ряд особенностей характеристик поля решеток, состоящих из пульсирующих 
или осциллирующих оболочек.

Исследованию звукового поля, создаваемого 
одиночной открытой цилиндрической оболоч­
кой, совершающей радиальные колебания, по­
священо сравнительно много работ (см., напри­
мер, [1-5] и библиографию в них). Что касается 
решеток из открытых цилиндрических оболочек, 
то изучению создаваемых ими полей уделялось 
сравнительно мало внимания. После пионерской 
работы [6], где экспериментально установлена 
сравнительно высокая эффективность подобного 
рода решеток, можно отметить работы [2, 4], где 
приведены расчетные данные об импедансе излу­
чения открытых оболочек в двухэлементной ре­
шетке. Решетки, содержащие более двух идентич­
ных оболочек, рассмотрены, например, в [7, 8].

Ниже предлагается эффективный метод ре­
шения задачи излучения звука конечной решет­
кой из жестких открытых цилиндрических обо­
лочек, который позволяет оценить ближнее и 
дальнее поле решетки без ограничений на вели­
чину шага решетки и форму радиальных колеба­
ний оболочек. Приведен также подробный ана­
лиз количественных данных, полученных с помо­
щью этого метода.

Настоящая работа основывается на результа­
тах работы [3] и фактически является ее обобще­
нием для конечной решетки, состоящей из от­
крытых жестких цилиндрических оболочек. По­
этому мы не будем подробно останавливаться на 
методе решения задачи излучения и по мере не­
обходимости некоторые формулы будут заимст­
вованы из [3].

Рассмотрим конечную решетку из N  откры­
тых жестких цилиндрических оболочек одинако­
вого радиуса а (рис. 1), погруженную в идеальную 
сжимаемую жидкость с волновым сопротивлени­
ем р0с0. Толщиной стенок оболочек пренебрега­

ем и считаем, что оболочки совершают гармони­
ческие радиальные колебания, при которых точ­
ки их внутренней и внешней стенок, лежащие на 
одном радиусе, колеблются синфазно с одинако­
выми радиальными скоростями.

Акустический потенциал Ф(г, ф, z) (здесь и да­
лее множитель ехр(-/со/) опускается) звукового по-

Рис. 1. Геометрия задачи и системы координат, 
(г, ф, z) -  цилиндрические и (/?, 0, ф) -  сферические ко­
ординаты. Центр систем координат совпадает с геоме­
трическим центром решетки (а{ = -bN). М0 /(фо /, zo, /) -  
точка на поверхности /-й оболочки.
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ля, создаваемого решеткой, должен удовлетворять 
уравнению Гельмгольца и граничным условиям:

v o fi((Po, ь z0, /)>

О< ф0)/ < 2п, al < z0tl< bh / = 1 ,2 , . . . , / / ,
а также условию излучения на бесконечности и 
условию конечности акустической энергии в ок­
рестности концов оболочек. При записи гранич­
ных условий (1) приняты следующие обозначе­
ния: / -  номер оболочки в решетке (см. рис. 1); S u  
и S2i i -  соответственно поверхности внутренней и 
внешней стенок l-й оболочки;//((р, z) -  безразмер­
ная известная функция, характеризующая рас­
пределение радиальной составляющей колеба­
тельной скорости по поверхности l-й оболочки; 
v0 -  некий размерный множитель.

Решение поставленной краевой задачи строим 
по методу частичных областей [9], разделяя акус­
тическое пространство на две подобласти: I -  г < а, 
О < Ф < 271, |г| < оо и П  — г > а, 0 < ( р <  2тс, \z\ < 
Пусть распределение радиальной составляющей 
скорости по поверхностям оболочек симметрично 
относительно нулевого меридиана решетки. Тог­
да, учитывая осевую симметрию задачи, потенци­
алы колебательной скорости в подобластях I и II 
соответственно представим в виде рядов Фурье 
по косинусам:

Ф /г,<р,г) = ^  ф]т\ г ,  z)cosm(p, j  = 1,2, (2)
т = О

с коэффициентами

® T \ r ,  Z)  =

ОО

= 1
Am(a )J m{qr), j  = 1

( 1 )M a ) H - X q r ) ,  j  = 2)
zxp(iaz)da .

(3)

Здесь q = J k 2 - o '  для к > |a |  и q = i j a  - к 2 для

к < | а |;  к = со/с0 -  волновое число; Jm и -  соот­
ветственно функции Бесселя и Ханкеля первого 
рода порядка m; Ат(а) и Вт{а) -  неизвестные 
плотности соответствующих интегралов Фурье.

Для определения неизвестных плотностей 
Ат{а )  и Вт(а )  необходимо использовать условия 
непрерывности звукового поля на границе час­
тичных подобластей (г = а; 0 < ф < 2тг; z < a b bt < 
< z < а1+ , (/ = 1, 2, ..., N -  1), z > bN) по давлению 
(Ф!<а, ф, z) = Ф2(а, Ф, z)) и нормальной составляю­
щей колебательной скорости (ЭФ,/Эг = ЭФ2/Эг), а 
также граничные условия (1). Условие непрерыв­
ности по скорости с учетом равенства радиаль­
ных составляющих колебательных скоростей на 
внутренней и внешней стенках оболочек в силу

свойств рядов и интегралов Фурье дает связь 
между искомыми плотностями:

Вт(а )  = Am{ a ) fm{q a )IH ^ \q a ).  (4)

Здесь и далее штрих у функции означает диффе­
ренцирование по полному аргументу.

Учитывая соотношения (2)-(4), а также врон­
скиан для функций Jm(qa) и Н ^  (qa) [10], условие
непрерывности по давлению на границе частич­
ных подобластей приводим к  виду:

оо

- Ц I  Am( a ) ^ ^ - d a  =
q a H ^(q a )

0, z< a ,, b ,< z< a l+l (l = 1,2, ..., N -  1), 

z > b N,

АФ/<и,(г), a ,< z< b , (l = 1,2, . . . ,N ).

(5)

Здесь на отрезках at < z^ b i{ l=  1 ,2 ,..., N) опреде­
лены новые неизвестные функции Аф\т) (z) =

= Ф2т) (а, z) -  ф\т) (а , z), которые по сути являются
коэффициентами разложения скачка потенциала 
скорости на внешней и внутренней стенках l-й обо­
лочки в ряд Фурье по косинусам относительно ко­
ординаты ф. Очевидно, что таким образом введен­
ные функции, вследствие непрерывности давле­
ния на концах оболочек, должны удовлетворять 
условиям:

АФ/(т>(а /) = АФ;(т)(^ )  = 0, I = 1,2, (6)
Применяя теперь к обеим частям равенства (5) 
обратное преобразование Фурье, получим связь
между плотностью Ат(а) и функциями ДФ,(т) (z):

г Л \ у ,  ч N

Am(a )  = Ща ” qa ^ | л Ф , (т)(г )е х р (-га г )^ .

Последнее выражение с помощью формулы ин­
тегрирования по частям и условий (6) можно пе­
реписать в виде:

A M
' = Ч

(7)

х ехр(—mz)efe, 
с условиями, что

Ь,
^АФ (,т) (z)dz = 0, l = l , 2 , . . . , N ,  (8)
а1

которые непосредственно следуют из (6).
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Пользуясь теперь представлениями (2), (3) и 
(7), а также учитывая асимптотику:

& Г Л ч а )Н < " \Ча) =  i s e a a + * ( £ )

для |а | >  т
и значение следующего нерегулярного интеграла 
в пространстве обобщенных функций [11]:

[ sign(a)exp{ia(z0-z)}Gfa = — — ,
J Zq — Z

граничные условия (1) на внутренних стенках 
оболочек для т-й окружной моды можно запи­
сать в виде:

h‘ л *¥*("*)'/ ч h‘
■— — dz + [АФ;(т)'( г ) < тг,(г0,/, z)dz +Z71J Zqj — Z J

a, al

N

*  x
s =  1,  s Ф l

<»)'1 гДФГ (г)
2tcJ Zqj — Z

dz +

+ jA O (: )\z )K % (z 0J,z)dz -  V0/ /  >(Zo./),

(9)

ai< Zoj< bh l = 1 ,2 , ,

где
oo

■4J
2

f i m)(Zo,i)

x sina(z0, / - z ) ^ a ;
2*

— J  //(Фо, ь Zo, ,)cosm(p0 /̂ Фо, /,
71E

=
2, m = 0,
1, m>0;

символ ^  означает, что интеграл понимается в
смысле главного значения по Коши [12].

Чтобы удовлетворить условию конечности 
энергии вблизи концов оболочки, решение систе­
мы интегральных уравнений (9) следует искать в 
классе функций [9]:

ДФ/(т) (z) = y 0a'Y(,m)(z)/J (b l - z ) ( z  -  а,),
I = 1 , 2 , N,

(Ю)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 44 № 5 1998

где безразмерные функции Y/<m>(z) удовлетворя­
ют условию Гельдера [12] на соответствующих 
отрезках at <z< bt. Согласно общей теории сингу­
лярных интегральных уравнений [12, 13] для 
единственного выделения решения системы (9) в 
классе функций (10) необходимо иметь еще одно 
дополнительное условие на каждую функцию
ДФ,(т) (z). В нашем случае в качестве таких допол­
нительных условий можно принять условия (8). 
Таким образом, окончательно для каждой окруж­
ной моды т необходимо решить систему сингу­
лярных интегральных уравнений (9) относитель­
но неизвестных функций Д Ф,(т) (z) с дополнитель­
ными условиями (8).

Опишем теперь численный метод для нахож­
дения решения системы уравнения (9). Особенно­
стью предлагаемого подхода является то, что ис­
комые функции представляются в виде (10), что 
позволяет не только выделить единственное фи­
зически правильное решение системы уравнений 
(9), но и построить эффективный численный ал­
горитм ее решения.

Дискретизация интегральных уравнений (8) и 
(9) осуществляется путем замены интегралов в 
этих уравнениях квадратурными формулами ин­
терполяционного типа для функций с порядком 
особенности 1/2 на концах интервала интегриро­
вания. Сингулярные интегралы по отрезку [аь bt] 
заменим квадратурной формулой [14] с весовы­
ми коэффициентами n/Nh внутренними z}j  = 
= д(тл /) и внешними ZqPi / = &(т0л /) узлами, где т,-, = 
= cos{n(2j-  1 )/2N{) (/'= 1,2, ...,fy)HTo^/ = cos{rcp/yV/( 
(p = 1 ,2 ,..., N{ -  1) -  соответственно корни полино­
мов Чебышева первого и второго рода степени N{, 
gt(r) = (#/2)т + (a, + £/)/2 -  отображение отрезка 
[-1,1] на отрезок [аь bt]. Регулярные интегралы по 
отрезку [ah bt] заменим /^-точечной квадратурной 
формулой типа Гаусса [10] с весовыми коэффици­
ентами n/N( и узлами zh /, которые определены вы­
ше. В результате получим следующую систему ли­
нейных алгебраических уравнений:

; = *
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07(ф, z) = cos(p, l = 1, 2, АО оболочек. Установ­
лено, что если при дискретизации уравнений (8) и
(9) порядок соответствующих квадратурных фор­
мул удовлетворяет условию 3 < Nt < 15, то для зна­
чений 0 < Щ2а < 5,0.001 < d/la  < 2 и 0 < £ д < 1 0  (не­
зависимо от количества оболочек в решетке) ло­
кальная относительная погрешность в удовлетво­
рении граничных условий не превышает 3% по 
всей длине каждой оболочки в решетке, включая 
ее концы. При этом значения мощности излуче­
ния, вычисленные в ближнем и дальнем поле, от­
личались лишь в пятом знаке.

Характеристики дальнего поля определяются 
таким же образом, как и в работах [1,3]. Исполь­
зуя интеграл Гельмгольца, нетрудно показать, 
что потенциал скорости в дальнем поле опреде­
ляется следующим простым аналитическим вы­
ражением:

Ф№  в, Ф) -  £  в ‘“>(в)сс«т ,>,
т = 0

k R >  1,

Рис. 2. Частотные зависимости реактивной (а) и актив­
ной (б) частей удельного импеданса излучения пульси­
рующих оболочек в составе двухэлементной решет­
ки при Н!2а = 0.5 и разных значениях параметра d/2a. 
Штриховые кривые -  d!2a = 0.005; пунктирные кри­
вые -  df2a = 0.25; штрихпункгирные кривые -  d!2a = 
= 1.0. Сплошные кривые и жирные точки -  составляю­
щие удельного импеданса излучения одиночной пуль­
сирующей оболочки соответственно при НЦа = 1.0 и 
НПа = 0.5.

Здесь введены следующие обозначения: zj}; = ,/а;
/ т  (т )  . _ . Г,ш  г-г(т )  ✓  -

z 0p , i  -  Zop, У j , i  -  У i U j . i ) ,  K pljS -  a K Teg ( z 0

f r . i = f i m)d o P.i)-
P' 1

Таким образом, в рамкам принятых допуще­
ний получено строгое решение задачи об излуче­
нии звука конечной решеткой, состоящей из от­
крытых жестких цилиндрических оболочек. Ре­
шение аналитически удовлетворяет уравнению 
Гельмгольца, условиям излучения на бесконечно­
сти и конечности энергии вблизи концов оболоч­
ки, а также условиям сопряжения звукового поля 
на границе частичных подобластей. Решение так­
же удовлетворяет и граничным условиям на по­
верхностях оболочек, однако реализация этого 
удовлетворения обеспечивается численно с необ­
ходимой степенью точности.

Анализ погрешности выполнения граничных 
условий был проведен для эквидистантных (d, = d , 
/ = 1,2, — ,7V — 1) решеток, состоящих из оболочек 
одинаковой длины (Я/ = Я, I = 1, 2, ..., АО. При 
этом рассматривались решетки из пульсирую­
щих (/К<р, z) = 1, 1 = 1,2, ..., Я) и осциллирующих

где функция D{m\Q) равная

Z)(m)(6) = cosQJ'm(kacosQ) х•ч т

N
Т Г Н1 х £ - ехр
1= 1

, 7 c ^ ' Si„e X ( 12)

х
N,-1

1  <-■>
/1 = 1

есть диаграмма направленности решетки в верти­
кальной плоскости для /72-й окружной моды.

В формуле (12) величины C{”j  (п = 1,..., Я/ -  1) 
являются коэффициентами интерполяционного 
многочлена для функции y{m)(z) по полиномам
Чебышева первого рода на интервале [ah bj\. Эти 
коэффициенты можно легко вычислить после 
решения системы линейных уравнений (11), ис­
пользуя искомые величины у™, [3]. Отметим, что

через коэффициенты С^т/  также удобно пред­
ставлять и другие характеристики рассматривае­
мой решетки [3].

Теперь перейдем к анализу количественных 
данных, полученных на основе изложенной выше 
расчетной схемы. При этом рассмотрим два инте­
ресных с точки зрения практики случая, когда 
оболочки совершают пульсирующие или осцил­
лирующие колебания. Прежде всего уделим вни-
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мание простейшей решетке из двух идентичных 
оболочек, колеблющихся с одинаковыми скоро­
стями. На рис. 2 и рис. 3 представлены частотные 
зависимости удельных импедансов излучения од­
ной из оболочек (другая оболочка в силу симмет­
рии имеет такой же импеданс излучения) при 
пульсирующих и осциллирующих колебаниях со­
ответственно. Однако прежде чем приступить к 
анализу этих зависимостей, уместно напомнить 
общие закономерности, присущие импедансу из­
лучения открытой одиночной оболочки. Как из­
вестно [15], частотные зависимости мнимой части 
ее импеданса излучения отражают резонансные 
свойства внутреннего объема жидкости (с учетом 
его связи через открытые торцы с внешней час­
тью жидкости) и характеризуется чередующейся 
последовательностью резонансов и антнрезонан- 
сов, причем первый резонанс (в соответствии с 
теоремой Форстера [15] формально находится в 
точке ка = 0). Последующий за ним первый анти­
резонанс обусловлен продольными (вдоль оси z) 
колебаниями объема жидкости, расположенного 
внутри оболочки, и представляет значительный 
интерес для практики. Частотная зависимость 
действительной части импеданса излучения оди­
ночной оболочки отражает эффективность излу­
чения ею звуковой энергии и имеет максимумы 
вблизи частот антирезонансов. Значение частот 
резонансов и антирезонансов существенным об­
разом зависит от отношения длины оболочки Н к 
ее диаметру 2а. При НЦа < 0.66 и НЦа < 0.42 (со­
ответственно для пульсирующей и осциллирую­
щей оболочек) первый антирезонанс не реализу­
ется. При больших отношениях НЦа наблюдает­
ся ярко выраженная закономерность: с ростом 
Н!2а снижается частота первого антирезонанса, 
причем при Н/2а — *- 0 у пульсирующей оболочки 
она неограничено стремится к нулю, а у осцилли­
рующей оболочки к значению ка = 1.84.

Имея в виду эти факты, вернемся к рис. 2 и 3. 
Как видно, частотные зависимости импеданса из­
лучения оболочки в решетке в целом качествен­
но сходны с частотными зависимостями импедан­
са излучения одиночной оболочки. Однако коли­
чественные отличия существенны. Анализируя 
ход кривых на этих рисунках, нетрудно прийти к 
следующим выводам. Удельный импеданс излу­
чения оболочек в решетке существенно зависит 
от расстояния d/2a между ними. При d/2a — ► 0 
импеданс излучения оболочек в решетке стре­
мится к импедансу излучения одиночной оболоч­
ки удвоенной длины, а при большом отношении 
d/2a (практически уже при d/2a > 1) -  к импедансу 
излучения одиночной оболочки той же длины. 
Расчеты показывают, что последнее условие 
справедливо для любых значений Н/2а и любого 
количества оболочек в решетке.

Сравнивая частотные зависимости импедансов 
излучения пульсирующих и осциллирующих обо­
лочек, можно убедиться, что качественно они

Рис. 3. Частотные зависимости реактивной (а) и ак­
тивной (б) мастей удельного импеданса излучения ос­
циллирующих оболочек в составе двухэлементной 
решетки при Н/2а = 0.45 и разных значениях параме­
тра d/2a. Штриховые кривые -  d/2a = 0.005; пунктир- ♦ 
ные кривые -  d/2а = 0.5; штрихпунктирные кривые -  
d/2a = 1.0. Сплошные кривые и жирные точки -  со­
ставляющие удельного импеданса излучения одиноч­
ной осциллирующей оболочки соответственно при 
HJ2a = 0.9 и И/2а = 0.45.

сходны. Однако в количественном плане они име­
ют достаточно значительные отличия, главным 
из которых является то, что частоты резонансов и 
антирезонансов осциллирующих оболочек суще­
ственно (на 0.5-1.0 октавы) сдвинуты в область 
больших значений ка по сравнению с соответству­
ющими частотами резонансов и антирезонансов 
пульсирующих оболочек. Последнее утвержде­
ние, как показывают расчеты, справедливо для 
любого количества оболочек в решетке.

Чтобы полнее и нагляднее охарактеризовать 
количественные связи между резонансными 
свойствами рассматриваемой системы и парамет­
рами Н/2а и d/2a на рис. 4 представлены низкоча­
стотные ветви спектральных кривых, описываю­
щих динамику первого антирезонанса и второго 
резонанса, как наиболее интересных с точки зре­
ния практики. Как видно, в зависимости от вели­
чины Н/2а спектральные кривые образуют три 
семейства. К первому семейству принадлежат 
спектральные кривые, когда выполняются усло­
вия: 0.4 < Н/2а < 0.66 (для пульсирующих оболо­
чек и 0.25 < Н!2а < 0.42 (для осциллирующих обо­
лочек (см. кривые 1 и У на рис. 4а и 46 соответст­
венно). В этом случае по мере роста величины
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Рис. 4. Низкочастотные ветви спектральных кривых 
для пульсирующих (а) и осциллирующих (б) оболочек 
в составе двухэлементной решетки. Сплошные кри­
вые -  ветви антирезонансов; штриховые кривые -  
ветви резонансов.
а -  V -НПа = 0.66; 2, 2* -  НЦа = 0.7; 5, 3' -  И/2а =
= 0.744; 4, 4' -  Н/2а = 0.8. б Н/2а = 0.4; 2, 2* -
Н/2а = 0.45; 3,3' -  Н/2а = 0.461; 4,4’ -  Н!2а = 0.47.

d!2a частота антирезонанса растет, а частота ре­
зонанса падает, и при определенном значении ве­
личины d/la  ветви антирезонанса и резонанса 
смыкаются, образуя петлю. Следует отметить, 
что размер петли уменьшается с уменьшением 
величины Щ2а и при Н/2а = 0.4 (для пульсирую­
щей оболочки) и при Щ2а = 0.25 (для осциллиру­
ющей оболочки) петля вырождается в точку, рас­
положенную на оси ординат. При дальнейшем 
увеличении d!2a решетка в рассматриваемой об­
ласти частот и для указанных выше значений 
Н/2а не обладает резонансными свойствами.

При 0.66 < Н/2а < 0.745 (для пульсирующих 
оболочек) и 0.42 < Н/2а < 0.46 (для осциллирую­
щих оболочек) спектральные кривые образуют 
второе семейство (см. кривые 2 и 2\ а также кри­
вые 3 и 3' на рис. 4). Как видно, при относительно 
небольших значениях d/2ay кривые второго се­
мейства образуют такого же рода петлю, как и 
кривые первого семейства. Дальше следует зона, 
в которой резонансные явления отсутствуют. Не­
трудно заметить, что ширина этой зоны зависит

от величины Н/2а -  чем она больше, тем уже зона 
(сравни кривые 2 и 2’ с кривыми 3 и 3х). После 
этой зоны ветви антирезонанса и резонанса обра­
зуют новую петлю, а при дальнейшем увеличении 
d!2a частоты антирезонанса и резонанса, слабо ос­
циллируя, асимптотически стремятся к соответст­
вующим частотам антирезонанса и резонанса оди­
ночной оболочки с таким же отношением Н/2а. 
Спектральные кривые для оболочек с отношени­
ем Н/2а > 0.745 (для пульсирующих оболочек) и 
НГ2а > 0.46 (для осциллирующих оболочек) при­
надлежат к третьему семейству (см. кривые 4 и 4х). 
Для этих спектральных кривых характерно то, что 
они всегда имеют отдельные непрерывные ветви 
антирезонанса и резонанса, которые ни при каких 
d/2a не смыкаются и не образуют петель.

Заканчивая анализ данных, приведенных на 
рис. 4, можно сделать принципиальный вывод: 
эффект акустического взаимодействия откры­
тых оболочек в линейной решетке существенен 
только в зоне d/2a < 1.25 при их пульсирующих 
колебаниях и в зоне d/2a <1.0 при их осциллиру­
ющих колебаниях. При больших значениях d!2a 
оболочки в решетке практически не взаимодей­
ствуют и ведут себя как одиночные оболочки. 
Как показывают дополнительные расчеты, эти 
оценки остаются справедливыми и для большего 
количества оболочек в решетке.

Что касается диапазона Н/2а < 0.4 (для пульси­
рующих оболочек) и Н/2а < 0.25 (для осциллиру­
ющих оболочек), то здесь полностью отсутству­
ют какие-либо резонансные явления в рассматри­
ваемом диапазоне частот.

Теперь рассмотрим эквидистантную решетку, 
состоящую из трех идентичных оболочек. Осо­
бенностью таких решеток, которые являются 
ключевыми в понимании основных закономерно­
стей излучения звука многоэлементными решет­
ками, состоит в том, что центральная и крайние 
оболочки нагружены акустической средой по 
разному (в силу симметрии задачи относительно 
плоскости z = 0 крайние оболочки находятся в 
одинаковых условиях, поэтому приведенные ни­
же данные относятся к центральной и одной 
крайней оболочкам). На рис. 5 представлены час­
тотные зависимости импеданса излучения для 
пульсирующих и осциллирующих оболочек в со­
ставе трехэлементных решеток. Анализ этих зави­
симостей позволяет выявить ряд наиболее харак­
терных и общих свойств, присущих 3-элементной 
решетке и, как показывают расчеты и нижеприве­
денные данные, справедливых и для решеток с 
ббльшим количеством элементов. Во-первых, час­
тотные зависимости импедансов излучения цент­
ральной и крайней оболочек отличаются друг от 
друга тем сильнее, чем меньше значение d/2a. Во- 
вторых, на некоторых частотах центральная обо­
лочка может переходить из режима излучения
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Рис. 5. Частотные зависимости реактивной и активной частей удельного импеданса излучения пульсирующих (а, б) и 
осциллирующих (в, г) оболочек в составе трехэлементной решетки при Н/2а = 1.0 и разных значениях параметра dfla. 
Сплошные кривые -  частотные зависимости для крайней оболочки; штриховые кривые -  частотные зависимости для 
центральной оболочки; жирные точки -  соответствующие части удельного импеданса излучения одиночной пульси­
рующей (а, б) и осциллирующей (в, г) оболочек при Я/2а =1.0.

звука в режим поглощения энергии из поля (об 
этом свидетельствуют отрицательные значения
величины R\m) на рис. 56 и рис. 5г. В-третьих, при
d/2a > 1.0 импедансы излучения центральной и 
крайней оболочек становятся практически оди­
наковыми и равными импедансу излучения оди­
ночной оболочки равной высоты.

Теперь перейдем к более детальному анализу 
данных на рис. 5. Учитывая, что взаимодействие 
оболочек особенно велико при малых значениях 
d/2a, обратимся к данным при dlla  = 0.05. Как вид­
но, здесь наблюдаются два антирезонанса, кото­
рым соответствуют два пика на частотной зави­
симости действительной части импеданса излуче­
ния. В области первого антирезонанса (ка = 0.79

для пульсирующих оболочек и ка = 2.13 для ос­
циллирующих оболочек) значения импедансов 
излучения для крайних и средней оболочек отно­
сительно близки. А это значит, что силы реакции 
среды, действующие на оболочки, также близки 
и, что важно, имеют одинаковый знак. Вследст­
вие этого все оболочки в решетке и решетка в це­
лом достаточно эффективно излучают звуковую 
энергию. Иначе обстоит дело на частоте второго 
антирезонанса (ка = 1.35 для пульсирующих обо­
лочек и ка ~ 2.3 для осциллирующих оболочек). 
Здесь наблюдается ярко выраженный эффект 
поглощения звуковой энергии из среды централь­
ной оболочкой, в то время как крайние оболочки 
излучают звук в среду. Силы реакции среды на
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Рис. 6. Частотные зависимости реактивной и активной частей удельного импеданса излучения пульсирующих оболо­
чек в составе пяти- (а, б) и четырехэлементной (д, е) решетках и осциллирующих оболочек в составе пятиэлементной 
решетки (в, г) при Н/2а = 1.0 и dfla = 0.05. Сплошные кривые -  частотные зависимости для крайней оболочки; штри­
ховые кривые -  частотные зависимости для центральной оболочки; штрихпунктирные кривые -  частотные зависимо­
сти для промежуточной оболочки.

поверхностях крайних и средней оболочек теперь 
имеют разные знаки, вследствие чего появляется 
эффект короткого акустического замыкания 
между этими оболочками, и, соответственно, не­
сколько снижается полная мощность излучения 
решеткой.

Рассмотрим теперь пятиэлементную решетку 
также при малых значениях d/2a. Как видно из 
рис. 6а-6г, частотные зависимости импеданса из­
лучения оболочек в этой решетке имеют гораздо 
более сложный характер. Здесь, в отличие от тре­
хэлементной решетки, наблюдается уже не два, а 
три антирезонанса в зоне 0.3 < ка < 2.5 (ка ~ 0.65; 
1.03; 1.41 для пульсирующих оболочек и ка~  2.03; 
2.14; 2.34 для осциллирующих оболочек).

В зоне первого антирезонанса все оболочки из­
лучают звуковую энергию, а на последующих ан­
тирезонансах некоторая часть оболочек начинает 
поглощать энергию из среды. При этом в зоне вто­
рого антирезонанса энергию поглощает централь­
ная оболочка, а в зоне третьего антирезонанса -  
две промежуточные оболочки. Соответственно, в 
области этих частот происходит некоторое сниже­
ние общей мощности излучаемой решеткой.

Обобщая приведенные данные для трех- и пя­
тиэлементной решеток, а также результаты до­
полнительных расчетов для семи- и девятиэле­
ментной решеток, можно сделать вывод, что ко­
личество антирезонансов (в рассматриваемом 
диапазоне значений ка) определяется величиной 
(N + I )/2 (где N  -  количество оболочек в решет-
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ке). При этом на первом антирезонансе все обо­
лочки достаточно эффективно излучают звуко­
вую энергию, а на последующих антирезонансах 
всегда находится такая оболочка (или несколько 
оболочек), которая поглощает энергию из среды, 
тем самым снижая эффективность решетки в це­
лом. Естественно, что при увеличении d/la  (прак­
тически при d/la  > 0.7-1.0) эти эффекты исчеза­
ют, и все оболочки в решетке излучают энергию 
в среду.

Выше (за исключением двухэлементной ре­
шетки) мы рассмотрели решетки, содержащие 
нечетное число оболочек, где все оболочки (за 
исключением центральной) попарно симметрич­
ны относительно плоскости z = 0. В связи с этим 
возникает вопрос: имеют ли какие-либо отличи­
тельные особенности решетки содержащие чет­
ное число оболочек, когда все они попарно сим­
метричны относительно плоскости z = 0? Чтобы 
в какой-то мере ответить на этот вопрос, обра­
тимся к рис. 6д и рис. 6е, где приведены частот­
ные зависимости импеданса излучения для четы­
рехэлементной решетки из пульсирующих обо­
лочек. Как видно, здесь (как и в трехэлементной 
решетке) наблюдается два антирезонанса: при 
ка « 0.76 и ка ~ 1.16. При этом на первом антире­
зонансе все оболочки довольно эффективно из­
лучают звуковую энергию, а центральные ее не 
излучают, но и не поглощают. Учитывая это об­
стоятельство, можно предположить, что решетки 
с четным числом элементов, по-видимому, более 
предпочтительны с точки зрения практики.

Проведенное выше исследование акустических 
свойств решеток из открытых оболочек представ­
лялось бы не полным без анализа их направлен­
ных свойств. Остановимся сначала на общих свой­
ствах. Анализ показывает, что первой общей чер­
той диаграмм направленности является то, что их 
значение при углах 0 = ±90° всегда равно нулю. 
Этот вывод непосредственно следует из выраже­
ния (12), так как в нем присутствует множитель 
cos0. Второй общей чертой является то, что значе­
ние диаграммы направленности становится рав­
ным нулю, когда J'm (&acos0) = 0 (см. (12)). В част­
ности, в направлении 0 = 0 это происходит при ка = 
= 3.83; 7.02 и т.д. для пульсирующих оболочек, а 
при ка = 1.84; 5.33 и т.д. для осциллирующих обо­
лочек, что уже отмечалось ранее в [1, 3,4].

По-видимому, определенный интерес могут 
представлять диаграммы направленности реше­
ток и на таких характерных частотах, как часто­
ты антирезонансов и частоты в промежутках меж­
ду ними. Поэтому обратимся к рис. 7а и рис. 76, на 
которых представлена динамика изменения диа­
граммы направленности пятиэлементной решет­
ки при увеличении частоты. Остановимся снача­
ла на пульсирующих оболочках (рис. 7а). Как 
видно, диаграмма направленности на первом ан-

0, град 0, град

Рис. 7. Диаграммы направленности пятиэлементной 
решетки из пульсирующих (а) и осциллирующих (б) 
оболочек при Н/2а = 1.0, d/2a = 0.05 и разных значени­
ях величины ка.

тирезонансе (ка = 0.65) представляет собой плав­
но спадающую к нулю кривую с шириной основ­
ного лепестка 0О 7 ~ 45° (на уровне 0.7 от значения 
при 0 = 0°). Такая же форма диаграммы направ­
ленности сохраняется и на частоте ка = 0.73 (меж­
ду первым и вторым антирезонансами). Однако на 
втором антирезонансе (ка = 1.03) форма диаграм­
мы направленности существенно изменяется, хотя 
частота увеличилась всего лишь в полтора раза. 
Хорошо видно, как резко уменьшилась ширина 
основного лепестка 0О7 = 25°, и появились первые 
боковые лепестки с довольно большим уровнем 
Gj = 0.4. Это является прямым следствием сильной 
неравномерности ближнего поля, обусловленного 
поглощением энергии из среды центральной обо­
лочкой. С ростом частоты (ка = 1.35) уровень пер­
вых боковых лепестков уменьшается (а, = 0.19). 
На третьем антирезонансе (ка ~ 1.41) снова про­
исходит быстрая перестройка формы диаграммы 
направленности: появляется второй боковой ле­
песток (а2 « 0.25), превосходящий по уровню пер­
вый (Gj ~ 0.2). Теперь это обусловлено уже тем, 
что энергию из среды поглощают промежуточ­
ные оболочки. Наконец, после третьего антирезо­
нанса (ка = 1.8) диаграмма направленности прини­
мает форму, близкую к “классической” с уровнем 
дополнительных лепестков о, « 0.19 и g2 »  0.15.

Перейдем к анализу пятиэлементной решетки 
из осциллирующих оболочек (см. рис. 76). Как 
видно, здесь в целом имеет место такая же дина-
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мика изменения диаграммы направленности, что 
и для пульсирующих оболочек. Действительно, 
вблизи первого антирезонанса (ка = 2.03) решетка 
обладает хорошей направленностью (0О7 ~ 15°) 
при весьма низком уровне дополнительных лепе­
стков (с  < 0.1). Далее, при ка = 2.1 форма диа­
граммы направленности изменяется достаточно 
мало. Однако на втором антирезонансе (ка = 2.14) 
происходит существенное изменение диаграммы 
направленности: резко растут боковые лепестки 
(Cj ~ 0.63 и о 3 * 0.5) и сужается основной лепесток 
до 12°. Это обусловлено тем, что центральная 
оболочка в этой зоне частот поглощает энергию 
из среды. Далее диаграмма направленности не­
сколько улучшается, однако на третьем антире­
зонансе (ка = 2.34) снова растут боковые лепестки 
(а2 * а 3 * 0.35), поскольку теперь энергию погло­
щают уже промежуточные оболочки. И, нако­
нец, при ка = 2.6 диаграмма направленности суще­
ственно улучшается: уровень дополнительных 
лепестков снижается (а  < 0.16), а ее форма приоб­
ретает “классический” вид.

Нами была исследована также динамика изме­
нения диаграммы направленности от частоты 
трех- и четырехэлементных решеток. Результа­
ты анализа показали, что все характерные зако­
номерности, установленные выше для пятиэле­
ментной решетки, в целом справедливы и для 
этих решеток.
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Sound Radiation by a Finite Grating Consisting 
of Open Rigid Cylindrical Shells

V. G. Basovskii and I. У. Vovk

A rigorous solution of the problem of sound radiation by a finite grating consisting of open rigid cylindrical 
shells is presented. By using a priori data on the field behavior in the vicinity of the shell ends, an efficient nu­
merical algorithm for estimating the near and far fields generated by the grating is developed. A quantitative 
analysis is carried out, on the basis of which a number of specific features of the fields generated by the gratings 
consisting of fluctuating or oscillating shells is revealed.
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