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М етодом эквивалентных источников рассчитан поток мощности излучения от сферического источ­
ника звука, находящегося вблизи различных рассеивающих поверхностей. Показано, что учет ко­
нечных размеров источника приводит к новым эффектам: резонансному излучению и увеличению  
потока мощности более, чем на порядок.

ВВЕДЕНИЕ
Реальные источники звука всегда работают в 

среде, содержащей рассеивающие тела и ограни­
ченной отражающими поверхностями. Поэтому 
задачи об излучении нескольких колеблющихся 
тел конечных размеров в присутствии рассеивате­
лей, а также сводящиеся к ним задачи об излуче­
нии источников вблизи отражающих поверхнос­
тей, учитывающие многократные переотражения 
и взаимное рассеяние волн, имеют большую биб­
лиографию и продолжают привлекать внимание 
исследователей (см., например, [1-5]). Обширная 
литература имеется также по аналогичным зада­
чам в электродинамике, квантовой механике и 
других областях науки, связанным с задачами из­
лучения и рассеяния волн (см., например, [6- 8]).

Сфера -  простейшая геометрическая форма, 
допускающая аналитическое решение для оди­
ночного излучателя или рассеивателя и позволя­
ющая максимально далеко (например, вплоть до 
бесконечной системы алгебраических уравнений) 
продвинуться аналитически в случае нескольких 
одновременно работающих излучателей. Поэто­
му анализу полей сферических источников звука 
в литературе уделено много внимания, особенно в 
работах прошлых лет. Обзоры можно найти в 
статьях [3-5, 9, 10]. Исследуются в основном диа­
граммы направленности, сечение обратного рас­
сеяния и другие характеристики, важные в гидро­
акустических приложениях, а также влияние на 
них геометрических параметров.

В предлагаемой статье изучаются энергетичес­
кие характеристики сферического источника зву­
ка в присутствии рассеивающей сферы или твер­
дых отражающих стен. Согласно новому междуна­
родному стандарту [И] многие промышленные 
изделия (машины, оборудование), как источники 
шума характеризуются полным потоком мощнос­
ти звука, излученного в безграничном пространст­
ве или в заглушенной камере. Задача, поставлен­
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ная в этой работе -  оценить количественно, на­
сколько сильное влияние на поток мощности 
источника шума конечных размеров оказывает 
его расположение относительно других тел и от­
ражающих поверхностей. В литературе ответ на 
этот вопрос имеется в основном для точечного ис­
точника звука [12, 13]. В работе [14] на примере 
излучения диска у твердой стенки отмечено суще­
ственное влияние размеров излучателя на мощ­
ность излучения. Ниже будет показано, что протя­
женность источника, даже такого компактного 
как сфера, и учет многократных переотражений 4 
приводит, как и в работе [14], к качественно но­
вым результатам, в частности к резонансному из­
лучению и, соответственно, к  увеличению потока 
мощности излучения на порядок и более.

Ниже кратко описывается метод решения и 
выбор его параметров, затем приводятся графи­
ки нормированного потока мощности для пульси­
рующей и осциллирующей сфер вблизи непо­
движной сферы, твердой стенки, двугранного и 
трехгранного углов, дается физическая интерпре­
тация результатов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассматривается акустическая задача Неймана 
для сферического источника звука S вблизи непо­
движной поверхности S {. Необходимо найти реше­
ние уравнения Гельмгольца, удовлетворяющее ус­
ловию Зоммерфельда на бесконечности и следую­
щим граничным условиям: на поверхности S задано 
распределение нормальной скорости частиц среды:

V (r)|5 = v°(r), (1)

на отражающей поверхности нормальная ско­
рость равна нулю:

v(r)|S] = 0. (2)
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Рис. 1. Решаемые задачи: сферический источник S 
вблизи отражающих поверхностей Sj: а) сферы; 
б) плоскости; в) двугранного угла; г) трехгранного уг­
ла. Точками показаны эквивалентные источники на 
внутренней сфере Sq; пунктиром изображены мни­
мые сферические источники, расположенные зер­
кально симметрично относительно отражающих пло­
скостей S\.

валентных источников во всем пространстве вне 
5 будет таким же, как у реального источника.

Для того чтобы точно представить поле экви­
валентными источниками, необходимо бесконеч­
ное число источников. В приближенном решении 
задачи берется конечное число источников N. 
Обозначим радиус-векторы точек, в которых они 
располагаются, через г,„ п = 1 ... /V, а их интенсив­
ности -  |д,л. Суммарное поле давления, создаваемое 
источниками в точке с радиус-вектором г. равно

N

р (г) = X  Цп#(г, г„), (5)
п

где g(г, гГ[) -  функция Грина, удовлетворяющая 
граничным условиям (2).

Потребуем выполнения граничных условий (1) 
в М  узловых точках Rw (М > АО на поверхности S:

N

V(RJ = ^ M (R m,rm) = V°(Rm).
п = 1

т — 1, . . . ,  М ,
где v(Rm) -  нормальная скорость, создаваемая ис­
точниками в точке R

(6)

т>
1 Э

MR„„r „) /ШрЭу£(К'п’ Гп)’

Будем в дальнейшем рассматривать эту задачу для 
двух типов граничных условий на поверхности S :
1) для пульсирующей сферы нормальная ско­
рость постоянна на всей поверхности:

v |5 = v° = const, (3)

2) для осциллирующей сферы нормальная ско­
рость пропорциональна первой сферической гар­
монике У11 (9, ср):

v |5 = v°cos9, (4)

где угол 9 отсчитывается от направления осцил­
ляций. Различные типы отражающих поверхнос­
тей 5,, которые будут рассмотрены далее -  сфера, 
плоскость, двугранный угол и трехгранный угол -  
показаны на рис. 1а - 1г.

Для решения этой задачи в статье использует­
ся метод эквивалентных источников (МЭИ), ко­
торый заключается в следующем [15]. Источник 
излучения с поверхностью S заменяется совокуп­
ностью точечных монопольных источников, рас­
положенных на некоторой поверхности 50 внутри 
5, амплитуды которых подобраны так, чтобы 
суммарное поле, создаваемое этими источниками 
на поверхности 5, было таким же, как у исходного 
источника. Тогда, если также выполнено условие 
излучения Зоммерфельда, в силу теоремы един­
ственности решения задачи Неймана, поле экви-

т = 1, ..., М\ п = 1, ..., /V,

V -  нормаль к 5. Введем обозначения: v(Rw) = vm,
v°(Rm) = v°m , h(R,n, r„) = hmn. Условие (6) представ- 
ляет собой систему М линейных уравнений с N  не­
известными \1 п:

N

= v®, т = 1...М
П = 1

или, в векторном виде

Ац = v°, (7)

где А = {hm„}, ц  = {(!„} и v° = { v° }. Решение сис- 
темы (7) дает амплитуды эквивалентных источ­
ников р  и приближенное решение (5) задачи. 
Ошибка приближенного решения оценивается по 
относительной среднеквадратичной погрешнос­
ти в граничных условиях 5:

г е S.

В работе [15] показано, что ошибка вычисления 
поля давления (5) в точках вне поверхности 5 не 
превышает ошибок на S. Поэтому (8) дает верх-
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нюю границу погрешности вычислений во всем 
пространстве.

В данной работе система алгебраических урав­
нений (7) решалась методом сингулярных разло­
жений или SVD [16]. Выбор этого метода был 
обусловлен тем, что свойства прямоугольной ма­
трицы А системы (7) сильно зависят, помимо час­
тоты, от взаимного расположения поверхностей 
S0, S, и 5,, и заранее неизвестны. Метод позволяет 
получить решение системы для произвольных 
матриц А, в том числе и для особенных. В случае, 
когда А является матрицей полного ранга, метод 
SVD совпадает с методом наименьших квадратов. 
Для контроля за свойствами матрицы А вычисля­
лось ее число обусловленности cond(A), равное 
отношению максимального и минимального син­
гулярных чисел.

Прежде чем решать поставленные выше зада­
чи (1)-(4), методом эквивалентных источников 
была решена более простая задача -  рассеяние 
плоской волны на твердой сфере. Она имеет ана­
литическое решение и подробно исследована
[12]. Цель ее решения с помощью МЭИ -  опреде­
ление значений параметров алгоритма (выбор 
поверхности S0, числа эквивалентных источников 
УУ, дискретизация поверхности S  и т.д.).

Рассеивающая сферическая поверхность S  в 
этой задаче имеет радиус а . В качестве поверхно­
сти 50, на которой размещаются источники, так­
же была выбрана сфера радиуса Ь < а, концентри­
ческая со сферой S  (рис. 1). Было выбрано такое 
размещение эквивалентных источников (ЭИ) и 
узловых точек, при котором они были бы распре­
делены приблизительно равномерно по соответст­
вующим поверхностям. Размещение источников 
строится следующим образом. Рассмотрим пра­
вильный двадцатигранник (икосаэдр), вписанный в 
сферу 50. Грани этого икосаэдра разбиваются на 
правильные треугольники, находятся проекции 
вершин этих треугольников на сферу 50 и в полу­
ченных точках размещаются источники. Анало­
гичным образом размещаются и узловые точки на 
поверхности 5, но разбиение делается так, чтобы 
получить число точек в 2-3 раза больше.

При подборе параметров вычислительного ал­
горитма строились графики зависимости погреш­
ности вычисления рассеянного поля с помощью 
МЭИ от отношения радиусов сфер Ыа при фикси­
рованной частоте, ка -  1.0. По этим графикам для 
каждого числа эквивалентных источников N  оп­
ределялась наилучшая поверхность 50, т.е. наи­
лучшее b/а, которое минимизирует ошибку рас­
чета. Во всех последующих расчетах источники 
располагались на таких поверхностях.

Были также построены графики зависимости 
погрешности расчета от частоты. На графиках 
отмечался монотонный рост ошибки расчета с

частотой. Они использовались для оценки необ­
ходимого числа источников N.

Следует отметить, что в методе эквивалент­
ных источников существует ряд частот, где 
ошибка расчета возрастает [15]. Это собствен­
ные частоты сферы 50 с граничным условием 
Дирихле. В диапазоне частот, где производились 
расчеты (ка < 10), таких частот было не более 
трех. Так как эти частоты легко находятся, и ши­
рина полосы, в которой ошибка возрастает су­
щественно, мала (А(ка) < 0.01), то эти участки 
спектра просто исключались из расчета.

По результатам исследования ошибки расчета 
МЭИ в простейшей задаче рассеяния на сфере 
(были просчитаны также зависимости ошибки от 
числа эквивалентных источников N  и числа узло­
вых точек А/), были определены значения всех ос­
новных параметров алгоритма из условия, что 
ошибка расчета не превышает 20% во всем диа­
пазоне частот -к а <  10 (реально в большей части 
диапазона она не превышает 1% и только вблизи 
ка = 10 приближается к такому пределу). Эти зна­
чения использовались при решении последующих 
более сложных задач, однако для контроля ошиб­
ка (8) рассчитывалась для всех без исключения 
результатов.

2. ПОТОК МОЩНОСТИ 
СФЕРИЧЕСКОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ 

ВБЛИЗИ ОТРАЖАЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ
Основная величина, которая исследуется в дан­

ной работе -  это интегральный поток мощности

J J  p \*dS
s

через поверхность излучателя, которая опреде­
ляет энергию, излучаемую источником в единицу 
времени. В некоторых случаях также будет рас­
смотрен векторный поток мощности в произ­
вольной точке поля:

F = ]-R e(p v* ). (9)

В случае интегрального потока F в дальнейшем 
везде будет рассматриваться его безразмерное 
отношение к потоку, создаваемому таким же из­
лучателем на той же частоте в свободном прост­
ранстве. Назовем такое отношение нормализо­
ванным потоком и обозначим через Fn.

а) Источник вблизи жесткой сферы
Рассмотрим задачу рассеяния звука, в которой 

и источник, и отражатель -  сферы одинакового 
радиуса а , центры которых располагаются на оси 
z симметричным образом на расстоянии Н от на-
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ка

ка в свободном пространстве незначительны (не 
более 8%). Это можно объяснить тем, что пло­
щадь отражателя в данном случае слишком мала, 
чтобы оказывать существенное влияние на поток.

При увеличении Н/а, т.е. при удалении рассеи­
вающего тела от излучателя, нормализованный 
поток мощности стремится к единице. На графи­
ках также можно видеть периодические осцилля­
ции потока при изменении ка. Они объясняются 
резонансными явлениями в области между источ­
ником и отражателем. Поскольку излучение и 
рассеяние происходит во все стороны, и лишь не­
большая часть энергии может накапливаться 
между излучателем и отражающей поверхностью, 
добротность этих резонансов оказывается низкой.

На рис. 26 представлены графики зависимости 
Fn(ka) для осциллирующей сферы. Как и в преды­
дущем случае, эти графики построены для не­
скольких различных значений Н/а. На этих гра­
фиках видно возрастание потока мощности по 
сравнению с потоком в свободном пространстве 
на величину порядка 30%. Это несколько больше, 
чем в предыдущем случае пульсирующей сферы 
и объясняется тем, что по сравнению с ней, ос­
циллирующая сфера представляет собой менее 
эффективный излучатель. У такого излучателя 
значительная часть энергии поля циркулирует в 
непосредственной окрестности излучателя и не 
уходит на бесконечность. Соответственно, любое 
внешнее рассеивающее тело, введенное в бли­
жайшую окрестность источника, будет сущест­
венно влиять на распределение этой энергии и, 
следовательно, на поток мощности.

Рис. 2. Поток мощности от сферического источника 
вблизи жесткой отражающей сферы, а) пульсирую­
щая сфера (У -  Н /а  = 1.5; 2 -  1.1; 3  -  1.01); б) осцилли­
рующая сфера (У -  Н /а  = 2.0; 2 -  1.25; 3  -  1.01).

чала координат (рис. 1а). В этой задаче источники 
размещаются как внутри поверхности 5, так и 
внутри поверхности 5,, а в качестве функции Гри­
на использовать функцию Грина для свободного 
пространства:

£ (г ,г 0) = 1 е '*|г-Гп|

4 л |г - г 0|
Поверхности, на которых размещаются источни­
ки -  сферы 50 и 501 с одинаковыми радиусами b < а, 
и центрами, совпадающими с центрами сфер S и
5,, соответственно. Теперь через N  обозначается 
общее количество источников на обеих сферах.

На рис. 2а представлены графики зависимости 
Р\ка) для пульсирующей сферы при различном 
расстоянии между сферами (здесь расстояние ха­
рактеризуется безразмерным параметром Н/а). 
Как видно из графиков, отклонения потока мощ­
ности в присутствии отражающей сферы от пото-

6) Источник вблизи жесткой 
отражающей плоскости

Рассмотрим пульсирующий сферический ис­
точник S  вблизи жесткой отражающей плоскости 
(рис. 16). Обозначим теперь через Н расстояние 
от центра сферы 5 до плоскости.

В этой задаче функция Грина с граничными ус­
ловиями на плоскости S{ находится с помощью 
так называемого метода мнимых изображений 
(см., например, [12]). В этом методе, чтобы удов­
летворить граничным условиям на Su для каждо­
го ЭИ вводится ЭИ с такой же амплитудой, рас­
положенный зеркально относительно отражаю­
щей плоскости. Это означает, что функция Грина 
для пространства с отражающей плоскостью 
имеет следующий вид:

_  1
/*|г-г0| i k \ r -  rj,| 

* + е
4 | Г - Г 0| | г -Го1

(Ю)

где через г о обозначен радиус-вектор источника,
расположенного зеркально по отношению к ис­
точнику с радиус-вектором г0.
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Рис. 3. Поток мощности от пульсирующей (а) и ос­
циллирующей (б) сферы вблизи жесткой отражаю­
щей плоскости {1 -  Н /а  = 2.0; 2-1.1) .

F n

Результаты расчета нормализованного потока 
мощности для этой задачи представлены на рис. 3. 
На низких частотах для пульсирующей сферы по­
ток мощности увеличивается в 2 раза по сравне­
нию с потоком в свободном пространстве (рис. За), 
так же, как и для точечного источника [13]. Для 
осциллирующей (в направлении, перпендикуляр­
ном отражающей плоскости) сферы -  наоборот, 
наблюдается падение нормализованного потока 
мощности практически до нуля на низких часто­
тах (рис. 36). Это объясняется тем, что в данном 
случае действительный и мнимый источники (то 
есть две осциллирующих сферы -  два дипольных 
источника) работают в противофазе и образуют 
менее эффективный квадрупольный источник. 
Однако на более высоких частотах, благодаря ре­
зонансу полости между источником и стенкой, 
мощность излучения возрастает, для выбранных 
значений Ну более чем в два раза.

в) Сферический источник 
вблизи двугранного угла

Рассмотрим задачу, в которой пульсирующая 
или осциллирующая сфера S радиуса а размеща­
ется на равном удалении от двух перпендикуляр­
ных жестких отражающих плоскостей лгу и zy 
(рис. 1в). Расстояние от центра сферы S  до каж­
дой из плоскостей обозначим через Н. Функция 
Грина, которая используется в этой задаче, нахо­
дится также с помощью метода мнимых изобра­
жений и является суммой четырех слагаемых, 
аналогичных (10), и соответствующих четырем 
источникам, расположенным зеркально симмет­
рично относительно плоскостей ху и zy.

Результаты расчета зависимости нормализо­
ванного потока мощности Fn от ка для различных 
значений Н для пульсирующей сферы представ­
лены на графиках на рис. 4а. Как можно видеть из

Рис. 4. Поток мощности от пульсирующей (а) и осциллирующей (б) сферы вблизи жесткого двугранного угла (1 -  
Н /а  = 2.0; 2 -  1.25; 3  -  1.03).
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Рис. 5. Движение частиц среды при колебаниях сфе­
ры вблизи двугранного угла.

сп

ка
Рис. 6. Поток мощности от пульсирующей (а) и ос­
циллирующей (б) сферы вблизи жесткого трехгран­
ного угла ( I  -  Н !а  = 2.0; 2 -  1.25; 3  -  1.03).

графиков, эффект усиления потока на низких ча­
стотах здесь еще больше: поток мощности в 4 ра­
за превышает значение потока для свободного 
пространства. При малых Я на графике потока

появляется достаточно явный резонанс (вблизи 
ка -  1), хотя и обладающий низкой добротностью. 
Этот резонанс соответствует движению частиц 
среды не в направлении от поверхности сферы, а 
в направлении, параллельном отражающим плос­
костям (рис. 5). Чем ближе сфера располагается к 
плоскости, тем интенсивнее движение частиц. 
Получается своеобразный резонатор Гельмголь­
ца. Некоторые признаки этого резонанса присут­
ствуют при значениях Я, достаточно близких к 1, 
и для потока мощности сферического источника 
вблизи одной отражающей плоскости.

Аналогичные графики для осциллирующей (в 
направлении, перпендикулярном одной из отра­
жающих плоскостей) сферы показаны на рис. 46. 
На графике, построенном для Н/а = 1.03, описан­
ный выше резонанс особенно хорошо проявляет­
ся. Поток мощности в этом случае увеличивается 
почти в 4 раза по сравнению с потоком для сво­
бодного пространства.

г) Сферический излучатель 
вблизи трехгранного угла

В этой задаче, как и в предыдущей, рассматри­
вается излучатель S  в форме сферы (рис. 1г). Же­
сткая отражающая поверхность состоит из трех 
взаимно перпендикулярных “четвертинок” плос­
костей ху, zy и хz. Эти плоскости образуют трех­
гранный угол с вершиной в начале координат. 
Центр сферы S  находится на равном удалении Я 
от каждой из плоскостей.

Эта задача решается способом, аналогичным 
изложенному в п. 2в. Функция Грина, используе­
мая при расчете в МЭИ, будет теперь содержать 
уже восемь источников.

Графики зависимости нормализованного по­
тока мощности Р  от ка для пульсирующей сферы 
представлены на рис. 6а. Как и можно было ожи­
дать, на низких частотах происходит увеличение 
потока мощности в восемь раз по сравнению со 
свободным пространством, как и в случае точеч­
ного источника. Резонанс в области ка ~ 1 стано­
вится более добротным.

На приведенных графиках также четко прояв­
ляется еще один эффект -  падение потока мощ­
ности почти до нуля на частотах вблизи ка = 1. 
Этот эффект вызван тем, что отраженные от 
плоскости волны приходят обратно к  источнику в 
противофазе и, складываясь с волной, излучае­
мой источником, взаимно уничтожаются.

На рис. 66 представлены графики зависимости 
Р(ка) для осциллирующей сферы. Граничные ус­
ловия на сфере задаются так же, как и раньше с 
той лишь разницей, что в этом случае они заданы 
симметрично относительно оси, проходящей че­
рез вершину угла и центр сферы. Другими слова­
ми, сфера совершает осцилляции в направлении
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Рис. 7. Векторный поток мощности от пульсирующей сферы вблизи трехгранного угла в плоскости, проходящей че­
рез ось z  и центр сферы (Н /а  = 1.25). а -  ка  = 0.7; б -  к а  = 1.3.

вершины угла. Можно видеть, что для осциллиру­
ющей сферы достигается самое сильное возрас­
тание потока мощности на частоте резонанса 
(при Н = 1.03, Р  = 25).

Интересно рассмотреть распределение век­
торного потока мощности (9). Это распределение 
показывает, куда в среднем (за период колеба­
ний) идет перенос энергии из данной точки прост­
ранства. Особый интерес представляют распре­
деления векторного потока мощности на часто­
тах резонанса и антирезонанса.

Рассмотрим распределение векторного потока 
мощности в плоскости, проходящей через центр 
сферы и ось Z- Эта плоскость является плоско­

стью симметрии задачи, поэтому вектор потока 
во всех ее точках направлен всегда параллельно 
этой плоскости. На рис. 7а стрелками показано 
направление потока мощности пульсирующей 
сферы на частоте резонанса: ка = 0.7. Длина стре­
лок показывает относительную величину потока. 
Как видно из рисунка, излучение происходит не 
столько от поверхности сферы, сколько из щели 
между сферой и плоскостями.

Аналогичная картина распределения потока 
для пульсирующей сферы на частоте ка = 1.3 
представлена на рис. 76. Можно видеть, что со 
стороны сферы, обращенной к вершине отража­
ющего угла, поток направлен к поверхности сфе­
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ры, а с противоположной стороны он направлен 
от поверхности сферы. В результате, если проин­
тегрировать поток по поверхности сферы, проти­
воположные направления потока взаимно ком­
пенсируются и интегральный поток будет близок 
к нулю, что и можно наблюдать на представлен­
ных графиках (рис. 6а).

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В работе показано, что для источника звука 

конечных размеров, даже с такой компактной ге­
ометрией как сфера, многократные переотраже- 
ния между поверхностями источника и отражате­
ля могут привести к существенному, более, чем 
на порядок, возрастанию интегрального потока 
мощности излучения по сравнению с излучением 
в свободном пространстве. Можно ожидать, что 
для излучателей другой формы, например с плос­
кими гранями, это увеличение будет еще больше.

Автор благодарит Ю.И. Бобровницкого и 
Т.М. Томилину за постановку задачи и полезные 
обсуждения. Работа выполнена при частичной 
поддержке РФФИ (проект 96-02-18404).
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Radiation Power Flux from a Spherical Sound Source
Near Reflecting Surfaces

V. B. Yashkin

The radiation power flux from a spherical sound source situated near various kinds of scattering surfaces is cal­
culated using the equivalent source method. It is shown that when one takes into account the finite size of the 
source, new effects are revealed, such as resonance radiation and an increase of more than an order of magni­
tude in the power flux.
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