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Изучается распространение нелинейной волны в иолубесконечной твердой вязкой среде с полостя­
ми, а также в слое, с учетом геометрической, физической и полостной нелинейностей. Выведены 
трехмерные эволюционные уравнения и найдены трехмерные солитонные решения при наличии 
дисперсии и диссипации. Выведены нелинейные уравнения модуляции для одномерных и дифракци­
онных задач. Получены аналитические решения в рамках узких пучков для приосевых и неприосе- 
вых лучей.

В настоящее время достаточно хорошо изуче­
но распространение волн с пузырьками газа [1- 6]. 
В этих работах изучается система уравнений, со­
стоящая из уравнений гидродинамики и колеба­
ний пузырька. Аналогичную физическую карти­
ну можно наблюдать, когда упругая волна рас­
пространяется в твердой среде, где существуют 
полости. Последние под воздействием волны мо­
гут колебаться. Следовательно, можно пользо­
ваться идеями из гидродинамики. Подобная по­
пытка сделана в книге [1], где выводится уравне­
ние теории упругости и уравнение колебаний 
полостей. Там ограничиваются одномерным при­
ближением.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть имеется полубесконечная изотропная 
вязкая (модель Фойхта) среда с полостями, в ко­
торой распространяются волны с конечной амп­
литудой (т.е. нелинейные волны при учете геоме­
трической, физической и полостной нелинейно­
стей). Матрица (основная среда) считается 
однородной. Предполагается, что расстояние 
между полостями / намного больше радиуса поло­
стей /?0 (/ >  /?0), но гораздо меньше длины волны 
А, (/ А,). Предполагается, что давлением в поло­
стях можно пренебречь и что в среде распростра­
няется квазипродольная волна, так что можно 
считать, что давление на полость обусловлено про­

дольным напряжением а 33 = (X + 2р ) ^  -z '(А + 2ji),
ахъ

где z = N v\ N  -  количество полостей в единице 
объема, v' -  объем полости, v ' =  v0 +  v, v0 -
начальный объем полости, v  -  объем полости 
возмущенной волной, X и \х -  коэффициенты Ла­
ме, причем [I < X. При указанных предположе­
ниях, основываясь на работах [ 1,7 ], в лагранже-

вых координатах распространение квазипродоль- 
ной нелинейной волны описывают следующие 
уравнения:

+ (А + р)
д~и

Э*1 2 дх:

д2и
|iA1 H3 + (A. + 2| j ) — ^3 +

Эд:3

+ (^ + и )
З Г Э и , ,  Эи2 ,_  х  +

Э-гАЭл1, дх
d v  
дх 3

д 'и 3 д и3 ди 3 
+ v — г 1" + Р—  

dx^dt дх* ^*3

(2)

v  + cOqV ----- - v  -  Gv~ -  В,(2v v  + v~) =
Cl

po ;  axf dxl

(3)

где p() -  начальная плотность матрицы, (Dq =

= 4|i(p(>/?0)-1 -  квадрат резонансной частоты, c[ -

= (X + 2(j.)po',  G = ( 16 Я ) - 1 co02(9 + 2p,)tfo3, (3, =

= (Sk r I )- ', p = (4|J. + 3 \  + 2A + 6 B + 2С), p  -  ко- 
эффициент, обусловленный геометрической и

г |

физической нелинейностями, h = ^ , + -г], -  ко­

эффициент динамической вязкости, иХ 2  -  попе­
речные, a w3 -  продольные компоненты переме­
щений, xt -  координаты, / -врем я. Координаты х, 
и х2  выбраны в касательной плоскости к невозму-
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щеннои волне, а х3 направлена вдоль распростра­
нения волны, как в работе [7].

ВЫВОД ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ

Сперва упростим уравнение (3), считая, что ха­
рактерная частота волны -  а  гораздо меньше, 
чем резонансная частота (а  со0), тогда нелиней­
ным слагаемым в (3) при коэффициенте Р, можно 
пренебречь. Главные члены в уравнении (3) есть:

Fdu
D дхх (4)

где F = -4тгй0(^ + 2(1) р01, D = C0q + FN. Подставляя
(4) в малые члены в уравнении (3), можно полу­
чить уточненное уравнение полости

Fdu
v  — —

Ddx-
F ЭЗм3 ^  R0F д4из + G r ( d u 3\ 2
D 2 dx 3 dt2  ' ciD dx3 dt2 ' D3 V3* 3 (5)

Учитывая (4) и (5), можно исключить в уравнении 
(2) величину v, тогда получится

Ро-
сГ и Э (Ьих Эи

Э tг ~ № + И)Э̂ 1эJ  + d f X V'&‘-U,* iX +

_1 Э и3
+ 2ц)( 1 -  N F D )— f  + (X + 2\x)FND

dxl

Э4м

dx3 dt2

д5
R0FN(X + 2li)(ClD)-2~ ^  +

ox?ot

2  - 3  Э ИтЭМя
+ [р -  2GF~N(X + 2p)D  3] — r V -  + &

( 6)

Эх' Эл':

Э3м3

Итак, уравнение (6) следует решать совместно с 
уравнениями (1), Перейдем к новой координате
х, = (/, -  х3 )с ] 1 - 1  = х\ -  t. Так как в дальнейшем 
будет рассмотрен слой с толщиной /,, удобно вы­
брать т, в указанном выше виде, при полубеско- 
нечном случае /, = 0 и ось направлена противо­
положно распространению волны. В главном по­
рядке после перехода к переменной х, можно 
получить значение с,, для которого

С2 = с2(1 -NFD~' ) .

ди
Вводя новую функцию у , = ^  , характеризу-

С/Х j

ющую скорость частиц среды (матрица) в пере­
менных х2, х3 и Xj, после исключения по ( 1) по­
перечных перемещений w, и и2 при учете приня­

тых порядков [7, 8], получится следующее 
эволюционное уравнение

Э2\1/, _ , Э (  Э
+ LA1y ] = а 13-  V — 1 +Эх.Эх- *3xjv Эх, )

Эх3 Эх, Эх;

(7)

где

L  = '- [р  + (А. + р )2(р0с 2-рУ ']М "',

М = 2с, '(1 -  NFD~')( \  + 2р) = 2с,Ро',

а , = Mc~3 [ p - 2 G F 1 N{'k + 2 \i)D ~ \

5 = Ьс~2 М~',

(3 = FN(X + 2\i)c~2D 2 М~х, 

у = R0 NF(X + 2 p ) c ? c f D ~ 2 M~'.

-1

(8)

Как видно из (8), член с коэффициентом Р связан 
с дисперсией и обусловлен полостями, а б и у обус­
ловливают диссипацию, причем 8 -  вязкостную, а 
у -  связан с полостями, при этом, когда R0  = 0,
3 = 7 = 0.

СОЛИТОННОЕ РЕШ ЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (7) 
В уравнении (7) перейдем к новой функции

и  =
а ,

\|/,, тогда полученное уравнение будет та­

ким, как и (7), только вместо \|/, будет U, а вместо 
а , -  минус шесть. Если в полученном уравнении 
полагать б = у = 0 и р  = - р 2, то с  точностью до ко­
эффициентов получится уравнение Кадомцева- 
Петвиашвили [9], которое имеет солитонное ре­
шение [10] в следующем виде:

U о = xsech*
2 а Ж

(9)

- 2
где = ах | + b2x , + d2x 2 -  кх3, С = [ак -  Ь(Ь2 +

+ d\ )]а~2, причем С > 0, а > 0, Ь2  и d2 показывают 
наклон плоскости фронта (^, = const) солитона к 
оси х3. Нормальная скорость солитона имеет вид:

v :  =
а

-1(<*с{ - I \ 2  i 2 j 2к) + b 2 + d  2

Постоянные а и  к -  некоторые характерные час­
тота и волновое число процесса.
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Решение уравнения для U  будем искать в виде

U = U „ a ,). ( 10)

После подстановки (10) в уравнение для U,  
дважды интегрируя с учетом, что U стремится к 
нулю при стремлении в бесконечность, полу­
чится следующее обыкновенное дифференциаль­
ное уравнение

+ 3 U 2n- C U n = 6 а

Для отличных от нуля, но малых по сравнению 
с Р коэффициентов 6 и у, что означает малость 
диссипации, решение уравнения ( 11) можно найти 
методом медленно меняющейся амплитуды [И]. 
Тогдй оно ищется в виде

Un = С/0($,)[1 + 7 3($,)],
причем требуется выполнение неравенств

Т у<  1, (13)

Неравенство (13) означает, что из-за малой дис­
сипации форма солитона мало и медленно меня­
ется и функция Г3(^]) мала по величине. Подстав­
ляя ( 12) в уравнение ( 11), учитывая неравенства 
(13) для Ту можно получить

Рис. 1. Профиль солитона в случае 74 > 0.

Рис. 2. Профиль солитона в случае 74 < 0.

аЪ dU{) a d  
3 U o d ^  +Y3 V 0  d £ '

После подстановки (9) в выражение (14) для 
функции Ту получится

отметить, что возможен также случай Т 2 = 0, ко- 
торый означает, что в диссипативной среде воз­
можно распространение такого же солитона, как 
в недиссипативной среде.

(15)

В выражении (15) при стремлении к бесконеч­
ности Ту тоже стремится к бесконечности, т.е. не 
выполняются неравенства (13). Поэтому решение 
(15) имеет смысл только вблизи вершины солито­
на, тогда для малых решение (15) можно преоб­
разовать к виду

Г, = U4YCp2" ' - 251(6«Р2Г ' = Т2(6а^у'^
(16)

Из (16) следует, что Ту > 0, если одного знака с 
Г2, и Ту < 0, если и Т2 противоположных знаков. 
Искажение формы солитона из-за диссипации ка­
чественно, но наглядно изображено на рис. 1 и 2, 
где пунктирная кривая соответствует функции 
(9), при Ту = 0, а сплошная -  функции U n. Следует

ВЫВОД УРАВНЕНИЯ МОДУЛЯЦИИ 
ДЛЯ ДИФРАКЦИОННОЙ И ОДНОМЕРНОЙ

ЗАДАЧИ В СЛУЧАЕ 
КВАЗИМОНОХРОМАТИЧЕСКИХ ВОЛН

Поскольку нас будут интересовать не только 
стационарные, но и нестационарные задачи, в

уравнении (7) заменяем 

найдем
дх-

-1Э /п.= с, тогда из (7) 
оГ

где штрихованные коэффициенты получатся из 
коэффициентов (8) умножением на минус с,. Так 
как в среде есть дисперсия и диссипация, решение
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уравнения (17) можно искать в виде квазимоно- 
хроматической волны

Vi = ^{А | (т1,л:1,х 2,О ех р [/ат | - ( у 4-/(о)т,1] +

+ В,(х \ , х и х2, /)ехр[2/ах, -  2(v + /сот’, )] + (18)

+ С,(т\,х[7 х2, 0  + к.с.},

где A,, В, и С, -  есть соответственно амплитуды 
первой, второй гармоник и свободного члена, 
a  -  несущая частота, со -  модуляционная частота,
а v -  коэффициент поглощения. При х) = 0 на
границе среды задается монохроматическое ко­
лебание. В работах [12, 13] в решении типа (18) в
выражениях в экспонентах при т', = 0  остаются
дисперсия и диссипация, что не очень естествен­
но, хотя окончательные уравнения модуляции в 
основных порядках, как показано в расчетах дан­
ной статьи, получаются теми же.

Подставляя (18) в (17), для наивысших поряд­
ков получим следующие дисперсионные соотно­
шения

3 0 t 2 q . 4 .со = а  р', v = а  о -  а  у .
В следующих приближениях различаются две за­
дачи: дифракционная и одномерная, для которых 
имеют место разные порядки величин. В обоих 
случаях можно получить следующее модуляцион­
ное уравнение для первой гармоники

га
V

ЭА| d Q d A ] 
Э t  dadx \

+
a  d 2 Q.d~A{ 

2 d a 1 Эх ,2
+ L'A±A } =

2 a= ( /a -3 v - /c o )~ —A*B,exp(--2vx',) + (20)

+ a ,( ia -v -z c o ^ C jA ,,
где £2 = a  + c o - /v -  комплексная линейная часто­

та. При вычислении коэффициента при
Э2А i
Эхi2 В

одномерной задаче использовано равенство
Э d£l Э

7 = 0, (21)
Эг dadx\

получаемое из главного члена в уравнении (20).
■ Уравнение для амплитуды второй гармоники 
В, после отбрасывания производных, что воз­
можно в случае сох) 1, для обеих задач полу­
чится в виде

4 (3 ю - i'v + 6/а У )В | = а 'а А 2. (22)
Свободный член С, в дифракционной задаче име­
ет порядок Cj ~ е3, vs3, г -  некоторый малый па­
раметр, характеризующий порядок \\гь  причем

а  ~ е_|, х х 2 ~ 81/2, тогда слагаемое с С, в (20) мож­
но отбросить.

Чтобы получить уравнения для С, в одномер-
Э2С

ной задаче, в члене 1т исключается производ-
ЭгЭх,

ная по t согласно (21), при этом получится уравне­
ние для свободного члена

2/V Зсо 0 . з ЛЭ'СI- 2 г а  у I— г =
а  а 'Э х 12

а
2

'  Э|А,|2 Э2|А1|2Л 
v Эт; Эх;

(23)

exp(-2vx'l),

Для интегрирования уравнения (23) рассмотрены 
два случая: 1 ) vxj >  1, тогда exp(-2v x j) = 0 и по 
(23) С, = 0, так что аналогично дифракционной 
задаче свободный член не дает вклада в уравне­

нии (20), 2) vt 'i 1, тогда v
I2 -i2i . I2il э  Hil

Эх',
( j (23) получится

Эх ,2 И из

4 - Зсо , 2/V Л . з Л _ ,, .—  + ------ 2га у С. = а  А,
a  a  J 1 1 1

(24)

В одномерной задаче в случае 1) из (20) получается 
линейное уравнение. В случае 2), исключая из 
уравнения (20) В, и С, с помощью (22) и (24), можно 
получить, с учетом a  v ,со, следующее уравнение:

/ Э.4, dQdA

\ Э/ cladx'. /
+

\d 2 Q.b2A

2 d a  Эх!2

a Ar- 1

4 ‘-2 (-3(o  + / v - 6/'a4Y')
(25)

(2 i'v -  Зсо -  2 ia V )
-in

Л .И .12-

Отметим, что в отличие от дифракционной за­
дачи вклад Ci в нелинейный член существенен.

В дифракционной задаче из (20), учитывая ма- 
Э2А,

л ость ч л ен а    и отбрасывая С,, можно найти
Эх«2

1

га
ЭА, dQdA Л1
dt dа  Эх!

+ LA_lА, -
/

(26)
а'2а|Л, | "А 1 exp(-2vx',)

8 ( iv -3 (o -6 ia 4y')
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
О ВОЛНОВЫХ ПОЛЯХ В СЛУЧАЕ СЛОЯ

Вначале рассмотрим задачу об акустических 
волнах в резонаторе, аналогичную оптической 
задаче о волнах в бесдиссипативном интерферо­
метре [14]. В этом случае предполагается, что 
имеется два симметричных относительно плоско­
сти х 3 = 0  акустических зеркала, которые являют­
ся поверхностями постоянной фазы для распрост­
раняющихся вправо и влево волн, каждая из кото­
рых удовлетворяет граничному условию на своем 
зеркале. В такой постановке в силу симметрий 
при х3 = 0, и3 = 0. Эта задача соответствует акусти­
ческому интерферометру [15], в котором левое 
зеркало служит источником колебаний, а справа 
имеется плоский жесткий рефлектор и указанная 
постановка приводится к предыдущей задаче, в 
которой есть две волны. Аналогично этому, в 
случае, когда имеется слой, на одном торце кото­
рого заданы колебания, а другой торец свободен 
от напряжений, можно считать, что имеются две 
распространяющиеся друг против друга волны. 
При этом, идущая вправо волна удовлетворяет 
условию на излучателе, а отраженная от свобод­
ной поверхности волна вместе с падающей вол­
ной удовлетворяют условию на свободной по­
верхности. Этот вывод следует из сравнения с 
простым случаем распространения упругой одно­
мерной линейной волны в слое, причем при х3 = 0
Э и3 

Эх? = 0, а при х3 = / и3 = е~т . Решение волнового

уравнения
Э"и3

Эх2 = с:«
-2<Э 2М3— при указанных гранич-

дг
ных уравнениях при отсутствии начальных усло­
вий имеет вид

х ехр .а + ехр .а  — /—х3 -
V

Таким образом, для монохроматической вол­
ны решение в резонаторе представляет распрост­
раняющиеся навстречу друг другу две волны. 
Аналогично этому для квазимонохроматических 
волн типа (18) получаются две идущих навстречу 
друг другу волны, амплитуды которых будут мед­
ленно меняющимися функциями за счет диспер­
сии, диссипации, нелинейности и дифракции.

Тот же вывод получается для резонатора, ког­
да и3 (х3 = 0) = 0 при этом в формуле и3 перед вто­
рым слагаемым следует поменять знак и разде-

. . а  .лить вместо косинуса на /sin —

Формулу (27) для и3 можно представить также 
в виде:

и3 = ехр а
/(х3 - 1 \)— -  ictt +

+ expj~/(x3 + / , ) ^  -  ia t  (-l)”exp̂ 2*
n = 0

(28)
a  nl,

Для высокочастотных волн (a  Cj/,1) вклад в
асимптотику решения дают лишь слагаемые в 
фигурной скобке, которые соответствуют падаю­
щей и отраженной от плоскости х3 = 0 волнам, т.е.

эйконалам т, и т2, где т2 = (х3 + /])с[ 1 - 1 .

При этом, как следует из (28), граничное усло­
вие при х 3 = /, удовлетворяет только первым сла­
гаемым в квадратной скобке. Остальные слагае­
мые там будут взаимно погашаться. Условие на 
свободной поверхности автоматически удовле­
творится первыми двумя членами. Таким обра­
зом, граничные условия удовлетворяются первы­
ми двумя слагаемыми в (28), которые можно 
брать в качестве идущих направо и налево волн, а 
остальные слагаемые (с точностью до знака, для 
задачи со свободной границей и соответственно 
точно для задачи о рефлекторе) периодически по­
вторяют первые два члена в (28) и могут быть 
включены в указанные две волны, что приводит к 
вышеуказанной постановке задачи.

В работах [12,13, 16, 17] для высокочастотной 
асимптотики записано решение квазилинейных 
систем уравнений в виде суммы двух функций, 
каждая из которых зависит от своего эйконала. 
В предположении равенства нулю в основных по­
рядках малости среднего значения искомых 
функций по своим эйконалам, система уравнений, 
описывающая волны, распространяющиеся впра­
во (однократно штрихованные, эйконал хг) и вле­
во (двукратно штрихованные, эйконал т2) рас­
щепляется на два независимых нелинейных урав­
нения. Условие равенства нулю средних по 
эйконалам значений функций выполняется как 
для дифракционных задач, в которых СХ 2  прене­
брежимо малы, так и для одномерных задач, в ко­
торых С, = С2, где С2 -  свободный член отражен­
ной волны. Уравнение (7) будет для падающей 
волны. Для отраженной волны получится уравне­
ние типа (7), где заменены \|/, на \\f2 и т, на т2, при-

ди3
чем \(/2 = . Аналогично следует записать0х2
уравнения (18)—(26), где в амплитудах и эйконалах 
следует заменить индекс один на два.
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ДИФРАКЦИОННАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ УЗКИХ ПУЧКОВ

Из уравнения (26), полагая ^  « 1 и для стаци-

ЗА |
онарнои задачи -гг— = и получим уравнение

at

дА
/ос— г + LA±A\ = (K, + /K2)U , |2AI, (29)

С/'t |

где к, = Зсо ,̂ к2 = (v -  6а 4У)^,
,2t  а  а го 2 .  4 „ 2  - 1  , лS = —  f9co +(v-6a у) ] exp(-2vx,).

В случае резонатора такое же уравнение полу­
чится для падающей волны A j , а для отраженной 
волны следует заменить в (29) А, на А" и х\ на

т2 = С*з + /i)c ,1. Поэтому в дальнейшем будем пи­
сать решения для уравнения (29).

Записывая

А, = а , ехр(/ф | ), (30)
V  Огде <р, -  возмущенный эйконал, а ал -  действи­

тельная амплитуда, подставляя (30) в уравнение 
(29), отделяя мнимые и действительные части, пе­
реходя к цилиндрическим координатам для осе­
симметричной задачи, получим уравнения для ал 
и ф,. Решение последних ищется в виде

-Iа х = b j ] ехр
2

Г ( г \ - 2  
~ 2’(r i / i )

2Г _-!
(31)

ф| = а,(т,) + -/?, (т,).

где f  -  безразмерная ширина пучка, о, -  набег
фазы волны на оси пучка, о с -  переменный
радиус кривизны фронта волны, Ьх и г, -  амплиту­
ды и радиус пучка на границе х3 = Подставляя 
(31) в уравнения для а { и ф,, обычным образом [7, 
12, 13] получим следующую систему уравнений:

*7‘ =
a  d f  1 + к 2г>;

2 Lf \ d x \  2L / f '
(32)

J ct

<г/т
г = -2 (a L r? /f ) " , - K 1&?(a/?)"' = G / '2, (33)

/ / ,  _  М  K2Vb, 
.2 ,3 + ctL.fi ’Л ,  / '

(34)

где

М = + 2к.[Ь\Ьг\ 2  - к \ ь лх]. (35)
Для отраженной волны имеют место уравне­

ния (32)—(35), где следует индекс 1 заменить на 2 
для Ru a , , / , ,  b\ и г,, а остальные величины заме­
нить соответствующими штрихованными вели­
чинами.

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Поскольку постановка задач для интерферо­

метра и свободной границы аналогичны, рассмо­
трим вначале случай свободной границы. Для ме­
ханических величин должны быть заданы усло­
вия на торцах слоя (х3 = 0 и х 3 = /,). Первое из них
в плоскости (л‘з = /,) или х\ = 0 относится к падаю­
щей волне. Предполагается, что в этой плоскости 
задается пучок с гауссовским профилем и выпол­
няются следующие условия:

/ , ( 0) = 1 , = р , о ,(0) = О,
dz\

(36)

F = 2 L 
а

Уравнения (32)-(34) будем решать с граничны­
ми условиями (36). Для отраженной волны гра­
ничные условия заданы в плоскости х3 = 0, в кото­
рой предполагается, что о 32 = а 3! = а 33 = 0. В наи­
высшем порядке эти уравнения расщепляются, 
так как ограничиваемся изучением пучка квази- 
продольных волн. В наивысшем порядке условие 
а 33 = 0 дает

В наивысшем порядке автоматически выполня­
ется условие а 31 = а 32 = 0.

Поступая аналогично [12, 13], можно получить 
для параметров пучка в плоскости х3 = 0, т j = /, с\
следующие условия:

Уравнения (32)-(34), написанные для отражен­
ной волны, следует решать с граничными услови­
ями (38). Из второго условия (38) следует, что 
всюду г, = г2.

В случае интерферометра условие (36) имеет 
место для падающей волны. Вместо условия (37)
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будет и3 = 0. Условие (38) остаются в силе, только 
первое равенство заменяется на Ьх = Ь2.

УРАВНЕНИЕ БЕЗРАЗМ ЕРНОЙ 
ШИРИНЫ ПУЧКА 

ДЛЯ НЕПРИОСЕВЫХ ЛУЧЕЙ

Уравнения (32)—(34) получены для приосевых 
лучей приравниванием нулевой и второй степени 
радиальной координаты. Более общий подход 
для неприосевых лучей состоит в выборе уравне­
ний (32) и (33), имеющих место на оси пучка, а вза­
мен уравнения (34) берется интегральный закон 
сохранения, следующий из уравнения (29). В слу­
чае к2 = 0 этот метод был применен в [18], где по­
казано, что решение имеет такой же вид, что и 
для приосевых лучей, только коэффициент к, за-

к,меняется на — , что лучше отражает характер

численного решения уравнения Шредингера. Для 
к2 Ф 0, когда учитывается нелинейное поглоще­

ЭЛ* *ние, умножаем уравнение (29) на -, где А ,*
Эх,

комплексное сопряженное А,. Умножим сопря-
дА ]

женное для (29) уравнение на —т  , сложим эти
Эх,

два уравнения, проинтегрируем их по цилиндри­
ческим координатам г и 0. Тогда для случая осе­
симметричной задачи получится

L d
2 dx\ JQЭЛ

о

к
Л rdr

/

= IK
1

о

ЭЛ *

эх; Л Г
Эл | 
Эх',

V

rdr.

т

Подставляя значение Л 1? как в (30) и используя 
(32), (33), можно получить вместо (34) следующее 
уравнение:

/ '/  = / ;  +
ь \к2 у '
4а/,) / ; г / а  | ь ' к л ,

LV
2 4

а  г,
о 2 2
2г ,а

л  2,  4\Зк26 ,

2 а /

.-3 К2&| „-2
/ .  + -ГГ1/а I

^[2v + (/i)2(4/, )■'] + ——
-  2 . 45к 2 b \v

а / - 2а  - f

(40)

,  L  ,  2 \ г , 2 г -4 -2 -3
+ 1 -  + * А  L k A / i г, а
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Полученное уравнение (40) следует решать 
при граничных условиях (36) и (38) численно. По­
скольку численное решение уравнений (40) и (34) 
имеют одинаковую трудность, предпочтительно 
решать более точное уравнение (40). В предполо­
жении «малой и большой диссипации можно пола­
гать во всей фигурной скобке к2 = 0. При этом по­
лучится совпадение с (34), только в последнем

Kiследует заменить к, на —

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ БЕЗРАЗМ ЕРНОЙ ШИРИНЫ ПУЧКА 

ДЛЯ ПРИОСЕВЫХ ЛУЧЕЙ
Решение уравнения (34) будем искать в случае 

слабого и сильного поглощения. В первом случае 
vx, и vx2 малы и экспоненты, входящие в к, 2, мож­
но считать равными единице. В случае сильного 
поглощения экспоненты можно считать нулями и 
задача будет линейной. В обоих случаях сильного 
и слабого поглощения второе слагаемое в правой 
части уравнения (34) можно отбросить.

С учетом вышесказанного, решение (34) с ус­
ловиями (36) для М  < 0 и М  > 0 имеет вид

,2 М , г 2 . . Л  , F V
/ 1 = —----- + (F + М)[ х, + —------- ,

F~ + М  V F + М '

Для отраженной волны с учетом граничных усло­
вий (38) решение (34) имеет вид

А  =
т у

И "+ F , / i ( 0)]2 + . 2  М  _2
F i + M f t (0)

где

Ei = d f №
dx t * , -i м -i

X =  - X 3 C } , X =  x 3 c ]

Таким образом, получены решения узких пуч­
ков в волноводах, позволяющие изучить их фоку­
сирование.

Акустические характеристики пористых сред 
и силы, действующие на сферический объект, в 
осесимметричном волновом поле изучены в ста­
тьях [19, 20].
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Nonlinear Waves in a Solid Viscous Medium with Cavities
A. G. Bagdoev and A. V. Shekoyan

Propagation of nonlinear waves in both a semi-infinite solid viscous medium containing cavities and a layer is 
studied with allowance for geometric, physical, and cavity nonlinearities. Three-dimensional evolutionary 
equations are derived and three-dimensional soliton solutions for the media with dispersion and dissipation are 
found. Nonlinear modulation equations for one-dimensional and diffraction problems are derived. Analytical 
solutions for paraxial and nonparaxial rays in the case of narrow beams are obtained.
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