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Представлена математическая модель деформирования зернистой среды с вязкими прослойками в 
контактах зерен, приводящая к “возмущенному” уравнению sin- Гордона. Предположение о пропор­
циональности силы сопротивления шероховатых поверхностей контакта зерен квадрату скорости 
течения вещества прослойки позволяет получить точное аналитическое решение в виде уединенной 
сдвиговой волны. Представлены результаты расчетов зависимости скорости уединенной волны от 
параметра трения, вязкости вещества прослойки и отношения толщины к длине прослойки. Пока­
зано, что скорость уединенной волны всегда меньше скорости поперечной сейсмической волны.

Из экспериментов [1,2] и теории [3,4] известно, 
что зернистые среды обладают сильными нели­
нейными свойствами, основной причиной которых 
являются микротрещины и границы зерен. По­
этому при описании нелинейных акустических 
волн в зернистых средах особое внимание уделя­
ется контактным взаимодействиям и связанным с 
ними эффектам, не находящим объяснения в ли­
нейной теории упругости. Отсюда и появляется 
необходимость построения и исследования новых 
математических моделей деформирования зернис­
тых сред. Наибольший интерес в этом смысле вы­
зывают случаи, когда “классические” нелинейные 
уравнения, аналитические решения которых хоро­
шо изучены в различных областях физики, возни­
кают как реалистические модели генерации и рас­
пространения сейсмоакустических волн в зернис­
тых средах [5-7 и др.]. Одним из таких уравнений 
является впервые полученное при описании дисло­
каций в кристаллах [8] уравнение sin- Гордона, ус­
пешно использованное затем в теории ферромаг­
нетизма, квантовой оптике, физике элементарных 
частиц. Однако для зернистой среды уравнение 
sin- Гордона построено совсем недавно [9, 10] при 
математическом моделировании сейсмических и 
деформационных процессов, обусловленных мик­
ровращениями зерен (блоков).

В предлагаемой работе рассмотрено форми­
рование уединенных волн при сдвиге (межзерно­
вом скольжении) в зернистых средах с диссипаци­
ей в контактах зерен, приводящем к “возмущен­
ному” уравнению sin- Гордона.

Зернистая среда представляет собой соприкаса­
ющиеся друг с другом зерна, в контактах которых 
находятся шероховатые поверхности, а в проме­
жутках между ними -  вязкая прослойка (рис. 1а). 
Схема смещения слоев при межзерновом скольже­
нии и изменения контакта зерен при сдвиге пока­
зана на рис. 16, 1в, где введены обозначения: 5 -

толщина межзерновой прослойки, d -  диаметр 
кругового контакта, а — расстояние между центра­
ми зерен, г -  радиус зерен, щ -  смещение i-го зерна.

Рассмотрим баланс сил, действующих на зерна 
в процессе деформации среды. На отдельное i-e

(а)

Рис. 1. Схема смещения слоев и изменения контактов 
зерен при сдвиге, а -  контакт реальных зерен; б -  рав­
новесное состояние кубической упаковки зерен; в -  
изменение геометрии контакта.
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зерно при взаимодействии с ближайшими сосед­
ними зернами i -  1 и / + 1 при сдвиге действует си­
ла упругости/упр = Dri(u, + 2ut + щ ,), где Dti -  тан­
генциальная контактная жесткость. Медленные 
изменения величины смещения «, от одного зерна 
к другому допускают замену дискретного значе-

duAx)
ния Uj на непрерывное, когда ui+l-  w, =

• d x;
&х +

+ ут---- ^(Дг)2. Учитывая, что смещение зерен
dxj

кратно периоду цепочки Ах = ау для силы упруго-
и-

сти получим/упр = a2 Dti— . Вклад силы тяжести
э.г;

через периодический потенциал 1/(иЛ = А 1 -

и

Усопр 2
J 9= г к г ' -  — , где ц -  вязкость вещества про-

-  cos27t— I, описывающий воздействие неподвиж­
на

ного нижнего слоя 2 на i-e зерно прилегающего 
смещающегося верхнего слоя 1 (рис. 1в), по анало­

гии с [8] запишем в виде/т -  = - 2 л -  8ш2л— ,
ди, а а

А = m,gh, где /и,- -  масса /-го зерна; g -  ускорение 
свободного падения; И -  расстояние от центра 
масс верхнего слоя до границы раздела слоев. Си­
ла сопротивления двух зерен с гладкими парал­
лельными контактными поверхностями течению 
пленки с изменяющейся толщиной равна [11]:

3 ,[id5  
6 dt

слойки. При сдвиге равновесная кубическая упа­
ковка переходит из состояния I (рис. 1 б) в состоя­
ние II (рис. 1в). Толщина прослойки при этом 
уменьшается, а ее сечение принимает форму па­
раллелограмма. Из геометрических построений

(рис. 1в) следует, что tgy = ( г -  + ^  .

VОткуда 5 * 2 -  щ и выражение для силы сопротив­

ления течению пленки при относительном сдвиге

слоев зерен преобразуется к  виду/сопр = .

Динамика зерен массой т „  движущихся с уско­
рением Э2 u,/dt2, определяется уравнением (индекс 
“Г в дальнейшем опускаем)

тд \  
дГ

2 j^d ‘u n А . и 3Яг3, ди = a D,—- -2 к -$ т 2 % -------U)
дх а а db ^ д  t

иВведение новой переменной Ф = 2тс- дает
а

гЭ“Ф тЭ2Ф ( 2 к \  А . 3п /  ЭФ
°  = Ы  Д ' |ЛФ + ^ Э 7 -дх '

(2)

Если в (2) перейти к безразмерным координатам
a D ,s л  яа>0

S =  — х,г\ = ----ар р
г, р 2 =

4А
2 D,

СОп = — , то можно т
получить “возмущенное” уравнение sin- Гордона

ЭФЭ2Ф Э2Ф
Э^2 Эту

= sinO + a
Эл ■

(3)

Диссипативный член в уравнении (3) следует ви­
доизменить, так как при относительном движе­
нии границ реальных зерен (рис. 1а) течение 
пленки в контакте между ними будет, вероятно, 
сильно отличаться от плоского течения Куэтта 
ввиду того, что шероховатые поверхности зерен 
должны способствовать развитию турбулентнос­
ти. Течение в пористых насыщенных средах при 
реальных перепадах давления определяется зако­
ном Пуазейля. При ламинарном течении выпол­
няется простое линейное соотношение между 
максимальной и средней скоростью потока, а при 
переходе к турбулентному движению можно вос­
пользоваться разложением f conp(v ) по степеням v  
(как это проделано, например, в [12]). Тогда стано­
вится допустимым физически обоснованное пред-

2

положение / с»пр
ЭФ \ 
Эт| J . Полагая а -  а0 ЭФ

Эт1
9 яЦо ЭФ

dBp(gh ) ' 1 2 Эл
, где р, -  плотность материа­

ла зерен, перепишем (3) в виде

Э2Ф Э2Ф . . (ЭФ'
э^2 Эл- ^ЭЛ

(4)

Возбуждение турбулентности при пуазейлев- 
ском течении начинается с Re > ReKp = 103. Крити­
ческое значение числа Рейнольдса ReKp в данном 
случае выражается отношением двух характер­
ных пространственных масштабов -  полутолщи-

„ 6ны прослойки -  и толщины ламинарного под-

_
'кр 4^2/.

слоя I [13]: Re, . Толщина ламинарного
j

5.- v±H
подслоя равна — — , где Re* = -----  (v

1 V
кинема­

тическая вязкость жидкости; V* -  средняя по се­
чению канала шириной 2Н скорость течения), а
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величина 5 в режиме развитой турбулентности со­

ставляет 7.8. Отсюда следует, что I = - -- - - - ,2v*p а
з9/V*pd

4 l Ii s  )  pv*
поддержания турбулентного режима, при кото-

> 103 или d > . Таким образом, для

ром справедливо соотношение / с ЭФ и
сопр ^ Л

приемлемо уравнение (4), необходимо выполне­

ние условия d > . Подобную же оценку можно

получить из формулы Стокса для сопротивления 
потоку при обтекании шара [14]: / сопр =

/  3 rv *P'
= 6nnv»'\l+-— второе слагаемое в которой

является поправкой Осеена на распределение ско­
ростей при больших расстояниях (х > p/pv*) от об-

' 3 rV*P 8 цтекаемого тела. В случае - — — 1 или г>  -  ^
в р. Зру*

также имеем/сопр ~ V* . Диаметр d  кругового кон­
такта зерен обычно не превышает радиус зерен г,

^ , 60р ч 8 рт.е. г > d, поэтому условия d  > —-  и яв-
Pv *  Зру *

ляются совместимыми.
Уравнение (4) аналогично уравнению, описы­

вающему динамику отдельного флюксона в джо- 
зефсоновской линии передачи с диссипацией ! 15]. 
При выборе решения в форме бегущей волны

Ф = Ф(т) = Ф(£, -  Рд), Р = ^ (гг -  1)|/2 (р -  безраз­

мерная скорость, п -  некоторая постоянная разде­
ления, превышающая единицу) [16], из (4) следует

Э2Ф а 0р л/ф л sinФ
Эт

Учитывая, что

l _ p 2U x 1 - Р V (5)

d
dx2 2dФ \dx  

(5) можно получить в виде [15]

Ф = arcsina0 +

1 d (d<S> . кi —  I , общее решение

+ 4 arctg < exp (  G
1/2

О

|_+ 2схоР

2 а

С*-*о)
(6)

а 0 = о
1/ 2 '

[(1 “ Р”)~ + 4аоР2]

Рис. 2. Форма уединенной волны деформации |v| при 
различных значениях параметра п.

Считая, что произвольная постоянная т0 = 0 и воз­
вращаясь к физическим параметрам исходного 
уравнения (1), запишем решение (6) и его произ-

ди , ,водную = v(x, t): 
ot

Ф , 0  = ^ a rc s in { 2 a 0(n2- l ) x 2} +

2 a+ —  arctg exp * -  Vaf
(7)

v ( J e  0  =

( ’ oco0 “
sec

-  Vttt
(8 )

-1/4
X = [1 + 4 a o « 2(n2- l ) ]  , У  = Va = xV ,

1/2 2 ]/2

\m  J n = v (* - Q
. n

1/2

A =
a G)0

1/ 2 '
2 nn(gh)

Из (7) видно, что при отсутствии трения (а 0 = 0) в 
контактах зерен, обусловленного наличием про­
слойки, решение уравнения (4) совпадает с реше­
нием стандартного уравнения sin- Гордона, к ко­
торому приводит и модель Френкеля-Конторо- 
вой [8].

Полученные результаты можно интерпрети­
ровать следующим образом. При сдвиге, т.е. от­
носительном смещении слоев (1 и 2) зернистой 
среды, возникает поперечная волна со скоростью

Vs = а (— Кт

1/2

распространяющаяся перпендику-
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Va, м/с

Рис. 3. Зависимость скорости уединенной волны Va 
от параметра трения Оф и отношения толщины к дли­
не вязкой прослойки X.

V, м/с

Рис. 4. Влияние параметра п  на скорость сдвиговой 
волны V  при различных состояниях контактов.

Ign

Рис. 5. Зависимость скорости сдвиговой волны Va  от 
вязкости межзерновой прослойки ц.

лярно смещению. Профиль колебательной ско­
рости '‘массовой'* частицы v имеет форму солИто­
на (8) (рис. 2), движущегося с постоянной скоро­
стью деформации Va (при наличии смазки в 
контактах зерен) или V (при отсутствии смазки). 
Причем, скорость солитона всегда меньше скоро-

2 "2 
v  о г - 1 )сти поперечной волны, так как — = ----------— ,
V, п

п>  1. В [17] также отмечено, что при обычных 
режимах стационарного напряжения скорость 
разрушения (предельный случай деформации с 
максимальной скоростью) не может превышать 
скорости волны Рэлея, близкой по величине к 
скорости поперечной волны. Полуширина соли- 
тона соответствует в данном случае величине 
средней подвижки.

На рис. 3 представлены результаты расчетов 
зависимости скорости сдвиговой волны Va от вели­
чины параметра трения Oq и отношения толщины

g
5 к длине d  вязкой прослойки X = -  . При вычисле­

ниях здесь и далее (если это специально не огово­
рено) были использованы величины, характерные 
для песчаников Береа и Форт Унион [18, 19]: рл. = 
= 2.65 х  103 кг/м3, D, = 1.67 х 106 Н/м, 2г = а = 3 х 
х К)"4 м, g = 10 м/с, h = 6 х 10-4 м, (1 = 10-4 м, 5 = 
= 10"7-10~9 м, р = 10“3 Па с. Существенное влияние 
параметра п на скорости Va и V показано на рис. 4, 
из которого следует что скорость уединенной 
сдвиговой волны при наличии межзерновой 
пленки (воды) толщиной 5 = 10~7 м уменьшается 
в 20-60 раз по сравнению со случаем “сухих” кон­
тактов, для которого vv = 2 х 103 м/с. Однако ос­
новной причиной изменения Va тем не менее яв­
ляется вязкость вещества межзерновой прослой­
ки (рис. 5). При вариации вязкости прослойки от 
10“3 до 10: Па с скорость сдвиговой волны Va, т.е. 
скорость движения солитона V, понижается на 
3 порядка. Величины Va и р связаны соотношени­
ем Va ~ р~ш. Для крупнозернистых песков и пес­
чаников с размером зерен /* = КИ-Ю"2 м и вполне 
реальной скоростью течения водяной пленки V* =

= 10“2— 10 м/с значения d = г/2 = 5 х 10'3-5  х  10-5 м 
попадают в интервал, ограниченный областью

60рприменимости \d>
pv*

предложенной модели

деформирования зернистой среды. Лаборатор­
ные измерения критической скорости v*c в образ­
цах неоднородных материалов, при достижении 
которой совершается переход в турбулентный 
режим, дают v*c = 0.2-0.4 м/с [12].

Наблюдение уединенных сдвиговых волн 
возможно в экспериментальных исследованиях 
скольжения по существующему в образцах гор-
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ных пород шероховатому разрыву, которым мо­
делируют подвижку с трением в качестве меха­
низма землетрясения.

Таким образом, получено нелинейное уравне­
ние типа “возмущенного" уравнения sin- Гордона, 
описывающее деформационный процесс в зерни­
стых средах с вязкими прослойками в контактах 
зерен и показано, что состояние контакта зерен 
оказывает сильное влияние на амплитуду и ско­
рость уединенной сдвиговой волны.

Автор признателен И.Б. Есипову за критичес­
кие замечания и полезные советы.
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Solitary Shear Waves in a Granular Medium
'  ̂ V. G. Bykov

A mathematical model describing the deformation of a granular medium with viscous interlayers in the grain 
contacts is presented. The model leads to a perturbed sin- Gordone equation. The assumption that the resistance 
force of the rough surfaces of grain contacts is proportional to the squared velocity of the interlayer flow alows 
one to obtain an exact analytical solution in the form of a solitary shear wave. The dependences of the solitary 
wave velocity on the friction parameter, viscosity of interlayer material, and ratio of the layer thickness to its 
length are calculated. It is demonstrated that the velocity of a solitary wave is always less than the velocity of 
a transverse seismic wave.
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