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Получена осредненная система гидродинамических уравнений в лагранжевой и эйлеровой системах 
координат для описания длинных линейных волн в структурированной среде. Природа длинновол­
нового воздействия различна на разных масштабных уровнях. На микроуровне поведение среды 
подчиняется термодинамическим законам, а на макроуровне -  выражается в волновом движении 
для средних характеристик. Построено эволюционное уравнение с учетом слабой нелинейности, 
обусловленной структурой. Доказано, что структура среды всегда приводит к увеличению нелиней­
ных эффектов при распространении длинных волн.

1. ВВЕДЕНИЕ

Многие природные среды обладают естествен­
ной внутренней структурой. Недавние экспери­
ментальные исследования показали, что внутрен­
няя структура среды влияет на волновые движения 
[1-7]. Присутствие неоднородности усложняет 
проблему и, в то же время, проявляется более пол­
но при распространении нелинейных волн. К нели­
нейному проявлению волновых процессов в при­
родных средах можно отнести такие явления как, 
например, (а) солитоноподобные свойства P -вол­
ны [8], и (б) увеличение нелинейных эффектов в 
структурированных средах по сравнению с одно­
родными [3-7].

Модели различной степени сложности исполь­
зуются для описания волновых процессов в гете­
рогенных средах. Традиционно считалось, что 
возмущения с длиной волны А., значительно пре­
восходящей структурные неоднородности е', рас­
пространяются в ней, как в однородной. В рамках 
механики сплошной среды известная идеализа­
ция реальной среды с помощью однородной поз­
волила достичь значительного успеха при описа­
нии волновых процессов (см., например, [9-11]). 
На акустическом уровне структуру среды удается 
учесть в рамках моделей однородной среды с опре­
деленными дисперсно-диссипативными свойства­
ми [12,13]. Континуальные модели также приме­
няются для описания нелинейных волн [14—17]. На 
этом уровне среды моделируются в рамках упру­
гих, вязко-пругих и упруго-пластических одно­
родных сред [15, 18]. В этих случаях структура 
среды учитывается косвенно через кинетические 
параметры (время релаксации, коэффициенты 
вязкости и т.п.) [5, 6, 9, 14—18].

Методами классической механики сплошной 
среды [19] и статистической физики [20] обосно­
вана модель взаимопроникающих континуумов, 
созданная для описания динамического поведе­
ния многокомпонентных сред. Фундаментальное 
предположение в теории смесей [14] совпадает с 
предположением в модели взаимопроникающих 
континуумов [19]; а именно, что каждый микро­
объем d v  содержит в себе частицы, принадлежа­
щие каждому компоненту. Уравнения движения, 
записанные для каждого компонента, включают 
члены, описывающие массовое, силовое и тепло­
вое взаимодействия между компонентами. Про­
блема усложняется необходимостью привлекать, 
в общем случае, экспериментальные данные для 
установления теоретических соотношений между 
макропараметрами на уровне взаимодействия 
компонент. Обзор и применение различных мо­
делей для описания волновых процессов в смесях 
изложены в монографии [14].

0

Во всех вышеупомянутых моделях исполь­
зовался формализм механики сплошной среды. 
В этом случае исходят из принципа локального 
действия, а также из обобщения законов механи­
ки, относящихся к точке массы, на сплошную 
среду [10].

Когда осуществляется переход от интеграль­
ных уравнений сохранения к дифференциаль­
ным, то предполагается существование диффе­
ренциально малого микрообъема dv. С одной 
стороны, этот объем настолько мал, что можно 
распространить законы механики точечной мас­
сы на весь микрообъем, а, с другой стороны, мик­
рообъем, хотя и мал по сравнению с целым объе­
мом занятым средой, содержит так много струк­
турных элементов среды, что, в этом смысле, он
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может быть рассмотрен как макроскопический. 
Таким образом, переход к дифференциальным 
уравнениям сохранения основывается на предпо­
ложении малости микроструктурных масштабов е' 
по сравнению с характерным макроскопическим 
масштабом течения X, при этом должен быть сде­
лан предельный переход ё / Х  — ► 0. Стягивание 
объема civ к точке, в общем случае, правильное 
для непрерывных функций [10, 14]. Это означает, 
что все точки внутри дифференциально малого 
объема эквивалентны. Поэтому эквивалентность 
точек в микрообъеме подразумевает, что должны 
использоваться осредненные по d v  характеристи­
ки волнового поля. Следовательно, предполага­
ется, что уравнения движения могут быть записа­
ны в осредненных характеристиках таких как 
плотность, массовая скорость, давление, которые 
приписываются каждому компоненту отдельно. 
Необходимо отметить, что в этих моделях разме­
ры компонентов явно не содержатся.

Применение моделей однородной среды к опи­
санию динамических волновых процессов в 
структурированной среде встречает некоторые 
принципиальные трудности [1,2, 6, 18]. В данной 
работе структура среды будет учтена на макро­
уровне. Мы отказываемся от предположения, что 
дифференциально малый объем Л/содержит все 
компоненты среды, хотя и будем рассматривать 
длинноволновые приближения, когда длина вол­
ны Л. много больше, чем характерная длина 
структуры среды £'. Отдельно взятый компонент 
структурированной среды, как предполагается, 
моделируется однородной средой (дифференци­
ально малый объем Шу м н о г о  меньше, чем харак­
терный размер отдельного компонента). Строгий 
математический анализ методом асимптотичес­
кого осреднения [21-23] показывает, что структу­
ра среды непосредственно влияет на нелинейные 
волновые процессы даже для возмущений с дли­
ной волны, во много превосходящей размеры не­
однородностей. Математическая формулировка 
этого утверждения означает, что система осред­
ненных уравнений не выражается в осредненных 
характеристиках (давление, массовая скорость, 
удельный объем), и содержит члены с характер­
ным размером отдельных компонент.

Настоящая работа посвящена анализу слабой 
нелинейности, связанной со структурой среды, 
при распространении длинноволновых возмуще­
ний. Для описания волновых процессов в средах с 
микроструктурой используется асимптотическая 
осредненная модель [24-30]. Доказано, что толь­
ко на акустическом уровне с помощью дисперс­
но-диссипативных свойств среды удается описать 
распространение длинных волн, и только в этом 
случае динамическое поведение среды моделиру­
ется в рамках однородной релаксирующей 
[26, 30]. В то же время длинная волна конечной 
амплитуды откликается на структуру среды так.

что поведение структурированной среды не мо­
жет моделироваться однородной средой. Важным 
результатом, предсказанным этой моделью, яв­
ляется увеличение нелинейного эффекта при рас­
пространении волны конечной амплитуды в сре­
де с микроструктурой, даже если отдельные ком­
поненты среды описываются линейным законом.

2. СИСТЕМА ОСРЕДНЕННЫХ УРАВНЕНИЙ
Элементарными неоднородными средами, 

для которых может быть проанализировано 
влияние структуры, являются среды с регуляр­
ной структурой. Закономерности распростране­
ния длинноволновых возмущений исследуются 
на примере периодической среды при условии 
равенства как давления, так и массовых скоро­
стей на границах соседних компонентов. Пред­
полагается. что элемент микроструктуры среды 
£ достаточно большой, так что для него приме­
нимы законы классической механики сплошной 
среды. Среда баротропная. Периодически изме­
няющимися свойствами считаются такие свойст­
ва невозмущенной среды как удельный объем V = 
= р"1, скорость звука с (хотя это предположение 
в окончательном результате, как оказывается, 
несущественно для длинных волн). Мы использо­
вали гидродинамический подход и рассмотрели 
среды без касательных напряжений. Это ограни­
чение оправдано при моделировании нелиней­
ных волн в водонасыщенном грунте, пузырько­
вых средах, аэрозолях и т.п. Рассмотрение может 
быть распространено на твердые тела при изуче­
нии мощных нагрузок в условиях, когда можно 
пренебречь прочностными и пластическими свой­
ствами материала [31].

В лагранжевой системе координат (т -  массо­
вая пространственная координата) уравнения пло­
ского одномерного движения для каждого элемен­
та среды регулярной структуры имеют вид

ЭУ ди 
Эг дт

, др _ л
Э/ дт

Обозначения общепринятые. Условиями согласо­
вания являются равенства массовых скоростей, а 
также давлений на границах компонент. Для каж­
дого компонента известны уравнения состояния

dp = с" dp.

Одним из путей изучения такой неоднородной 
среды является метод асимптотического осредне­
ния уравнений с быстроосциллирующими коэф­
фициентами [21-23]. Суть асимптотического ме­
тода состоит в применении метода многих мас­
штабов в сочетании с методом пространственно­
го осреднения. Малым параметром задачи явля­
ется £ = ё/Х. В соответствии с методом массовая 
пространственная координата т разбивается на
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две независимые координаты: медленную -  s и 
быструю -  q, при этом

т = s + е£, _Э_ _ Э_ -1_Э
Эт ds + £ 3q (3)

Медленная координата s соответствует гло­
бальному изменению волнового поля и является 
константой на всем периоде, в то время как быст­
рая переменная ^ отслеживает изменения поля на 
периоде структуры. Зависимые функции р , и, V 
представляются в виде степенного ряда по перио­
ду структуры например,

p (m ,t)  = p i0 \ s , t , t , )  + £ p " \ s , t , ^ )  + 

+ e V 2)(s, t, £) + ....
(4)

Функции /7(/), и(/), V,/) считаются однопериодичес­
кими по

Докажем, что р{0) = p(0)(s, /), р(|> = р(|)0 , /), м(0) = 
= /./(0)О, 0 не зависят от быстрой переменной 
Действительно, после подстановки (3), (4) в на­
чальные уравнения движения (1), имеем

- г

+ 8

/л«/(°) -Ч (0)о (с)У ди дит
+ £ V dt ds г

\ ( d v C ] )
1 о>ди э « Л  + п

1 dt ds ‘ ъ % Г

Эр(0) 0
к  + £

f d  ит  
1 Эг

1 <°> 
Л  +О S

dp11*  
^  у1-

+ 8и д и П) д р 0 ) , д р т -
Э г + ds

+
к

+ ... = 0.

Согласно общей теории асимптотического ме­
тода коэффициенты при разных степенях 8 долж­
ны независимо друг от друга равняться нулю. Та-

Л (0)
ким образом, в порядке 0(8~') имеем ^  = 0,

ди(0)
= 0, т.е. р (()) = /7 <0)(л ', t) и и{{)) = m <0)(.v, t) не зависят

от Эти свойства можно записать в виде (м(0)) = 
= w(0>, (р(0)) = /?(0). В порядке 0(8°) должно быть

a v (0) э«(0) д м(,)
д i ds

э , / 0) дРт -V <0 
+ др

dt + ds 3q

= о,
(5)

Теперь применим процедуру осреднения, что 
возможно только в лагранжевых массовых коор­
динатах, поскольку период при этом не зависит 
от волнового движения. По определению (•) =
= (•)<$;. Здесь используется условие нормиров­

ки J(' dt, = 1. Поскольку р0) и н(|) являются перио-

Эр(1)\  п /  Эн , А
дическими, то интегралы \ у Г  7 = 0, \ - щ - ) = и.

После интегрирования уравнений (2), (5) по пе­
риоду структуры с одной стороны, имеем ос- 
редненную систему уравнений [24—30]

о

3<vw > э«"" _ п ди"” дР"” _
д I д S ’ дг + д S

(0) ( 0 ) (0 )

( 6)

d {У(0>> = ( V(0)) dp , (7)

i  («>. о р  Аа, с другой, -  получаем ■ = 0 как результат вы-

читания второго уравнения (6) из второго уравне­
ния системы (5). Это означает, что р(Х) также не 
зависит от В отличие от величин и{0\  р(0), р{ 0 ве­
личина У0} -  функция от В дальнейшем мы ог­
раничимся только нулевым приближением, верх­
ний индекс 0 опустим.

Осредненная система уравнений (6), (7) явля­
ется интегродифференциальной и в общем слу­
чае не сводится к осредненным характеристикам 
р, и, {V).

Вывод уравнений (6), (7) проведен для строго 
периодической среды. Однако можно показать, 
что для сред с квазипериодической структурой 
уравнения (6), (7) также будут справедливы. Дей­
ствительно, давление р, массовая скорость и -  по­
стоянные величины на всем периоде структуры. 
Структурный элемент движется как единое целое 
(и = const). На микромасштабе ^ нагрузка на­
столько медленная, что в микрообъеме успевает 
произойти выравнивание давления, внутренняя 
структура изменяется и наступает механическое 
равновесие (р = const). Поэтому действие является 
однородным (безволновым) на всем периоде 
структуры среды. Поведение среды на этом ие­
рархическом уровне подчиняется только термо­
динамическим законам.

На макроуровне поведение среды описывается 
законами волновой динамики (6) для средних ха­
рактеристик w, р , (V). Однако имеется влияние 
структуры среды на волновые движения и это про­
исходит но следующей причине. Согласно уравне­
нию (7) изменение среднего удельного объема (V) 
не соответствует изменению удельного объема 
для однородной среды в процессе нагружения. Та­
ким образом, изменение внутренней структуры 
влечет определенное изменение среднего удельно­
го объема (V) и, в конечном результате, структура 
среды проявляется на макроуровне 5 в волновом 
движении, несмотря на то, что уравнения движе­
ния (6) записаны для средних величин и, р, (V).
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С математической точки зрения в нулевом 
приближении по е размер периода бесконечно 
мал (е — ► 0). Это значит, что местоположение 
отдельных компонентов в периоде не имеет ника­
кого значения. Система уравнений (6), (7) не из­
меняется, если в элементарной ячейке менять 
расположение слоев или их дробить. Следова­
тельно, уравнения (6), (7) описывают поведение 
любой квазипериодической (статистически неод­
нородной) среды, имеющей на уровне микрост­
руктуры одно и то же массовое содержание ком­
понентов безотносительно к местоположению 
вещества по объему ячейки.

Представленная асимптотическая осреднен- 
ная модель обосновывает односкоростные кон­
тинуальные модели. В частности, хорошо извест­
ная модель многокомпонентных сред Ляхова [17] 
получила строгое математическое подтвержде­
ние [27, 29, 30].

Метод численного решения системы уравне­
ний описан в [24-26]. В этом методе шаг интегри­
рования ограничен длиной волнового возмуще­
ния, а не периодом структуры. Главная начальная 
вычислительная проблема, связанная с малостью 
шага интегрирования, была успешно преодолена, 
при этом система осредненных уравнений может 
быть решена на больших расстояниях в течение 
приемлемого машинного времени. Мы разрабо­
тали пакет программ для компьютерного реше­
ния системы уравнений.

3. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
В ЭЙЛЕРОВЫХ КООРДИНАТАХ

Во многих задачах удобно использовать запись 
уравнений (6) в эйлеровой системе координат. 
Осредненные уравнения движения (6) удается пе­
реписать в таких независимых переменных в силу 
того, что они представлены в средних характери­
стиках и, р, (V). Обратим внимание на то обстоя­
тельство, что непосредственное применение 
асимптотического метода осреднения в эйлеро­
вой системе координат неправомерно ввиду непо­
стоянства размеров микроструктур.

Найдем преобразования между независимыми 
переменными в эйлеровой (х, tF)  и лагранжевой 
(5, /) системах [26, 30]

х  = х (х у /), tE = t. (8)
Важным является то обстоятельство, что ско­
рость и не изменяется на периоде и, следователь­
но, можно говорить об осредненной траектории 
частицы. Осредненная эйлерова координата х для 
конкретной частицы (не траектория) изменяется 
со временем

ш ,  -  “ <s- ')■ <9>

Это соотношение является определением медлен­
ной эйлеровой координаты .г. Кроме того, с изме­
нением 51 изменяется .г, т.е. преобразование (8) не­
обходимо записать в дифференциальном виде

dx = Ads + udty tE = t. (10)

Согласно физическим представлениям ясно, что 
местоположение частицы однозначно определя­
ется самой частицей и временем. Математически 
это означает, что dx в (10) является полным диф­
ференциалом, поэтому должно быть

ЭЛ _ Эи 
Э t Э s'

Это условие удовлетворяется, если А = (V), по­
скольку оно переходит в уравнение непрерывнос­
ти (6).

Итак, получено преобразование между лаг­
ранжевой и эйлеровой системами координат

dx = (V)ds + udt, tE = t. (11)

Частные производные при этом изменяются по 
формулам

Э 
Э t

Уравнения движения (6) в эйлеровой системе ко­
ординат примут вид (индекс Е опускаем)

Э(У)-1 Эи(У)-' 
Э/ dx

+ ( V ) fx = 0.(12)

Удобно определить быструю эйлеровую коор­
динату £ как

■э^ _ _Р _
э ц  "  (КО

(13)

Отметим, что средняя плотность р в эйлеро­
вых координатах есть величина, обычно исполь­
зуемая для плотности [26],

1 1
( V )  = = Р " 1.

о О
Именно эта величина определяется эксперимен­
тально. В то же время средние значения р  и и в 
обеих системах отсчета совпадают.

Осредненные уравнения движения в лагран- 
жевых, также как и в эйлеровых координатах 
аналогичны по виду записи с уравнениями для од­
нородной среды в соответствующих координатах. 
Существенно различаются только уравнения со­
стояния (2) и (7). Именно в (7) отражена структу­
ра среды. Как будет показано, член (VVc2) вносит 
дополнительную нелинейность.
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4. НЕЛИНЕЙНЫЕ э ф ф е к т ы  
В СРЕДЕ С МИКРОСТРУКТУРОЙ

Введение эффективной средней скорости зву­
ка по формуле

C e f f  “
< v >

( V2 /c2)
(14)

приводит нас к традиционной записи системы 
уравнений. Однако, ceff не является осредненной
характеристикой, т.е. c]ff * (с2). Очевидно, что
структура среды вносит определенный вклад в 
нелинейность. Действительно, если даже ско­
рость звука в каждом компоненте не зависит от 
давления, с *Др), то в общем случае величина ceff 
является функцией давления.

В то же время на акустическом уровне система 
уравнений сводится к обедненным характерис­
тикам м, /?, (V), так как (И/с2>0 *ftp), а поля давле­
ния и массовой скорости совпадают в периодиче­
ской и однородной средах, если свойства согласо­
ваны условиями [24]-[26]

<V>o = V0, <W ) 0  = ( V02/c02> . (15)

В работе [30] показано, что акустические волны 
распространяются как в однородной среде, даже 
если в компонентах среды протекают релаксаци­
онные процессы.

Нормировка на средний удельный объем (V% и 
начальную эффективную скорость звука (^позво­
ляет сравнивать результаты для различных сред.

В отличие от акустических волн нелинейные 
волны даже с большей длиной волны откликают­
ся на внутреннюю структуру среды. Будет дока­
зано, что нелинейные эффекты в этих средах уси­
ливаются по сравнению с таковыми для однород­
ных сред. Мы сейчас рассмотрим эволюционное 
уравнение со слабой нелинейностью и сравним 
коэффициенты нелинейности для этих сред.

Получим эволюционное уравнение в эйлеро­
вой системе координат, учитывающее слабую не­
линейность. Прежде всего отметим, что массовая 
скорость и связана с давлением р  посредством [25]

и
и = \  J ( V 2/c 2)dp. (16)

Р о

Функциональная зависимость среднего удельного 
объема от приращения давления р = р - р 0  с точ­
ностью до членов второго порядка 0 (р2) пред­
ставляется в виде ряда

(VHP)  = W o  +
d(V)

dp
P ' + i £ m

Po 2 dp 2

Систему уравнений (7), (12) можно тогда перепи­
сать в виде

/ «л Эи /  у А  д £  _ 1 dr ( V) 
( )(1Э* У У э /  2 d p >

д- £ 1  = о 
dr U’

Р  =  Ро

Эи /1А др' «
3 7  +  < v > ° , £  =  0 -

При выводе первого уравнения использовалось
Э р  ,дисоотношение и-^-  = р  , которое справедливо с

принятой точностью 0(р'2) и вытекает из (16). 
Эволюционное уравнение для одной переменной 
принимает вид

ох
Э У  . 1 d 2 (V) 

2/ ^ 2 2 dp>2  Л-'с /о Ot
Р  =  Р о

->2 '2
= 0.(17)

Ot

В дальнейшем индекс 0, отмечающий невозму­
щенное состояние, опускаем. Рассмотрим волны, 
распространяющиеся в одну сторону. С указан­
ной точностью

v V >  э + э_ _ _  2 э
дх{ V)c dt Э*

(см., например, разд. 93 в [32]). Следовательно, 
после факторизации (17), имеем эволюционное 
уравнение в эйлеровой системе координат:

~Ш г12 /  1 А  Д п '
(18)з'pL + c V  + I /v л П Ц  d-(V ) ,др' _ 0

Ы + С‘«  дх + 2 {V>\ с> dp* P d x ~ ° -

Р  =  Р о

Коэффициент нелинейности а /7, обусловленный 
структурой среды, можно представить в таком 
виде для случая с * ftp):

а  = 1 <V>/Z-V 3/2̂ W  =  <*<“ ! £ * )  =
Р~2< Дс2/ d p 2

, - т Ш .

причем всегда ар > 0. Для однородной среды име­

ем ^  = 0 и aphom= V/c [32].

Выделяются среды, у которых величина V/c2 не 
изменяется на периоде. Они ведут себя как одно­
родные под действием волновых возмущений. О т­
дельные элементы структуры реагируют на из­
менение давления так, что относительная струк­
тура не изменяется, т.е. отношение V(£, p)/V(q, р0) 
не зависит от Эффективная скорость звука в 
этом случае является средней характеристикой

Ceff = Д Н  . И, следовательно, вся система уравне-
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ний представима в средних переменных р, и, (V), и

cfff = Г 7 )  . Для таких сред неоднородность не 
вносит дополнительной нелинейности. Такие сре­
ды ведут себя подобно однородным при распрост­
ранении нелинейных волновых возмущений.

На примере среды, скорость звука которой у 
каждого компонента не зависит от давления (с Ф 
Ф/(/?)), покажем, что структура среды в общем 
случае вносит дополнительную нелинейность. Рас­
смотрим отношение коэффициентов нелинейнос­
ти для структурированной и однородной сред, со­
гласовав их предварительно по условиям (14), (15). 
В пространстве безразмерных отнормированных 
переменных это подразумевает, что при р = р0  

имеется (V% = 1, а также <Vr2/c2)0 = 1 для сравнива­
емых сред. Поэтому

Это неравенство есть известное неравенство Ко­
ши-Шварца (см. формулы (4.6-60), (15.2-3) и 
разд. 14.2-6 в [33]). Учитывая, что V> 0, V/c2  > 0, 
докажем (19):

< v > < v V > - J Vd{ \ = J 4 x

Осталось определить условие, когда выполняется 
знак равенства. Для этого воспользуемся вектор­
ной записью неравенства Коши-Шварца (см. фор­
мулу (14.2-5) в [33])

|(а, Ь)|2 < (а, а)(Ь,Ь),
причем знак равенства реализуется тогда и толь­
ко тогда, когда векторы а и b линейнозависи­
мы: а = кЬ (к = const). В нашем случае это озна­
чает, что

vVvv1. p v- |- J  =  const-
C  V  '  'I c c

Окончательно, знак равенства выполняется тог­
да и только тогда, когда V/c2  = const. Эта структу­
рированная среда была рассмотрена выше. Для 
всех остальных сред с микроструктурой, для ко­
торых величина V/c2 изменяется на периоде, реа­
лизуется неравенство. Приходим к результату,

что в структурированной среде ар всегда больше, 
чем в однородной (а;,

Таким образом, строгий учет структуры среды 
обнаруживает нелинейные эффекты, непосред­
ственно обусловленные неоднородностью. Дока­
зано, что структура среды в общем случае вносит 
дополнительную нелинейность. В работах [27,30) 
этот эффект использован для разработки мате­
матических основ нового метода диагностики, в 
котором определяются свойства многокомпо­
нентной среды с помощью распространяющихся 
в ней длинных нелинейных волн. Природа длин­
новолнового воздействия различна на разных 
масштабных уровнях. На микроуровне поведение 
среды подчиняется термодинамическим законам, 
а на макроуровне -  выражается в волновом дви­
жении для средних характеристик.

Автор благодарен член-корр. НАН Украины
В. А. Даниленко за постоянное внимание к работе.
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Increase of Nonlinear Effect in a Medium with Microstructure
V. A. Vakhnenko

An averaged set of hydrodynamic equations in the Lagrangian and Eulerian coordinates is obtained for the 
description of long nonlinear waves in a structured medium. The nature of the long-wave effect is different at 
different scale levels. At the microscopic level, the behavior of the medium is governed by the laws of thermo­
dynamics, while at the macroscopic level it manifests itself as a wave motion for the average characteristics. 
An evolutionary equation allowing for weak structure-caused nonlinearity is obtained. It is shown that the me­
dium structure gives rise to increase in the nonlinear effects that accompany the propagation of long waves.
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