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Колебания тонкой ограниченной пластины, 
возбуждаемые гармоническим модулированным 
излучением лазера, могут представить интерес 
для дистанционной лазерной оптико-акустичес­
кой диагностики материалов, в том числе в усло­
виях, когда традиционные контактные методы 
акустической диагностики неприменимы. Напри­
мер, при высоких температурах или в агрессив­
ной среде. Исследования механизмов взаимодей­
ствия лазерного излучения с веществом также не­
редко проводятся с мишенями -  образцами, 
представляющими собой ограниченные пласти­
ны. Характеристики их колебаний могут дать по­
лезную информацию о происходящих физичес­
ких процессах [1,2].

Пусть на ограниченную тонкую пластину па­
дает вертикально ее поверхности луч лазера с 
гармонически модулированной интенсивностью. 
Будем рассматривать изгибные колебания тон­
кой пластины. Для смещений пластины w(r) напи­
шем уравнение [3]

^ A 2 + m ,^ w ( r )  = F(r). (1)

Для гармонических колебаний уравнение прини­
мает вид

(Д2- * 4)*(г) = (2)
8

где Д = д 2/ д х 2 +  д 2/ д у 2 + Э2/Э/2, г(х, у),

Eh3
8 = --------- Г ’

3 ( 1 - V 2)

g -  цилиндрическая жесткость, ms -  рh -  масса 
пластины на единицу площади, F(r) -  функция, ха­
рактеризующая внешнюю динамическую силу, 
обусловленную действием лазерного излучения 
на пластину, = [Зсо2р(1 -  v2)]/EA2, со -  круговая 
частота модуляции интенсивности лазерного из­
лучения, р -  плотность, v -  коэффициент Пуассо­
на, Е  -  модуль Юнга и h -  толщина пластины.

Напишем решение уравнения (2) в виде

W(r) = J>(r0)G(r0/r)<fr(r0), (3)
S

где G(r0/r) -  функция Грина, являющаяся решени­
ем уравнения

(A2- k 4)G(r0/r ) = -S (r0- r )  (4)

и удовлетворяющая граничным условиям или ус­
ловиям закрепления на краю пластины.

Пользуясь стандартной процедурой решения 
уравнения (4), можно написать [4]

G iro /г) =  Х ^ " ,([ ° )ЧУ Г)' (5)
к п кт, п тп

где 'VnJj) -  нормированные собственные функ­
ции колебаний пластины, удовлетворяющие урав­
нению

(А2 -  к4тп)+ тп(г) = 0, (6)

граничным условиям и условиям нормировки

= b„nkh
s

где Ьтпк1 -  функция Кроннекера.
Напишем выражение для функции F(r), харак­

теризующей внешнюю силу, действующую на 
пластину. Будем рассматривать термоупругий 
(термооптический) механизм лазерного возбуж­
дения колебаний пластины.

Предположим, что пластина непрозрачна для 
лазерного излучения и оно поглощается в тонком 
приповерхностном слое, толщина которого суще­
ственно меньше толщины пластины. В этом слу­
чае для F(r) можно написать выражение [5]

E(r) = - - â mJ0f(r)exp(-iO 3t), (7)
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где У0 “  интенсивность и f{r) -  функция, характери­
зующая распределение интенсивности лазерного 
излучения на поверхности пластины, а  -  коэффи­
циент объемного теплового расширения, Ср -  
удельная теплоемкость материала пластины, р  -  
коэффициент поглощения лазерного излучения в 
материале пластины, т -  коэффициент модуляции 
интенсивности лазерного излучения, 0 < т < 1 и 
exp(-KOf) -  временной фактор, который, как и ра­
нее, всюду опускаем.

При лазерной оптоакустической диагностике и 
исследовании взаимодействия лазерного излуче­
ния с веществом в качестве мишеней-образцов не­
редко используют пластины прямоугольной или 
круглой формы, а распределение интенсивности 
излучения в лазерном пучке (луче) имеет гауссов­
ский вид [1,2].

Рассмотрим колебания круглой пластины. Для 
распределения интенсивности лазерного излуче­
ния напишем выражение

/ ( г )  = ехр
\

*0/

где а0 -  радиус лазерного пучка (луча).
В пластине будут возбуждаться только осесим­

метричные колебания. Предположим, что края 
пластины зажаты, хотя в процессе эксперимента 
они могут быть свободными или шарнирно закреп­
ленными (опертыми). Выбор краевых условий не 
ограничивает общности рассмотрения проблемы и 
выводов. Нормированные собственные функции 
колебаний зажатой круглой пластины в случае ее 
осесимметричных колебаний имеют вид [4]

Т„(г) = 1
a j n

7 U p „ A  У 0 ( Я р „ ) / 7 С р „ Г '

о а
п 1(к P J а , (9)

гдеЛ„ = 2{[У0(7с(Зи)]2 + [Уд0ф„)]2}, Г 0 ( и ) = ± Ш  и

р! = 1.015, р2 = 2.007, р3 = 3.000 и Р„ —  л, п —
Пользуясь выражениями (3), (5)-(9), получаем 

для смещений пластины
2

W(r) 3(1 - v  )apm  г
~ 2 , 3 — J0 X

па h рС.

х I
п  = 1

Jо
' к р л Л  _  У 0 ( л р „ )  р р „ ^

а )  /р(дРн) Л а J-
An(k4n- k 4)

(Ю)

2 п  а

X М
о о

7 ,'ГСр„У| _ ■/о(Лр„Г0)^7[р„Г0-
а '7tfV0\ V а

а /

r0dr().

Af//o

Рис. 1. Температурная зависимость приведенной ос­
новной резонансной частоты A f/ fo  образца керамиче­
ской пластины на основе окиси кремния [2].

После интегрирования получаем
оо

3(1 -v2)a|J.mao . X" 1
w ( r )  =  -------- 7 7 1  I--------J o Z ,

a V p C , „ = , Л  „(к4, - к 4)

х exp
2 г» 2 2\

- П  p „ a 0

4 a ' /
exp

(  2rj2 TК Pna0

< 4 a
x (11)

x Ярnr \  Jo(K$n) r (K$nrW Г ) - / 0 ( л : р „ )
о

Перейдем в обсуждению выражения (11). 
Прежде всего можно видеть, что при совпадении 
частоты модуляции со лазерного излучения с ка­
кой-либо из частот собственных колебаний плас­
тины со„ наблюдается резонанс колебаний и плас­
тина совершает интенсивные колебания, соответ­
ствующие резонансной моде или собственной 
форме колебаний. Действительно условие резо­
нанса вытекает из равенства к4 -  к4п = (к2 + к] )(к2 -

-  к2п) = 0. Из к2 -  к2п = 0  следует со = соп, где для со„ 
справедливо соответствующее функциям ^„(г) 
выражение (см. (9)) [4]

nh I
2 а ^ 3 р (1  -V 2)

Обратим теперь внимание на возможность ис­
пользования полученных результатов, например, 
при дистанционной лазерной оптико-акустичес­
кой диагностике материалов.

На рис. 1 показана полученная в наших экспе­
риментах [2] температурная зависимость основ­
ной собственной частоты колебаний круглой ке­
рамической пластины. Опыты проводились с 
применением дистанционного лазерного возбуж­
дения и лазерной диагностики колебаний пласти-
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Рис. 2. Температурная зависимость теплового расши­
рения е (в процентах) керамики Ce-TZP. Параметром 
служит размер зерен упрочения d. Стрелки указыва­
ют направление температурного цикла [7].

ны. Если допустить, что параметры пластины /г, а 
и р в условиях экспериментов не зависят от тем­
пературы, то приведенная зависимость характе­
ризует температурные изменения модуля Юнга 
керамической пластины (см. (12)). Обращает на 
себя внимание гистерезис температурной зависи­
мости собственной частоты колебаний пластины. 
Такой гистерезис находит объяснение, если при­
нять во внимание особенности внутренней струк­
туры керамических материалов. Керамику часто 
рассматривают как бы состоящей из матрицы 
(основной материал) и упрочняющих частиц -  зе­
рен другого материала [6, 7]. С изменением тем­
пературы внутри керамики возникают внутрен­
ние тепловые деформации

ет± = (a m- a f )A T , (13)

где а т и а г  коэффициенты теплового расшире­
ния материала матрицы и зерен (частиц) и АТ -  
изменение температуры. Внутренние деформа­
ции сопровождаются внутренними напряжения­
ми, что приводит к температурным изменениям 
жесткости материала -  модуля Юнга.

В качестве иллюстрации к сказанному на рис. 2 
показана температурная зависимость теплового 
расширения керамики Ce-TZP. Параметром слу­
жит размер зерен d  [7]. Авторы работы [7] отме­
чают, что температурный гистерезис теплового 
расширения связан с концентрацией локальных 
напряжений на границе зерен -  частиц внутри ма­
трицы (в керамике) под действием температуры.

Измерения амплитуды колебаний пластины на 
резонансных частотах и сдвига значения собст­
венной частоты колебаний могут позволить так­
же оценить значение и температурные изменения 
параметра Грюнайзена Г(Г) материала пластины.

Г (Г) = а с \Т )
(14)

где С^Г) = Е(Т)/р.
Работа выполнена при поддержке Российско­

го фонда фундаментальных исследований (про­
ект 99-02-16334) и программы ИНТАС (проект 
97-31680).
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