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Получены точное и асимптотическое решения задачи об акустическом поле точечного изотропного 
импульсного источника в бесконечной трансверсально-изотропной упругой среде. Точное решение 
для поля смещений в виде двойного интеграла по горизонтальной медленности и частоте получено 
методом интегральных преобразований. Использование метода стационарной фазы при интегриро­
вании по горизонтальной медленности позволяет получить асимптотическое решение, удобное для 
проведения численных расчетов. Приведены формулы для расчета геометрических затуханий и 
волновых фронтов квазипродольных qP- и квазипоперечных фЗУ-волн. При помощи полученных в 
работе формул исследована динамика поля смещений от точечного источника в конкретной транс­
версально-изотропной среде.

1. ВВЕДЕНИЕ

При моделировании распространения сейсми­
ческих волн в задачах сейсмики и разведочной 
геофизики часто ограничиваются расчетами в 
рамках изотропной модели геологической среды.
Многие изверженные породы, а также некото­
рые карбонаты и песчаники не проявляют явных 
свойств, характеризующих направленность, и ве­
дут себя как изотропные упругие тела. Однако 
горные массивы, глинистые отложения и многие 
другие геологические формации образуют слоис­
тые структуры с различными упругими свойства­
ми, которые нередко различны в разных направле­
ниях. При этом анализ распространения сейсмиче­
ских волн в анизотропных средах существенно 
затрудняется, особенно в случае произвольной 
анизотропии [1-3]. Исключение составляют 
трансверсально-изотропные (поперечно-изотроп­
ные) среды, в которых упругие модули среды оди­
наковы в плоскости, перпендикулярной оси симме­
трии, но отличны, вообще говоря, от модулей в на­
правлении оси симметрии. Как показывают 
исследования, многие осадочные породы являют­
ся поперечно-изотропными [4-7]. Существует 
еще один аспект, в связи с которым важно учиты­
вать анизотропию геологической среды. Так, 
тонкослоистая пачка параллельных пластов, 
каждый из которых изотропен, но имеет свои, от­
личные от других пластов упругие свойства, ведет 
себя по отношению к деформациям так, как если 
бы она была поперечноизотропной средой. Для 
моделирования же такой пачки набором из изо­
тропных тонких слоев их потребовалось бы де­
сятки, а то и сотни.
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Проблемам моделирования сейсмических волн 
в анизотропных средах посвящено огромное коли­
чество работ [8-11]. Тем не менее, интерес к про­
блемам моделирования и интерпретации сейсми­
ческих волновых полей в анизотропных средах не 
ослабевает. В частности, задача о нахождении 
функции Грина точечного источника в бесконеч­
ной упругой среде с произвольной анизотропией 
также рассматривалась многими авторами. Раз­
личные подходы и представления для функции 
Грина представлены в работах [8, 10, 11]. Как 
правило, для решения этой задачи используются 
интегральные преобразования, применение кото­
рых позволяет находить решение в общем виде 
при произвольной анизотропии среды и типе то­
чечного источника. Затем получившиеся точные 
интегральные представления решения могут 
быть асимптотически вычислены методом стаци­
онарной фазы.

Тем не менее, как представляется авторам дан­
ной статьи, результаты, касающиеся задачи рас­
пространения волн в анизотропных средах от то­
чечного источника, зачастую недостаточно дета­
лизированы для упругих сред с каким-либо 
конкретным видом анизотропии. В данной рабо­
те рассматривается задача об излучении точечно­
го источника взрывного типа в бесконечной 
трансверсально-изотропной упругой среде. Реше­
ние задачи проводится методом интегральных 
преобразований, где одним из параметров интег­
рального преобразования является горизонталь­
ная медленность. Основная цель данной работы -  
получить точное и асимптотическое решения 
рассматриваемой задачи в удобном для дальней­
ших численных расчетов виде.
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2. ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
ОБ ИЗЛУЧЕНИИ ТОЧЕЧНОГО 

ИСТОЧНИКА В ТРАНСВЕРСАЛЬНО­
ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Как хорошо известно, волновое уравнение для 
поля смещения м, от точечного источника, распо­
ложенного в начале координат в упругой среде с 
произвольной анизотропией, имеет следующий 
вид в декартовой системе координат [8, 12]:

-M ,(0V ;5(r),

где C,jkt -  упругие модули анизотропной среды; 
Mjj(t) -  тензор сейсмического момента источника; 
5(г) -  дельта-функция, V -  оператор градиента. 
Для изотропного точечного источника Mj{t) = 
= M£t)5j, поэтому правая часть уравнения (1) пе­
рейдет в -M,(0V,5(r).

В цилиндрически-симметричном случае закон 
Гука для поперечно-изотропной среды с верти­
кальной осью симметрии (VTI) имеет следующий 
вид [1,7]:

®гг = (^„ + 2M.||)£rr + ^||£oe + .̂Lezz;

~ ^цегг + (Ли + 2Цц)£е« +
Gzz = £±£-rr + ^-ieao + (^х + 2p i)£a ;

2 |Х*£ гг’
где a ik -  тензор напряжения; zlk -  тензор деформа­
ции; р± -  коэффициенты Ламе вдоль оси сим­
метрии (ось г); X|h Ру -  коэффициенты Ламе в пло­
скости, перпендикулярной оси симметрии; J1* -  мо­
дуль сдвига, независимый от остальных упругих 
констант. При этом компоненты тензора дефор­
мации выражаются следующим образом через 
компоненты смещения:

2у Эг d z f

Уравнения движения (1) в цилиндрических ко­
ординатах для волновых движений с поляризаци­
ей в вертикальной плоскости в этом случае име­
ют вид:

Уравнения (4) с учетом соотношений (2) и (3) яв­
ляются уравнениями динамической теории упру­

гости в форме (1) для компонент смещения иг и uz 
в трансверсально-изотропной среде. Для реше­
ния поставленной задачи удобным является вве­
дение скалярного ф и векторного \\f потенциалов, 
где компоненты смещения связаны с потенциала­
ми соотношениями:

.. _  Эф Э2у  .
r dr drdz

I д ( д \здесь Аг = -^-1 г^-1 -  радиальная часть оператора

Лапласа А = Дг + Э2/Эz2 в цилиндрических коорди­
натах.

Вводя потенциалы смещения при помощи (5) в 
уравнения движения (4) и учитывая соотношения 
(2)-<3), получим систему зацепляющихся уравне­
ний для потенциалов:

-У ф  + ^ 0  = а|д,ф + а* ̂ 4  + (а} -  «* + (З2*) х
dt v °ZJ dz~

х Д г(,Эг ) +  Р1

э7 эф_
э А э  z ДлЧ-

+ ( а 2 - 2 р 2)Д

X 32 f
Эф

э / э ! "

р 2л:г

.2.

r l +1 ?  - + (6)

\dz.

р 2кг

где с первого уравнения снят оператор д/д г. В даль­
нейшем мы будем полагать, что сейсмический мо­
мент Ms(t) связан с функцией сейсмического ис­
точника (потенциал упругих смещений источни­
ка) Ч'/Г) соотношением Ms(t) = 4гср cXq гДе
сц -  нормирующая константа с размерностью 
скорости.

В (6) введены также различные константы, 
имеющие размерности скорости:

ai| = (А,ц + 2|Хц)/р; а ± = (Х.х -+- 2м_х)/р; 

a*  = (^х + 2щ ) /р ;  р* = ц*/р.
В (7) а ± представляет собой скорость продольной 
волны в направлении оси симметрии, 0Сц -  скорость 
продольной волны в плоскости, перпендикуляр­
ной оси симметрии, Р* -  скорость поперечной вол­
ны в любом из этих двух взаимно ортогональных 
направлений. Эти четыре независимые константы 
принято в настоящее время выражать через четы­
ре независимые константы а ±, £, 5 и /[13 ]. Связь
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между наборами параметров (а±, а*, р*) и (от,
е, б ,/) приведена в Приложении.

Как нетрудно заметить, в определяющие урав­
нения (6) входят только четыре независимые кон­
станты, хотя в законе Гука (2) их содержится 
пять. Это связано с тем, что мы рассматриваем 
волны с поляризацией в вертикальной плоскости 
(г, z) и не рассматриваем волны SH, поляризован­
ные в азимутальном направлении.

Как нетрудно видеть, система (6) представляет 
собой систему зацепляющихся уравнений для по­
тенциалов. Хорошо известно, что фундаменталь­
ными решениями волнового уравнения в трансвер­
сально-изотропной среде являются квазипродоль- 
ные qP- и квазипоперечные ^S-волны [1]. В общем 
случае волновое движение в анизотропной среде 
не разделяется на чисто продольные и поперечные 
волны за исключением отдельных выделенных на­
правлений.

Для решения системы (6) сделаем преобразо­
вание Фурье по координате z и времени t, а также 
преобразование Фурье-Бесселя по радиальной 
координате г: (г, г, г) — ► (со, kv кг). Здесь преобра­

зование Фурье-Бесселя по координате г опреде­
лено как

+оо
К К )  = J  rdrf(r)J0{krr) <=>

о
+  оо

<=*/(*■) = J  krdkrf ( k r)J0(krr)y
о

где J0(x) -  функция Бесселя нулевого индекса. 
После замены переменных kr = сор и к, = асо, где 
р трактуется как горизонтальная компонента 
вектора медленности [12], придем к системе ли­
нейных уравнений для трансформант потенциа­
лов ф и \j/:

со2[ 1 -  сц р 1 -  а 2 а 2]ф -

3 г ,  / . . 2  _ . 2  . « 2 ч  2  п 2  2 , -  M s( ( 0 )-/гоаП-Сац-ос^ + р*)/» -р * а  ]у = 

-  й»3а [1 -  а 2р 2 -  а 2а 2]ф +  со4/?2 х

2 п р  ’(8)

,2 2 у__2 2 . „2Ч 2, -  ... AfiCO)х [1 -  р р  -  (ах -  а*  + Р*)я ]\|/ = -/соя
2лр

Решение системы (8) имеет следующий вид:

А#,(со) <Р2 + fl2) [ 1 “  + fl2) J “  (а± + «н -  2 а 2 )р 2а2

2лрсо2 д (а, /?)

=  /М 5(с о )а [(а 2 -  а 2 )/>2 +  ( а 2 -  а \ ) а 2 J
2лрсо3 Д(а,/>)

где Д(а, р) -  детерминант системы (8), равный

А(а, р) = р 2[ 1 - а 2р 2- а 2а2] х  

х [ 1 - р 2̂ 2- ( а 1 - а 2 + р2)а2]-ь 

+ “ V -  а \ р 2 -  а 2 a 2] [1 -  р2а2 -  ( а н2 -  а 2 + f y p \

Легко показать, что выражения для потенциалов
(9) переходят в соответствующие выражения для 
изотропной среды при <Хц = = а  и Р* = р.

Перейдем к вычислению волнового поля в 
трансверсально-изотропной среде. Детерминант 
Д(а, р) представляет собой бикубический полином 
(полином шестой степени) относительно а, т.е.

Д(а, р) = а 2 Р*(а2 -  а2)(а2 -  а 2)(а2 -  а 2).

Он также может быть представлен в другом ви­
де. Для этого сделаем замену а2 = с"2 -  р 2. Путем 
несложных преобразований можно показать, что

А(а,р) = Ф (р)(р2 + а 2)[1 -  с](р)(р2 + а2)] х

х [1 -  с\{р){р2 + а2)],

где ci(p) и с2(р) -  корни биквадратного дисперси­
онного уравнения

ф(р)с4 -  2а хр*<2(р)с2 + a 23 l  = 0 . ( 11)

Коэффициенты в биквадратном уравнении (11) 
являются функциями горизонтальной медленнос­
ти р и равны соответственно

Ф(Р) = 1 + (ai -  aj|)p2 + [(a2 -  aj[)(a2 -  p2) +

+ ( a 2 - a i ) ( a 2 - p 2 )]P4,

Q(P) = ( a l  + p2 - [ ( a i - a 2) ( a 2 - 2 P 2) + 

+  (ajj -  a * ) a \ ] p 2 )/(2<хх р * ) .
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Принимая во внимание выражение (10) для детерминанта, решения (9) для потенциалов можно 
представить в следующем виде:

(р 2 + а2±  1 -  f y p 2 + а2)} -  ( а !  + а 2- 2а \ ) р 2а _
Ф =

Щсо)__________________ ,__________________ „
2%ри>гс](р)с\(р)Ф(р){а + р2)[а -  (с~2(р) -  р2)][а -  (cf (p)  -  р2)]

¥  =
/МД со) а ( « н - а 1)р2 + ( а 2 - а \ ) а

( 12)

2лры с](р )с2(р)Ф(р)(а + р А)[а -  (с \ \р ) -  /Д)][<Д -  (с2\ р )  -  р ‘)]- 2 . -2.

Для вычисления потенциалов смещений вы­
полним обратное преобразование Фурье по пере­
менной kz = ш  и применим теорему вычетов. Как 
нетрудно видеть из уравнений (12), их правые час­
ти имеют простые полюса в точках а12 = яз, 4 =

= ± J c 2ip) -  Р2, «5,6 = ± л/ с22(р ) -  Р2 ■ Их располо- 
жение в предположении, что а3 4 и а5 6 действитель­
ны, приведено на рис. 1. Поскольку а = Rea + ilma 
и со > 0, то для положительных z > 0 согласно лем­
ме Жордана необходимо замкнуть контур интег­
рирования в нижнюю полуплоскость, а для отри­
цательных z < 0 контур интегрирования замыка­
ется в верхнюю полуплоскость. При этом для 
правильного обхода полюсов, лежащих на дейст­
вительной оси, можно применить принцип пре­
дельного поглощения [14], который смещает по­
люса с действительной оси и отбирает только убе­
гающие на бесконечность от источника волны, 
т.е., правильно описывает асимптотическое пове­
дение решения. Как нетрудно видеть, при z > 0

захватываются полюса а{ = -ip, аъ = +Jc~{2(p) -  р 2,

а5 = + 7 С22(Р )“ Р1 у а ПРИ z < 0 -  полюса а2 = +ip,
I  _ 2  2 I  2 9а4 = -  Дс, (р) - р  , а6 = -  Дс2 (р) -  р " . После прове-

дения соответствующих вычислений и выполне­
ния обратного преобразования Фурье-Бесселя по 
горизонтальной медленности р  придем к следую­
щему результату:

x e x p ( - i ( p jc ^ ( p ) - p 2\z\) ■,

(13)СО

¥(f>, A z) = 4/s(< a )a o s ig n (z ) J |^ /0(wpr)x
0

x |/ ? 2(oti + ct  ̂—2 сх^)ехр(-со/7|г|) -+-

| ( a j  + -  2a 2 )р 2 + ( a 2 -  a\)lc \(p ) ^

(c2(p)/c2(p) - 1)
I 2 2x exp ( iсоаУ — p  |z|) +

( ( a j  + «и -  2a 2 )p 2 + ( a 2 -  alVcfo?) y
(c](p)/c22( p ) -  1)

x exp(-i(ajc~2\p )  -  p 2\z\) | .

Как нетрудно видеть из соотношений (13), потен­
циал ф является симметричной функцией коор­
динаты г, а потенциал \|/ -  антисимметричной 
функцией г, что следует из симметрии исходной

+

+

Ятя
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системы уравнений (6). В предельном случае 
изотропной среды из уравнений (13) следует хо­
рошо известное решение [12, 15]:

О©

Ф(ю, r,z) = ico4,,(co)J— jD~ p  2J 0(o>pr) x
0J a 2- p 2

x  exp (-(со  7 a  2 -  p 2\z\) =
_ В Д _

J r 2 + z2
exp(-i(oJr2 + z t a ); \|/(co, r, z) = 0.

Подставляя найденные решения для потенциа­
лов (13) в соотношения (5) и принимая во внима­
ние, что Аг/0(сорг) = -со2/?2/ 0(сорг) и dJ0((Opr)/dr = 
= -сор7,(со/7г), получим решение для компонент 
смещения в задаче о возбуждении волн точечным 
источником взрывного типа в упругой трансвер­
сально-изотропной бесконечной среде:

2 г р* dp  ^i(copr)
ur((0 ,r ,z )  = zco2vP t( ( o ) a o J ^ ^ -

c\{p)-c]{p))

1 + ( a j  -  a l ) p 2 + (a* -  a j  ■- ft2 ) /c fo )
Ci(p)

x ехр(-/<о£,(р)|г|)-

1 + ( a j  ■- Q-1)P2 + (o£ -  a j  -  P2» )/<&>),
C2(/>)

x e x p ( - /e > £ 2(p ) lz |) (14)

wz(co, r , z )  =  - (o 2>P 5(co )a o s ig n (z )J
0

Pdp
Ф(р)

x — — C0/>,) {[ 1 -  Pl/c?(p) -  (a.2 -  a 2J p 2] x
(c 2( p ) - c 2(p ) )

x exp(-ia>Ci(p)|z|) -  [ 1 -  P*/c2(p) -  (otjf-  a 2 )p2] x
xexp(-/co£2(p)|z|)},

где Ci, 2O7) = J c 22(p) -  p 2 -  вертикальные медлен- 
ности. Нетрудно заметить, что в решениях (14) 
для компонент смещения отсутствует неодно­
родная волна, пропорциональная (а 2± + ajj -

-  2 а*  )ехр(-сор|г|), которая содержится в решении 
(13) для потенциалов. Выражения (14) содержат 
как квазипродольную дР-волну, так и квазипопе- 
речную ^SV-волну. Заметим, что решение поста­
вленной задачи возможно и без введения потен­

циалов, необходимо только, как следует из полу­
ченного решения (14), для разных компонент 
скорости осуществлять преобразование Фурье- 
Бесселя нулевого и первого порядка.

3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ.
МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ

Дальнейшие преобразования решений (14) 
можно осуществить, асимптотически вычисляя 
интегралы по горизонтальной медленности р  ме­
тодом стационарной фазы. Для этого преобразуем 
интеграл по горизонтальной медленности р  по по- 
лубесконечному интервалу (0, +°о) в интеграл по 
всей действительной оси (-**, +«>), принимая во 
внимание четность подинтегральных функций
[12]. Полагая аргумент функций Ханкеля боль­
шим сорг > 1 (что тождественно выполнению ус­
ловия А, <̂  г, где X -  длина волны излучаемого сиг­
нала), заменим функции Ханкеля и выражении для 
компонент смещения их асимптотическими разло­
жениями при больших значениях аргумента:

ftfX w pr)  

М 2)(сорг)

/^ехр(-/сорг + /7с/4) 
Jiuopr

д /ех р ( -  i(Opr+ in /4 ) 
Jncopr

где H[l) (сорг), Н{2) (сорг) -  функции Ханкеля пер­
вого и второго рода индекса v. Стационарные 
точки определяются экстремумами фаз в экспо­
ненциальных членах ехр[-/'со(рг + ^  2(р)|г|] реше­
ний (14): d^x l(p)ldp = -r/\z\. Выполняя дифферен­
цирование, находим, что стационарные точки 
фаз pqP(\z\!r) и pqS(\z\/r) определяются решением 
следующих неявных уравнений:

1Л А . { .  
2dp ^ U p )

(15)

Разлагая фазы экспонент в ряд Тейлора в окрест­
ности стационарных точек pgP(\z\/r), pĝ \z\/r) и вы­
числяя получившиеся экспоненциальные интег­
ралы, получим

+ оо

J dpex  р ( -  i'coCi.2(P)lzl + рг) х

сГ
dp

^ 1 , 2  ( P q P ( S ) )

- 1/2

ехр(-/со(^| 2(p9p(S))|z| + (16>

.к . (  d'
+  P q P (S ) r )  -  г 4  ^ 2 ^ l . 2 ( P q P ( S ) )
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Учитывая (16) и вынося предэкспоненциаль- 
ные множители в рассматриваемых интегралах в 
стационарных точках, придем к окончательному 
выражению для компонент смещений:

Ur =
(оЧУфар

2 а ±р*7Ы г
2 ч 2 . , 2

3 / 2
Рчр

Cl (Pqp)
.2 л 2ч. 2J 1 ч- ( а ! - а ; )р ^  + (а ;  - а Н ? » ) / с ^ ) ]  „

J q \ p4p) -  4Ф(Р9я)

<*4i(P ,i>) 
dp1

л  ехр 1 -  sign
dp2 J j ,

3 / 2

х exp(-ico(^,(p9p)|z| + р9/>г)) -  х

х [1 + ( a l - a » ) p ^  + ( a » - « l - p » ) / c 2(pg5)]

j Q \ p qs ) - 4 * ( P 4s)

d X i(P qs)
dp

- ,/2 (.71exp t- 1 -
V 4 p ‘ /

x

X exp(-i'(o(^2(p9s)UI + pqSr))',

= wT/cfl)a^sign(£) ^

2aj.p*Vizk

_i/2[ 1 -  (K|| -  a q.)pqP- ^ ^ / c l(pqP)] w
P q P  —  X

(17)

J e W ) - 4 0 ( P, f )

^  Ci(/v>)
dp

- \ n

exp л
l4 1 -  sign d2̂ i(pqP)

dp2

\ -

/ - 1 /

x exp(-/0)(£,(p?P)|z| + p qPr)) -  p'Js x

[ l - ( a 2- a 2+)p2s - P ; / c 2(p ,5)] d ^liPqs)

j Q 2ipqs)-4<b{pqS) dp2

- 1/2

Л
*7 1 -  sign rd % iP qs))
4 4p

x exp

x ехр(-гсо(С2(Рч5)Ы + PqSr))-

При выводе уравнений (17) было использовано 
соотношение

clip)-clip) = 2ахр*лА22(р)-4Ф(р)/Ф(р),
следующее из дисперсионного уравнения (11).

Если вторые производные по медленности от 
£,,2(р) отрицательны, решения (17) легко пред­
ставимы во временной области следующим об­
разом:

v _ 'i’s ( t - i U p qp)\z\ + p qpr))
Ur\[9 Г9 Z) — +

a ±Rqp

u.(t, г, z) =

( + рч5г)) .

Р А

^ - ( C i O y l l z l  + z y r ) )

a± К р

(18)

V sit -  (Сг0у )Ы  + pqsr))

Р * R qS

sign(z).

Эффективные коэффициенты геометрического 
затухания (без выделения отдельно угловых фак­
торов) в формуле (18) RqP(S) равны:

А )"1 =
0-1 рЦр [ 1 + («1 -  a l  )р]Р + { a \ - a l - $ \ ) l c y { p qP)]

2P*7Jzk£i(/V ) jQ 2ipqP) - ^ i p qp)

d Cl iPqp) 
dp2

-1/2

i K s ) '  =
tt-L p Is [ 1 + («1 -  o-l)p2qs + (<4 -  «1 -  $ \) lc lip qs)]

iJ W r^ iP q s )

-1
(RqP) =

a i
2p*Vizk

pqP

i Rqs)~ =
2 Vizir

Pqs

j Q \ p qs ) - ^ i P qs)

1 -  (Otjf -  a 2 )p]p -  P2*lc \ipqp)} ,d2t>\ip

c

i<Q\pqp) ~ 4Ф iPqP) 

[ l - ( a 2- a 2 )p2s - p 2/c2(p ,5)J

dp2

d ^>l(Pqs)

j Q \ p qs) ~ 4Ф ip qS) dp2

d isliPqs) 
2

- 1/2

- 1/2

- 1/2

(19)
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Рис. 2. Волновые фронты для квазипродольной qP- и 
квазиноперечной </5У-волн при С = 0.05.

Таким образом, как следует из (20) и (21), в верти­
кальном и горизонтальном направлениях распро­
страняются только продольные волны.

4. УРАВНЕНИЕ ФРОНТА 
ДЛЯ qP- И qSV-В О Ш . РЕЗУЛЬТАТЫ 

РАСЧЕТОВ ПОЛЯ СМЕЩЕНИЯ
Найдем уравнения фронтов (поверхностей по­

стоянной фазы) для квазипродольной qP- и квази- 
поперечной qSV-волн. Из решений (17) следует, 
что уравнение фронта каждой из волн qP и qSV 
находится из решения неявной системы:

U l(p)\z\ + р г  = 
1 d (  1

Р 2Ф 1c U p )■

С;

=  Cl,2 (Р )Щ ’
( 22 )

В соотношениях (19) предполагалось, что ампли­
туда потенциала упругих смещений нормирована 
таким образом, что о^ = а х.

Можно получить явные выражения для поля 
смещений вдоль направлений г = 0 и z = 0. Для вол­
ны, бегущей вдоль оси z, г = 0 и р  = 0. Для того что­
бы устранить кажущуюся сингулярность в уравне­
ниях (17) при г = 0, разложим уравнение для стаци­
онарной точки (15) при г — -  0 (р — ► 0). Принимая 
во внимание, что сх(р = 0) = а ±, с2(р = 0) -  [3* и

dc'^/dp] 0 = 0, получим:

2 1 '1_Г
а±Ы

bPqS =
1

<

1 м  П
2 d p A cV р  = 0 у

>

2 d p \c \ ) р  -  0 /

-1

-1

Учитывая вышесказанное и то, что Ф(р = 0) = 1, 
получим окончательный ответ:

иг = 0 ;

uz =
l/g±)

a ±z 1 - Г 1 rf2 f- 1
2 dp2\c](p). p  = 0У

-1
(20)

Для волны, бегущей в направлении оси г (z = 0), 
решение уравнений (15) естьpqP = 1/а,| и pqS = 1/(3*.
В этом случае необходимо избавиться от сингу­
лярностей, присутствующих в сомножителях
CiQV)’ d2t,i(Pqp)/dp2 и cfC,2(Pqs)/dp2. Выпол-
няя соответствующие преобразования, придем к 
следующему результату:

“г =
o .l'V s it-r la .J  

CXjjrOO = 1/ОСц)
1 d (  1

1/а,|

- 1/2

(21)
uz = 0.

где С -  произвольная константа. Для этого можно 
найти из второго уравнения системы (22) зависи­
мости pqP(\z\/r) и pq£\z\!r) и подставить в первое 
уравнение системы. Этот метод, однако, неудобен 
тем, что явные зависимости pqP(\z\/r) и pqS(\z\lr) най­
ти не удается. Эффективнее выразить |z| из перво­
го уравнения и подставить во второе. В результате 
придем к эквивалентной системе, более удобной 
для вычислений:

[<м, 2(р) 2 dp 2(рУ-

Ы = ;
Si, 2КР)

г/С = р 1 d (  1
2 dp 1 ,l(p) 

(23)

При расчетах при помощи (23) из первого уравне­
ния находятся решения pqP(r/C) и pqS(r/Q  числен­
ными методами, которые затем подставляются 
во второе уравнение системы для нахождения z. 
Из (23) нетрудно найти крайние точки волновых 
фронтов qP- и ^5-волн. При г = 0 (pqP = 0, pqS = 0)
находим, что я*■max = а хСи г95‘‘•max = (3*С. При z = 0

(Рдр =  Щ \>  PqS = l/р*) находим, что |г ^ х = а  „С и

lrmaxl = Р*С. На рис. 2 приведены расчеты волно­
вых фронтов для трансверсально-изотропной 
среды Bakken shale с параметрами а ± = 3.85 км/с, 
е = 0.26, 8 = 0 .15 ,/=  0.61 [4]. Для этой среды фор­
ма фронта квазипродольной волны напоминает 
эллипсоид вращения, фронт квазипоперечной 
волны близок к сплюснутой сфере.

На рис. За, 36 и 4а, 46 приведены расчеты вер­
тикальной и горизонтальной компонент смеще­
ния на расстояниях г = 50 м и г = 100 м для той же 
среды (Bakken shale), выполненные при помощи 
уравнений (17), (20), (21). Каждая трасса из десяти 
соответствует смещению в определенном направ-
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лении от 0° (вертикального) до 90° (горизонталь­
ного) через каждые 10°. Как можно видеть на 
рис. 3-4, в горизонтальном и вертикальном на­
правлениях распространятся только продольные 
волны. Максимальная скорость распространения 
квазипоперечной волны наблюдается в направле­
нии приблизительно 45°, поскольку она, как по­
казывают расчеты, имеет максимум в этом на­
правлении. На рис. 3 виден процесс формирова­
ния квазипродольной и квазипоперечной волн. 
На больших расстояниях (рис. 4) эти волны разде­
лены по времени прихода и легко визуализируют­
ся по отдельности. Для расчетов функция сейсми­
ческого источника (потенциал скорости Ф,(0  = 
= cFVs(t)ldt) выбиралась в виде импульса Берлаге, 
часто применяемого при моделировании в геофи­
зике, с частотой /о = 100 Гц и В = 0.7:

Т , = ^ A )_ 2 7 C 2/oxI/^exp(-nOsin(27c/o/)0(O,D

где В = Q/(2tc/ 0); 4^=  J*~ *?*(/) А  -  статическое зна­
чение потенциала упругих смещений; 0 (г) -  еди­
ничная функция Хэвисайда.

(а)

Время, мс

Рис. 3. Вертикальная (а) и горизонтальная (б) компо­
ненты смещения в трансверсально-анизотропной сре­
де Bakken shale. Расстояние г = 50 м.

5. ВЫВОДЫ

В настоящей работе получены точное и асимп­
тотическое решения задачи об излучении точеч­
ного изотропного импульсного источника в беско­
нечной трансверсально-изотропной упругой сре­
де. Точное решение для поля смещений в виде 
двойного интеграла по горизонтальной медленно­
сти и частоте получено методом интегральных 
преобразований. Для этого осуществлялось пре­
образование Фурье по времени и вертикальной ко­
ординате и преобразование Фурье-Бесселя по 
радиальной координате. Кратность интеграла 
уменьшается на единицу путем выполнения обрат­
ного преобразования Фурье по вертикальной мед­
ленности и применения теоремы вычетов.

Применение метода стационарной фазы при 
интегрировании по горизонтальной медленности 
позволяет получить асимптотическое решение, 
удобное для проведения численных расчетов. 
В работе приводятся формулы для расчета геоме­
трических затуханий и волновых фронтов квази- 
продольных qP- и квазипоперечных gSV-волн, воз­
буждаемых точечным изотропным источником 
импульсного типа в трансверсально-изотропной

(а)

(б)
0 --------------------------------------qSV-

Время, мс

Рис. 4. Вертикальная (а) и горизонтальная (б) компо­
ненты смещения в трансверсально-анизотропной сре­
де Bakken shale. Расстояние г = 100 м.
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среде, которые описываются системой неявных 
уравнений.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для полного описания упругих свойств попе­
речно-изотропной среды необходимы пять неза­
висимых параметров. В работе [16] впервые 
предложено использовать параметры V№ V^, 8, 
5, у, где VpQ, -  скорость продольных и скорость 
поперечных волн в направлении оси симметрии, а 
8, 6, у -  безразмерные параметры, описывающие 
отклонение свойств анизотропной среды от изо­
тропной. Определение данных параметров через 
упругие модули среды можно найти, например, в 
работах [13, 5]. Приведем только их связь с ис­
пользуемыми у нас параметрами:

Vpo ~ a i> Vso ~ Р*’ е -  2 Ч
« I

5 =

У =

(а 2 - р 2)2- (« 1 -Р 2*)2
2а 1(а 1 - р 2)

ZP*

При помощи констант 8, 8, /  и у выразим ис­
пользуемые в данной работе упругие параметры 
схц, а*, р* а также параметр р|(, характеризующий 
скорость распространения поперечных волн SH, 
поляризованных в азимутальном направлении:

Р * =  « 1 (1  - / ) ,  а 2 =  а ! ( 1 + 2 е ) ,

= а!(1 - / +  J2fb + f ) ,  
р2 = а 2(1 - / ) ( ! +  2у).
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Exact and Asymptotic Solutions for the Field 
of a Point Source in a Transversely Isotropic Medium

P. M. Bokov and A. M. Ionov

Exact and asymptotic solutions are obtained for the acoustic field generated by an isotropic pulsed point source 
in an infinite transversely isotropic elastic medium. The exact solution for the displacement field is obtained in 
the form of a double integral over the horizontal slowness and the frequency by using the method of integral 
transforms. The calculation of the integral over the horizontal slowness by the method of stationary phase re­
duces the exact solution to an asymptotic solution that is convenient for numerical calculations. Formulas are 
given for calculating the spreading factors and the wave fronts of quasi-longitudinal qP- and quasi-transverse 
r̂SV-waves. With the formulas obtained, the displacement field of a point source is investigated for a particular 

transversely isotropic medium.
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