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Исследуются задачи оптимального синтеза неоднородных структур при воздействии акустических 
волн. Рассматривается случай дискретного набора материалов, имеющегося в наличии у проекти­
ровщика. Изучается возможность эффективного конструирования неоднородных структур, реали­
зующих предельные возможности по достижению оптимальных акустических характеристик сред. 
На основе конструктивного анализа необходимых условий оптимальности установлены экстре­
мальные соотношения между параметрами оптимальных акустических структур. Знание данных 
экстремальных соотношений позволяет эффективно исследовать указанные предельные возмож­
ности неоднородных структур.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящее время значительное внимание 
уделяется вопросам оптимального проектирова­
ния и расчета неоднородных структур с заранее 
заданным комплексом свойств [1-12]. При этом 
центральной проблемой при исследовании задач 
оптимального синтеза неоднородных структур 
является проблема исследования предельных 
возможностей по достижению заданного ком­
плекса свойств, которых можно достичь на ос­
нове направленного выбора структуры неодно­
родной конструкции. Создание композиционных 
конструкций, материалов, покрытий с уникаль­
ными свойствами с необходимостью связано с 
исследованием их предельных возможностей. 
Предельные возможности соответствуют тому 
предельному уровню, которого можно достичь 
на основе направленного управления структурой 
конструкции.

Наиболее общим подходом к исследованию за­
дач оптимального синтеза неоднородных струк­
тур является вариационный. В вариационной по­
становке исследование предельных возможностей 
сводится к  исследованию возможности создания 
эффективных методов построения глобально-оп­
тимальных решений в специальных задачах опти­
мального управления, как правило комбинатор­
ного типа, к которым сводятся задачи оптималь­
ного синтеза неоднородных структур.

Исследуемую проблему будем рассматривать 
в следующей постановке. Ограничимся изучени­
ем случая распространения акустических волн в 
слоистой структуре в рамках линейной акустики. 
В рамках линейной акустики распространение

акустической волны в слоистой среде может 
быть описано следующей системой уравнений:

T F ' ■ -  *
^ (1.1)
dps 2
Э г

+ p ,cv div v v = 0.

В этих обозначениях для 5-го слоя: рл. -  плотность, 
ps -  давление, vs -  вектор скорости частиц, cs -  
скорость распространения волны.

На поверхности разрыва F, разделяющей 5-ую 
и (5 -  1)-ую среды, являются непрерывными дав­
ление и нормальная составляющая скорости:

(P*-PA-I) | f  = (v « -  = 0.
С использованием метода разделения пере­

менных и преобразования Фурье задача о распро­
странении акустических волн в неоднородной 
структуре может быть сведена к нахождению ре­
шения следующей краевой задачи [13]:

д ^ 7  Ы) + со) = 0 ,
Эг“

bs_ , < z <  bs, (s = 0, ..., N + 1),

/ , ( * . - I ,  ю )  =  / , - | ( f c . v - l >  СО),
Э/.«(/>,_„ со) р , Э / , с о )

d z  p.v-i Эг
(s = 1, N + 1),

Э /„ ^ ,с ,а) +  /М со)/о (0 , со) = 2 i* o « o ) .

(1.2)
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dfu+ijl ,  Q>) 
Эг -*'**+1(®)/лг+1(^ ю ) = 0.

Функции/, (z, (0)(bs _1<z<bs, s  = 0 , . . . , N + l )  имеют 
смысл составляющих комплексных амплитуд дав-

“2 2ления, ks(со) = со(сs -  sin2$ 0)1/2 -  проекция вол­
нового вектора на ось z в 5-ом слое.

Энергетический коэффициент пропускания Т(со) 
определяется через решение краевой задачи (1.2):

п  со) =
cop0cosd;v+i 

c n + iP,v + ic°s^o l/* + itt« » l

Здесь д,у+, -  угол, под которым волна выходит из 
конструкции.

Пусть задан дискретный набор материалов. 
Так как на дискретном наборе материалов физи­
ческие свойства не являются независимыми, то 
будем предполагать наличие функциональной за­
висимости скорости от плотности: с = с(р), позво­
ляющей однозначно восстановить скорость рас­
пространения акустических волн в материале по 
известной плотности. Тогда независимым физи­
ческим параметром будет являться только плот­
ность р. Множество плотностей материалов до­
пустимого набора обозначим через А.

Пусть требуется спроектировать акустическую 
структуру, обладающую наибольшим отражением 
в одной области спектра и наибольшим пропуска­
нием в другой. Тогда в терминах теории оптималь­
ного управления задача оптимального проектиро­
вания заключается в минимизации критерия

<°1МХ
J= J x(co)mod2( / ;V+l(/, <о)Жо (1.3)

Wniin
на решениях системы (1.2). Здесь со ^ , сотах -  ни­
жняя и верхняя границы фильтруемого диапазона 
частот, т(со) (-1 < т(со) < 1) -  весовая функция (Для 
задач синтеза “высокопросветляющих" акустиче­
ских систем значения весовой функции отрица­
тельны, а для задач синтеза акустических систем 
с высокой звукоизоляцией они положительны).

В соответствии со сформулированной пробле­
мой рассмотрим вопрос о выделении полной со­
вокупности вариантов неоднородных структур, 
реализующих предельные возможности по дости­
жению заданного комплекса свойств:

U* = (p*(z) : У(р*(г)) = minV(p(z))}. (1.4)
Р(*">

Здесь р(г) (0 < z < l ) -  распределение плотности 
по толщине конструкции (р(z) = p.v, bs. ,  < z <
5  =  1 , N ) .

Важное значение при этом имеет построение 
экстремальных соотношений между параметра­
ми оптимальных акустических структур, позво­
ляющих исследовать влияние варьируемых пара­
метров на структуру оптимальной конструкции.

Ограничимся в дальнейшем случаем нормаль­
ного падения акустической волны.

2. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 
ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧАХ 

ОПТИМАЛЬНОГО СИНТЕЗА 
АКУСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Сформулируем необходимые условия оптималь­
ности в задаче оптимального управления (1.2)- 
(1-3). Введем функцию Гамильтона для 5-го слоя:

р ) |. =
*тшж

_ J  к (р, С° )( Х (o)do)+ J  ppv(z, (d)d(a, (2-1)
COmm CO,mm

b s_ { < z ^ b s, 5 =  1 , . . . ,  N .

В этих обозначениях &(p, со) = co/c(p), p e  A,

a s(z,(o) = -^ R e \j/s(z,co)/,(z,co),
S

Р,(г,е>) = ^ R e /,(z ,c o )v v(z,co),r  s
\|/,(z, со) (bs _ i < z ^ b s, s  = 1, ..., /V) -  решение крае­
вой задачи, сопряженной к  (1.2) [11].

Пусть p*(z) (0 < г < / ) оптимальное распределе­
ние плотности по толщине конструкции, f *  (г, со),

(г, со) i b s  _  х < z < b„ s = 0 , . . N) -  соответствую­
щие ему решения исходной (1.2) и сопряженной 
систем. Тогда на оптимальном решении

# (* ; P*(z))|; = шахЯ(*; р)|_, 0 < z < / .  (2.2)р е Л
(Пропущенные аргументы в представлении 

функции Гамильтона (2.2) подсчитываются на оп­
тимальном решении).

Применим необходимые оптимальности (2.2) 
для конструктивного исследования оптимальных 
акустических систем. Для исследования постав­
ленной проблемы отдельно рассмотрим случаи 
монохроматической и немонохроматической аку­
стической волны.

3. СЛУЧАИ МОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ 
АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

Для случая монохроматической акустической 
волны на оптимальном решении функции Га­
мильтона могут быть преобразованы к виду

//(* ; р)| = a?(z)p £~(Р) К
*2-

Р *2
Рл -

+ -2-L*,
Рл* (3.1)

Ь * _  , < £ < & * ,  5 = 1 ,..., /V*.
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Здесь L* -  константа, не зависящая от z.
Амплитудные коэффициенты пропускания W 

и отражения V представим в виде:

W = техр(пЗ), У = оехр(/ср),
0 < т ,  а <  1, 0<т3, ср < 2л.

Отдельно рассмотрим случаи, когда допустимый 
набор состоит из двух и нескольких (более чем 
двух) материалов допустимого набора.

1. Допустимый набор состоит из двух мате­
риалов.

Конструктивный анализ необходимых усло­
вий оптимальности (2.2) позволяет получить сле­
дующие экстремальные соотношения, характе­
ризующие взаимосвязь параметров в оптималь­
ной конструкции.

Плотность материала первого слоя оптималь­
ной конструкции удовлетворяет экстремальному 
соотношению:

?
argmax[p(Z2(p )-Z o )] , если 0 < <р < 7t,(3.2)р € Л
argmin[p(Z2(p )-Z o )J , если л<<р<2л.р G  Л

В этих обозначениях: х* = argextr/(х ) , если
.V

fix*) = extr /  О).X
Z(p) = 1/рс(р), Z0 = 1/р0с0.

Оптимальная толщина первого слоя удовлетво­
ряет следующему экстремальному соотношению:

_1_
2 кТ

arccos
(Z f2 -  Zo)[2p*Z*2-  р 2* { Z f  + Z*2)]cosy(<p)

*2 *2 .*2 .p?(Zq + Zi )(z; - z ; )
(3.3)

Здесь

У(ф) = arctg
2ZoZfctgcpl 

_ Z, + Z 0 J

Z s = 1/p ,c5.
Толщины первого и второго слоев оптималь­

ной конструкции связаны следующим экстре­
мальным соотношением:

Z* ctgy* = - Z f a *  t c tg(2yf  + у(ф)) +

. гр'С2*1То*|С05(у(ф)) (3’4)^  " •

°о! i sin(2y* + у(ф))

Здесь у* = к* А* , Af -  оптимальная толщина 
л-го слоя.

8 /j = Zf/Zj.
Как показано в работе [13], в случае монохрома­
тического воздействия, когда допустимый набор 
состоит только из двух материалов, толщины 
внутренних слоев оптимальной структуры связа­
ны соотношением:

Af = Af_2, $ = 4, (3.5)

Полученные экстремальные соотношения могут 
быть применены для выделения полной совокуп­
ности вариантов слоистых структур (/*, реализу­

ющих предельные возможности по достижению 
заданного комплекса свойств. Такое выделение 
может быть осуществлено по следующей схеме.

Для каждого ф(0 < ф < 2л) осуществляется сле­
дующая последовательность действий.

-  Из экстремального соотношения (3.2) нахо­
дится материал первого слоя.

-  Далее по формулам (З.ЗН3.5) находятся тол­
щины слоев и компонуется конструкция.

-  Для скомпонованной конструкции вычисля­
ется амплитудный коэффициент пропускания 
У(ф) как функция скалярного параметра ф.

-  Выделяется совокупность конструкций, для 
которых выполнено условие: arg Т(ф) = ф.

-  Подмножество таких конструкций, соответ­
ствующих наименьшему значению критерия ка­
чества, принимается за искомую совокупность 
решений, реализующих предельные возможнос­
ти по достижению заданного комплекса свойств.

Изложенная методика может быть обобщена 
и на случай нефиксированной толщины конст­
рукции, когда она может меняться в некоторых 
заданных пределах (/min < / < /тах). Поэтому она мо­
жет быть применена для исследования зависимо­
сти структуры оптимальной конструкции от из­
менения ее общей толщины.

2. Допустимый набор состоит из нескольких 
(более двух) материалов.

Из структуры необходимых условий опти­
мальности (2.2) следует, что константа L* в пред-
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ставлении функции Гамильтона (3.1) допускает 
представление:

,*  Т(СО)СО2р0Р[* *2 ^ 2 j ( l - p 2)Z0 _____L *  = -- ——:---- (Z, - Z 0) — -----  psin<p.
'N* + I

При этом функции а *  (z) допускают представ­
ление:

a* (z) = C f s \ n ( 2 k f ( z - b f _ {)) +

+ D f c o s ( 2 k f ( z - b f _ {)) + E f ,  

bf_, < z < b f y s = 1,

В этих обозначениях Cs* , D f , E f  -  веществен­
ные константы. Для 5 = 1  данные константы мо­
гут быть представлены в виде:

рГт(со)Г( 1 - р 2) г 0̂
с \ = — ------  —у--------  pcostp,

к?(со) V z .v* +1 /

РоЙю)
2^0(со)

2

_*2
( l - p ' ) Z о Ipsincp,'Л" + 1 (3.6)

РоЙю)
2^0(со) 1 - Z0 ( d - p 2)Z0

z f \ V Zv* + i
psin<p.

Из условий сопряжения решений на границах раз­
дела слоев для коэффициентов С* , D f  , E f  , вхо­

дящих в состав функции a *  (z), могут быть полу­
чены следующие рекуррентные соотношения, 
связывающие их значения в соседних слоях мно­
гослойной структуры:

ст = 6 * , s(C _ ,cos2y*  , - A *  ,

D* 0II i. s (Cf_ , sin 2y*_, + D *_, i

+ t*

E f — T*-  Tv - 1. s(C f . , sin 2yf_ , + D f . , c
(3.7)

5  =  2 ,  N * .

Полученные экстремальные соотношения мо­
гут быть применены для эффективного выделе­
ния всей совокупности вариантов конструкций, 
реализующих предельные возможности по дости­
жению заданного комплекса свойств. При этом 
выделение искомой совокупности вариантов кон­
струкций может быть осуществлено по следую­
щей схеме.

Для каждого значения скалярного параметра 
ср(0 < ф < 2л) осуществляется следующая последо­
вательность действий:

-  На основе экстремального соотношения (3.2) 
находится плотность материала первого слоя р * ,

-  С использованием экстремальных соотноше­
ний (2.2), (3.6), (3.7) находятся оптимальные тол­
щины слоев A f  , ( 5  = 1 , N *) и оптимальные фи­

зические параметры слоев р5* ( 5  = 1, ..., /V*). При 
этом данные экстремальные соотношения при­
меняются следующим образом. Пусть найдены
оптимальная толщина (s -  1)-го слоя Д *_, и опти­

мальная плотность 5-го слоя р * . По формулам (3.7) 

вычисляются C f , D f , E f  и вычисляется a *  (z).

Находится точка z* (bf_, < z ^  О в которой макси­
мальное значение функции //(*; р)|. (3.1) достига­
ется одновременно на двух элементах р* и р*.

Полагается Д* = z* -  bf .  , , рЛ*+ , = р*. Далее про­
цесс продолжается аналогично.

-  Для скомпонованной конструкции вычисля­
ется амплитудный коэффициент пропускания 
Г(ф) как функция скалярного параметра ф.

-  Выделяется совокупность конструкций, для 
которых выполняется условие У(ф) = ф.

-  Подмножество таких конструкций, соответ­
ствующих наименьшему значению критерия ка­
чества, принимается за искомую совокупность ва­
риантов конструкций, реализующих предельные 
возможности.

Данная методика может быть обобщена и на 
случай нефиксированной толщины конструкции. 
В этом случае на ее основе может быть исследо­
вана зависимость структуры оптимальной конст­
рукции от изменения ее общей толщины.

4. СЛУЧАЙ НЕМОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ 
АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

Перейдем к рассмотрению общего случая не- 
монохроматической акустической волны.

Первоначально рассмотрим задачи оптималь­
ного синтеза акустических систем, в которых при 
некоторой частоте со* е [со^п, сотах] значение 
энергетического коэффициента пропускания 
должно быть предельно близко к требуемому 
значению. Пусть q предельно-достижимое при 
частоте со = со* значение энергетического коэф­
фициента пропускания. Тогда в рассматриваемой 
постановке задача оптимального синтеза заклю­
чается в построении множества всех вариантов
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структур, реализующих предельные возможнос­
ти U* (1.4) при дополнительном условии вида

Т (  со*) = q. (4.1)

Однако предельно-достижимое значение энер­
гетического коэффициента пропускания при час­
тоте со = со* достигается для случая монохромати­
ческого воздействия с этой частотой. Обозначим
через Uо полную совокупность вариантов неод­
нородных структур, доставляющих минимальное 
значение критерию качества (1.3) для случая мо­
нохроматического воздействия с частотой со*. 
Тогда соответствующее множество всех вариан­
тов неоднородных структур U* в задаче опти­
мального синтеза в рассматриваемой постанов­
ке (1.2), (1.3), (4.1) является подмножеством мно­
жества U о :

U *  = \ и * е  U S  : J ( u * ) =  m inJ(n)
и е и;

(4.2)

Таю1м образом, в рассматриваемой постанов­
ке задача оптимального синтеза может быть пол­
ностью решена.

Перейдем к рассмотрению общего случая.
Для достаточно широкого круга задач опти­

мального синтеза может быть выделена такая ча­
стота со* е  [сomin, comax], для которой значение 
энергетического коэффициента пропускания не­
однородной структуры отличается от предельно 
достижимого значения на достаточно малую ве­
личину 5. Предельно достижимое значение энер­
гетического коэффициента пропускания при час­
тоте со* соответствует предельно-достижимому 
значению энергетического коэффициента пропу­
скания для случая монохроматического воздейст­
вия с частотой со*. Обозначим это значение через
£** (со*). Тогда сформулированное условие мо­
жет быть записано в виде

(4.3)

Рассмотрим задачу оптимального синтеза (1.2), 
(1.3) с дополнительным условием вида (4.3).

Обозначим через (со*) -  совокупность ре­
шений, реализующих предельные возможности 
по достижению заданного комплекса свойств в 
задаче оптимального синтеза (1.2), (1.3) с допол­
нительным условием вида (4.3). Через £* обозна­
чим совокупность всех решений, реализующих 
предельные возможности в задаче оптимального 
синтеза (1.2), (1.3) для случая монохроматическо­
го воздействия с частотой со.

При этом

V0*(co *)<=£*„
где в соответствии с введенным обозначением
V q ( со* )  -  совокупность решений, реализующих
предельные возможности в задаче оптимального 
синтеза (1.2), (1.3) с ограничением вида (4.3), соот­
ветствующим случаю 5 = 0.

Тогда, используя результаты работ по теории 
многозначных отображений [14, 15] можно пока­
зать, что для любого Oq > 0 найдется такое 50 > 0, 
что для всех 0 < 5 < 50 выполнено включение

V6* ((o * )c 5 0o(V'0*(co*)), (4.4)

где

* «о*)) = {*(.): р<,(и(.), Уо (со*))} < а*
о»

P u ( u U  V/*(co*)) = inf рu ( u ( . ) 9 v ( . ) )
V(.)€ Vq(W*)

Таким образом, множества Vq ( со* )  и  ( со* )

при достаточно малом 5 имеют близкую структу­
ру. Установление свойства (4.4) позволяет эф­
фективно построить множество V* (со*) на осно-

ве знания множества V0 (со*). На основе теории
многозначных отображений для рассматриваемо­
го класса задач, связанных с оптимальным синте­
зом неоднородных структур из дискретного набо­
ра материалов, при воздействии немонохромати­
ческих акустических волн при дополнительном 
условии вида (4.3) может быть эффективно выде­
лена полная совокупность решений, реализую­
щих предельные возможности, если известна 
полная совокупность решений, реализующих 
предельные возможности для случая монохрома­
тической акустической волны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
При исследовании взаимодействия акустичес­

ких полей с неоднородными структурами одной 
из наиболее важных является проблема исследо­
вания предельных возможностей по управлению 
акустическими характеристиками, которых мож­
но достичь на основе направленного выбора 
структуры неоднородной среды (физических 
свойств материалов слоев, толщин слоев, числа 
слоев, а также порядка взаимного сочленения 
слоев с различными физическими свойствами в 
конструкции). При этом вследствие чрезвычайно 
большого числа вариантов структуры неоднород­
ных конструкций, которые необходимо исследо­
вать на оптимальность, решить данную проблему 
на основе полного перебора и сравнения друг с 
другом всех допустимых вариантов не удается да-
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же с применением высокобыстродействующих 
компьютеров. Альтернативы же полному пере­
бору в настоящее время нет.

На основе конструктивного исследования необ­
ходимых условий оптимальности в акустических 
задачах оптимального синтеза получены экстре­
мальные соотношения, характеризующие взаимо­
связь параметров в оптимальных акустических 
структурах.

Знание таких экстремальных соотношений 
позволяет проследить влияние различных пара­
метров на структуру оптимальной конструкции, а 
также разработать на их основе для достаточно 
широкого круга задач эффективные методы ис­
следования предельных возможностей акустичес­
ких структур по управлению их акустическими 
характеристиками.
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Optimal Synthesis of Inhomogeneous Layered Structures
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Abstract—The optimal synthesis problem for inhomogeneous acoustic structures is studied. The case is con­
sidered when a discrete set of materials is available. A possibility for efficiently designing inhomogeneous 
structures that realize the ultimate characteristics of acoustic media is studied. The extremal relationships be­
tween the parameters of optimal acoustic systems are obtained on the basis of a constructive analysis of the 
necessary optimum conditions. These relationships can be used to study the ultimate performance of inhomo­
geneous acoustic structures.
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