
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ. 2002. том 48. № 4. с. 493-498

УДК 534.22

О РАСЧЕТЕ ПАРАМЕТРА НЕЛИНЕЙНОСТИ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ
ГАЗОВЫХ И ЖИДКИХ СМЕСЕЙ

© 2002 г, Д. А. Денисов
Российский химико-технологический университет им. Д.И. Менделеева

125047 Москва, Миусская пл. 9
E-mail: smi@logic.ru

Поступила в редакцию 25.03.97 г. После исправления 28.11.2001 г.

Получены соотношения, позволяющие рассчитать параметры нелинейности для некоторых типов 
многокомпонентных систем по параметрам, входящим в уравнения состояния. Получены соотноше­
ния для расчета производных скорости звука в двухкомпонентной смеси по температуре и давлению 
по данным о свойствах чистых компонентов. Рассчитанные значения указанных производных со­
гласуются со значениями этих производных, найденными с использованием экспериментальных за­
висимостей скорости звука в двухкомпонентной смеси от температуры и давления.

Как отмечали авторы [1, 2], параметр нели­
нейности В/А играет большую роль в нелинейной 
акустике и представляет интерес для многих об­
ластей науки, в частности для подводной акусти­
ки и медицины.

Нередко при расчете величину параметра нели­
нейности для смесей (В / А полагают равной сум­
ме произведений параметров нелинейности (B/A)j 
на мольные доли этих компонентов в смеси [1].

Расчет {В /А )^  термодинамическим методом, в 
соответствии с уравнением [3]

В ( Ъ и \  Т (ди2\  . .
А Ро[др)т .Ро + а СР[ д Т )Р.Ро

где и -скорость звука, Т -  температура К, Р -  дав­
ление, р0 -  плотность невозмущенной системы, 
СР -  мольная изобарная теплоемкость компонен­
та или средняя мольная изобарная теплоемкость 
смеси, М -масса моля компонента или средняя 
мольная масса смеси, требует знания зависимости 
скорости звука чистых компонентов от Р и Т.

В настоящей работе получены уравнения для 
расчета (В/A)mix по свойствам чистых компонен­
тов для некоторых типов газовых смесей, не тре­
бующие знания зависимостей скорости звука чис­
тых компонентов от Р и Г, а также получены 
уравнения для расчета (В /А )^  основанные на 
Уравнении (1) для смесей, образование которых 
из чистых компонентов при Т  = const и Р = const 
Удовлетворяет следующим условиям 1) измене­
ние объема при смешении Vм равно нулю, 2) из­
менение энтальпии при таком смешении Нм не за­
висит от Т.

Для вывода соотношений для расчета (В/A)aix 
для некоторых типов смесей будем исходить из 
формулы, определяющей величину В/А [4],

гДе Pmix -  плотность смеси, ртх0 -  невозмущенное 
значение плотности смеси, и ^ х -  скорость звука в 
смеси, S -  энтропия. Производную, стоящую в 
правой части, можно представить в виде

д2р  ] V ■mix
2f

' dp

Idp iuJ
2

Pm ix
\.a v mlx.

5-

где -  объем смеси.

Поскольку энтропия смеси отличается от энт­
ропий чистых компонентов, производные для 
смеси, фигурирующие в последних двух соотно­
шениях, вообще говоря, сложно связать с анало­
гичными производными для компонентов смеси. 
Применим последнее соотношение для расчета 
(B/A)inix для смеси идеальных газов с постоянными 
изохорными теплоемкостями. Для нахождения
производных (3/>/3Vmix)s и (Э2/7Э V2mix )5 следует об­
ратиться к двум видам записи уравнения адиаба­
ты [5]

+ Pelves. = 0, (4)

<«»» -  Vri,dP = 0, (5)
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где t/nlix и Wmix -  внутренняя энергия и энтальпия. 
Последние два уравнения можно представить 
иначе

' ^ C v,nid T - P ' ^ n ld v l = О, (6)
i = 1 г = I

’Y_t CPinid T - ' ^ v lnldP  = О, (7)
/ = 1 / = 1

где СPi, CVi -  изобарная и изохорная мольные теп­
лоемкости /-ого компонента, п, -  число молей 
i-ого компонента в смеси, v, -  мольный объем 
1-ого компонента, г -  число компонентов в смеси. 
Теперь легко получить уравнение адиабаты:

PV  * г  = const,

или по другой формуле, вытекающей из (14)

^mix
Vr m i x ,

mix

ЭР
3 ̂ mix̂ S.pm„0

(15)

Для смеси идеальных газов найдем

( г
W m i x

\ -1

х
Ч = 1

n, Mj nRTKmix (16)

Если все компоненты смеси имеют один и тот 
же показатель адиабаты, соотношение для 
имеет тот же вид, что и для скорости звука в од­
нокомпонентном идеальном газе, с тем отличием, 
что вместо массы моля компонента стоит средняя 
мольная масса смеси. Учитывая формулу (3), не­
трудно получить соотношение для второй произ-

(8) водной (Э2Р/Эр;:х ).v

где Кт ix -показатель адиабаты смеси, определяе­
мый равенством

Кпй, =
г \

P i

4=1

г

4= 1

-1
(9)

Легко найти соотношение для производной
(B P /dV ^s

ЭР
ЭУm i x / . s

~ ^mix 1j ’
*  mix

(10)

которое можно привести к виду

дР
a v mix/5

к
т*nRT ,

у 2.r  m i x

(П )

где R -  универсальная газовая постоянная, п -  об­
щее число молей всех компонентов в смеси.

Нетрудно найти формулу для второй произ- 
водной (Э2Р/Э v L  )s

Э2Р
Л ,

~f^(^mix + \ )nRT.
* m i x

(12)

Учитывая формулу для плотности смеси рm i x

v m i x

Х "< м '
1= 1

Ч 2р л
2

V^Pmix/ ̂

пУт!х/ ^ / ^ х+1)/?Г

v-L

9 /С~ /v mix п  'Г ---г---ПК!
V ■v mix

(17)

которое легко привести к виду

'  д2Р Л

^Pmi

mix
г

mix /

V/ = 1

2 VmixnRT- (18)

/

Из последнего соотношения и соотношения (2) 
следует формула

В = К ^ - \ , (19)
mix

имеющая тот же вид, что и формула для одноком­
понентного идеального газа.

Обратимся к  выводу формулы для расчета па­
раметра нелинейности смеси газов, следующей 
уравнению Ш ишкова-Нобля-Абеля [6], которое 
можно представить в виде

г

Р mix = ТТ— Y s n'Ml’ 
тЫ1 = I

(13)
P(V  mix-«^mix) = nRT, 

где bmix определяется соотношением [5]

(20)

где М /-  масса моля 1-ого компонента, найдем, сог­
ласно [4], соотношение для а.mix

ЭР
"mix = Эр

(14)
m i x / 5 . p mtx0

Ь mix =  " А (21)
Г = I

Параметр fcmix используется для расчете 
(SA4)niix, например в теории Флори [1]. Из уравне-
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ния (20), согласно [7], следует уравнение адиаба- которое приводит к уравнению для параметра не- 
ты в виде линейности [8]

Т( Knix -  ̂ mix )
R/C Vnux

mix = const, (22)

где средняя мольная изохорная теплоемкость 
Ci'mix определяется равенством

С 1
Vmix = - У  п £п 1 vj-

J =

(23)

_ ^mix^mix ~ 1 ) + 2nbmimix

mix "̂mix «^mix
(32)

При = 0 из последнего соотношения следу­
ет формула (19).

Для смеси газов, подчиняющихся уравнению 
Ван дер Ваальса [5].

Учитывая соотношение

Ся = Cv -(d P /d T )2vJ d V mJ d P ) T, (24)
Р +

2
Я «mix

ч Vmix /
(^mix-^^mix) = "RT, (33)

связывающее СР и Cv [7], а также формулы для 
производных (дР/дТ)Ут.х и (d P /d V ^ j

где параметр смеси связан с аналогичными 
параметрами для компонентов формулой [5]

(ЪР\ nR
э T)vm ^mix «(-’mix

(25)
1

П  . — ----“mix 2 
П 2 > 1

4=1

1/2 (34)

ЭР ^

(^mix-^mix)

Как показано в [7], уравнение адиабаты может 
(26) быть записано в виде (22). Нетрудно перейти к 

иному виду уравнению адиабаты
вытекающие из формулы (20), нетрудно пока­
зать, что разность между значениями СР и Cv 
для газа, подчиняющегося уравнению Шишкова- 
Нобля-Абеля, как и в случае идеальных газов, 
равна R. Поэтому уравнение адиабаты можно за­
писать в виде

^ r ra x -^ m ix )
Кmix = const. (27)

Из последней формулы следуют соотношения 
для производных

дР К  mix

ЭУmix's V'mix “  ПЬmix
P , (28)

т N
d2P

a i/mix,

IS
mix

(^mix-'^mix)
( ^ m i x + 1  ) P , (29)

n n
P .2Vmix

(Vmix-«^mix)
I + R/Cy^ = const. (35)

Для производной (dP/dVmix)s получим формулу

= -  1 + R \

дР
d^mix's 

nRT 2 n
CVmxJ(Vmix- n b mixy

3  « m i x ’
V ■mix

которая приводит к соотношению для wmix

« m ix  =  " Г
V ■Т mix X

I  niM.
j= 1

(36)

(37)
а также для скорости звука иmix

«m ix  =  K m i , R T M ~ ^ „mix mix (30)
nRT ( .  R
— ' , +

V 2 -r mix In
mix C V m x-> (V m ix- n b mix) 2 V

2 «mix 
mix

где Mmix -  средняя масса моля смеси.
Учитывая формулу (2), нетрудно получить со­

отношение

Из формулы (36) следует соотношение для
(д2Р/д V2nx )s

Т N
д-Р

^Pmixx (31)
"KmixVmixRT

Pmix( ^mix — « (’mix)
[^mix(^mix- 0  + 2«^mix],

0 \ 
д-р

dV2mX;
= n + J - ) ( 2+ R

CVmjx/ c x

X p + n
У

2 ’«mix 
mix

Vmix-

6 ri
(38)

(V - nb ■ Y  V4 ■\ r mix ' ‘ ‘'m i x /  r mix

amix’
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которое можно также представить в виде

'  Э  2 Р

J V 2miX/
= I 1 + J * —')(2 + J ! — \x

nRT

^ V m i x ' ^  ( ' ' V m i x -  

2bn

( V'mix-'^mix)3 ^mix
amix*

(39)

Нетрудно видеть, что при а^  = 0 соотношение (38) 
совпадает с соотношением (29), а формула (36) 
совпадает с формулой (28).

Теперь, учитывая формулу (3), найдем соотно­
шение для производной

Ъ2р \

dpmi

V ^ n R T
1 + R

(V'mix-^^mix)^ C
X

Vm ix-

R ,, . „ , ^ 8«2amix
c ----V'mix + 2nbmix ] -  —-------

(40)

V'mix V 'm ix  P
2 ’ 
mix

которое при <2n̂ x = 0 совпадает с соотношением 
(31).

Из соотношения (40) следует формула

V ^ n R T

(V 'm ix  “ ^ m i x )

1 + R
СV'mix-

R v . } 8 « 2 a mixr --------- ’'m ix  +  2  nbmi„ - — 2--------
V'mix V ■* mix

nRTVmix

P  m i x  (  V 'm ix  - n b m i x ) ' (1 + R - n a mix
V'mix v mix

(41)

которая при amix = 0 совпадает с формулой (32) 
для смеси газов, следующих уравнению Шишко- 
ва-Нобля-Абеля.

CPraix -  мольная изобарная теплоемкость смеси, 

Сргтх = х\Ср\ + О “  х \)СрЪ (44)

В большинстве случаев, не удается получить 
формулы, позволяющие рассчитать (В/А)т* по па­
раметрам компонентов, приходится обратиться к 
формуле (1), использование которой требует зна­
ния зависимостей скоростей звука в компонентах 
от Р и Т. При использовании зависимостей скоро­
стей звука в компонентах и, от Р и Т  нет необходи­
мости сравнивать экспериментальные и рассчи­
танные значения (В/А)^.  Судить о приемлемости 
использования для расчета уравнений можно на 
основании сопоставления рассчитанных значений 
производных (diiniJdT)? и ( Э ^ Х/ЭР)Т со значения­
ми указанных производных, найденных из экспе­
риментальных зависимостей скорости звука от Р и 
Т. Именно значения производных (Эм^/ЭЛр и 
(Эмщ1Х/ЭР)7, найденные из экспериментальных за­
висимостей от Т и Р позволяют найти экспери­
ментальные значения (SM)mix [10]. Обратимся к со­
отношению для адиабатической сжимаемости сме­
си, состоящей из двух компонентов (3Smix [11],

Psmix
1 X \ V ] (1 - x , ) v \

VmixL“ | М \ и2М2
+

(42)
T x t(\ -X. )  2

+ —  СР1СР2ГСPm ix  ^ m i x

где v, -  мольный объем /-ого компонента, CPi -  
мольная изобарная теплоемкость /-ого компонен­
та, vniix -  мольный объем смеси, а, -  коэффициент 
расширения i -ого компонента, / = 1,2.

V'mix =  -Vl V, -  (1 - * , ) \ Л > ,  (43)

а ,
v, -

pi

которое, как показано в работе [12], справедливо, 
если изобарно-изотермическое образование сме­
си из чистых компонентов следует двум условиям:
1) изменение общего объема системы равно ну­
лю, 2) изменение энтальпии при смешении ком­
понентов не зависит от Т. Множество смесей, об­
разование которых из чистых компонентов при 
Р = const и Т = const, следует указанным условиям, 
включает в себя не только множество идеальных 
смесей, но, в частности и множество регулярных 
смесей [5].

Как следует из известного равенства [4]

и 2 = рр5, (46)
где р5 -  адиабатическая сжимаемость, р -  плот­
ность, производная (diQx/dT)P

может быть найдена по формуле

где pmix -  плотность смеси

Рт„ = Мт|х^ х (48)

Mrnix -  средняя мольная масса смеси
Мы* =  х № х +  ( 1 -  х{)М2. (49)

Из формулы (42) следует соотношение для 
производной OPsmix/ЭП/.
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mix
j _2 I 2

(1 - x , ) v , [ ( l  - * , ) v 2 + 2x, v x]M~-> ih  - x , ( l  - x x) v - , M | «7 ^Эу 2\
+ 2 U r J , +V mix
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* i(l - * i )
+ — ^ С „ С Р:рш,,у Ч ^ Г ^ ! ( '^ )  +lix v m\xL M\ V o T  Jp

(1 - X \ ) v l ( d u 22'

mix ̂  Pmix M 2 V 37
+

(50)

+

- V 'i ( l  ~ x t) C p i C p 2Y' 
/->2

^mix̂ Pmix

2л:, (1 - x x) C P,C P1Y  

v m\\Cp™\x

КЗС/ч^ t (Л x( 3Cp2
Э7" JP ( _ДГ1)1 ЭГ /P.] * i(l ~  X \ ) C  p \C  P2y

2 rv mix'~'Pmix

1 fd"V|
с,, ЭГ2

1 rd 2V i 2х|(1 -  х [) С Р \ С Р2У СС| ( д С Г [ Л a  2v i (  д С Р2\
С р 2

ур к д т \ Р- ^ m ix ^ *  Pmix С2, Ч Э 7 - , р  C p i  V д Т  )р

Формулы (47) и (50) применены для расчета 
производной (Зцп1х/Э7)/> для смеси жидкостей: че­
тыреххлористого углерода и метилового спирта 
для которой в работе [10] приведены эксперимен­
тальные зависимости и пйх от 7  и рассчитанные из 
этих зависимостей значения ( д и ^ / д Т ) ^  Для расче­
та использованы данные о свойствах, находящихся 
в жидком состоянии при СС14 и СН3ОН при 30°С 
р, = 1569.7 кг м-3, ро = 781.7 кг м_3, и { = 903.9 м с-1, 
м2 = Ю84.8 м с"1, (3w,/37)/> = -3.17 м с*1 К"1, (ди2/д Т )Р = 
= -3.22 м с-1 К-1 [10], (индексом 1 отмечены свой­
ства СС14, индексом 2 -  свойства СН3ОН), С Р[ = 
= 131.7 дж моль"1 К"1, С р2 = 81.6 дж моль"1 К-1 [13], 
о зависимостях С рj и С  р^ от 7  [14], о зависимостях 
р, и р2 от 7  [15].

О выполнении условия 1 свидетельствует ма­
лое отклонение при х { = 0.3 рассчитанного значе­
ния pmix = 1180.5 кг м-3 от экспериментального
значения p̂ xix = 1184.0 кг м~3. Значение производ­
ной (3p5mix/37)p равно 7.123 х 10~12 Па”1 К"1, сумма 
первого и второго слагаемых правой части форму­
лы (50), занимающих первые две строки, а также
слагаемого, содержащего производные (3 и ] 2 /3Т )Р 

и (Ъ и ?  /д Т )Р равна 7.065 Па"1 К"1.

Рассчитанное для х { = 0.3 значение (д и т1Х/д Т )Р 
равно -2.759 м с-1 К"1, значение указанной произ­
водной, найденное по экспериментальной зависи­
мости nniix [10], равно -2.96 м с"‘ К-1 [10].

Для расчета производной (ди~^х /д Т ^Р восполь­
зуемся формулой, аналогичной (47), также выте­
кающей из соотношения (46),

Формула для производной (d $ Smlx/d P ) T анало­
гична формуле (50) и отличается от последней 
лишь тем, что вместо производных от свойств 
чистых компонентов по 7  фигурируют произ­
водные от тех же свойств по 7, а также отсутст­
вием слагаемого, аналогичного третьему слагае­
мому правой части (50), именно слагаемого вида 
11 ( 1 — % | ^

— C P[C P2Y 2. При расчете производных,
^mixCPmix
входящих в формулу для (Зр5гшх/ЗР)г, использова­
лись данные по изотермической сжимаемости 
компонентов [13]. При расчете пренебрегали 
слагаемыми, содержащими производные от изо­
барной мольной теплоемкости по Р . В результа­
те расчета оказалось, что все слагаемые, входя­
щие в соотношение для расчета производной 
(ЭРл^х/ЗРЬ за исключением слагаемого, содер­
жащего производные от скорости звука в чистых 
компонентах по 7, не влияют на значение произ­
водной (ЭрЛгтХ/37)т-, которая равна 1.04792 Па-2. 
Первое слагаемое правой части формулы (51) на 
несколько порядков превосходит второе. Значе­
ние производной ( d n ^ J d P )г, рассчитанное по дан­
ным о чистых компонентах, равно -0.528 м с 1 Па-1. 
Значение, найденное по экспериментальной зави­
симости //nlix от 7, приведенной в [ 10], равно -  0.531
м с-1 Па-1 [10]. В работе [10] приведены лишь зна­
чения производных (д и п̂ х/д Т )Р и (Эит1х/Э7)г, най­
денные по экспериментальным зависимостям /vnlix 
от 7  и 7. В работе [2] для более сложных систем 
приведены лишь рассчитанные с помощью не­
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скольких моделей значения параметра нелиней­
ности без сопоставления с экспериментом.

Таким образом, получены соотношения поз­
воляющие рассчитать параметры нелинейности 
для некоторых типов газовых смесей по значениям 
параметров компонентов, входящих в уравнение 
состояния. На основе соотношения для скорости 
звука в смеси, состоящей из двух компонентов, 
изобарно-изотермическое образование которой 
из чистых компонентов не сопровождается изме­
нением объема, при условии, что изменение эн­
тальпии при смешении не зависит от Г, получены 
формулы для расчета производных (d u „ ^ /d T )P и 
{ d u ^ J d P ) T по данным о свойствах чистых компо­
нентов. Расчет по выведенным в настоящей рабо­
те формулам для указанных производных для 
смеси жидкостей СС14 и СН3ОН приводит к значе­
ниям, близким к значениям, следующим из экспе­
риментальных зависимостей скорости звука сме­
си от Г и Р.

Автор выражает признательность старшему 
научному сотруднику Баланкиной Е.С. за предо­
ставленную информацию по экспериментальным 
зависимостям скорости звука в смесях от темпе­
ратуры и давления.
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Calculation of the Nonlinearity Parameter for Some Types
of Gaseous and Liquid Mixtures
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Abstract—Relations that allow one to calculate the nonlinearity parameters for some types of multicomponent 
systems from the parameters involved in the equations of state are presented. Relations for estimating the de­
rivatives of the speed of sound with respect to temperature and pressure in a two-component mixture from the 
data on the properties of pure components are obtained. The calculated values of the aforementined derivatives 
agree well with the values obtained from the experimental dependences of the speed of sound on temperature 
and pressure in a two-component mixture.
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