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В рамках метода малых возмущений (борновское приближение) рассматривается рассеяние звука 
случайными объемными неоднородностями (флуктуациями показателя преломления в среде), об­
ладающими произвольной анизотропией. Поверхности (границы) неоднородностей считаются 
фрактальными: энергетические спектры флуктуаций показателя п^ломления подчиняются сте­
пенным законам с дробным показателем. Получены выражения для коэффициента объемного рас­
сеяния. Приведены частотные и угловые зависимости коэффициента рассеяния и их связь с фрак­
тальной размерностью неоднородностей, обладающих анизотропией различного типа и имеющих 
разные размеры в масштабе длины акустической волны. Оценена фрактальная размерность неод­
нородностей.

Рассеяние акустических волн случайными объ­
емными неоднородностями в океане представляет 
интерес со многих точек зрения. Вследствие рассе­
яния возникает дополнительная многолучевость 
звукового поля, появляются пространственно- 
временные флуктуации, уменьшается когерент­
ность многомодовых сигналов, что снижает эф­
фективность работы гидроакустических систем 
различного назначения. При распространении в 
подводном звуковом канале часть волн вследст­
вие рассеяния уходит из него, что приводит к до­
полнительному затуханию распространяющегося 
акустического поля. В последние годы при рас­
смотрении распространения и рассеяния звука в 
океане используется концепция фракталов и лу­
чевого хаоса [1-7].

Исследования [3] показали, что важную роль в 
рассеянии низкочастотного звука в подводном 
звуковом канале играют случайные неоднород­
ности, обладающие в определенном диапазоне 
масштабов фрактальными свойствами. В работе 
[3] было рассмотрено рассеяние звука случайны­
ми объемными океаническими неоднородностя­
ми (флуктуациями показателя преломления), ха­
рактерные горизонтальные размеры которых 
значительно превосходят вертикальные. В рам­
ках первого приближения метода малых возму­
щений, использованного в этой работе, коэффи­
циент объемного рассеяния звука определяется 
выражением

m v =  2 7 i £ 4 G ( q ) , (1)

где q = ki. — k — волновой вектор резонансной гар­
моники в энергетическом пространственном спек­

тре G  неоднородностей среды, kv и к -  волновые 
векторы рассеянного и падающего акустического 
излучения соответственно. Корреляционная функ­
ция пространственно однородных флуктуаций по­
казателя преломления была представлена в фак­
торизованном виде:

в {  р ) = < ю а д ж 2(т1), (2)

где (р2) -  средний квадрат флуктуаций, N i9N 2 -  ко­
эффициенты корреляции в горизонтальной плос­
кости и по глубине. Неоднородности считались 
изотропными в горизонтальной плоскости, так 
что векторный аргумент корреляционной функ­
ции р = (s> Л) имеет две скалярные составляю­
щие. Коэффициент горизонтальной корреляции 
задавался в виде [8]

N x( X )  =
1

V  - F(v)
X ' K J X ) , (3)

где K V(X ) -  функция Макдональда порядка v, Г(у) -  
гамма-функция, X  =  ̂ -  пространственное
разнесение точек наблюдения, а ^  -  горизонталь­
ный радиус корреляции. Соответствующий про­
странственный энергетический спектр, даваемый 
преобразованием Фурье-Бесселя выражения (3), 
имеет вид:

G M . )  = vtf (4)

q _  = IqJ. q± -  горизонтальная составляющая век­
тора q = {q_, q .} . По вертикали неоднородности 
считались мелкомасштабными: r\0 q. <  1, где Г|0 -
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вертикальный радиус корреляции флуктуаций. 
В этом случае вид вертикального коэффициента 
корреляции не существен, вертикальная спект­
ральная плотность не зависит от q .:

с2Ш
а полный энергетический спектр флуктуаций по­
казателя преломления дается произведением

G(q) = <p2>Gi(?±)G2(?-). (6)
Теперь, согласно формуле (1), коэффициент объ­
емного рассеяния принимает вид

4оЛо*42V , 2ч
т „  =  — (ц ) -

К Г /1 . к2 2.v +I
(1 + Я±)

V (7)

Если неоднородности крупномасштабны в гори­
зонтальной плоскости (4о<7± ^  1), то

mv = = (p 2) v ^ o n o ( U i ) ' 2<V + 1). (8)

Приведенные выше результаты работы [3] обоб­
щаются ниже на случай анизотропных объемных 
неоднородностей среды.

Первое обобщение заключается в отказе от 
предположения об изотропии неоднородностей в 
горизонтальной плоскости. Флуктуации показа­
теля преломления характеризуются двумя радиу­
сами горизонтальной корреляции Ъ,ох и £ov. Соот­
ветствующую спектральную плотность можно 
представить в виде

G ,(4 J  = у . г  W
^( I ^эохЯх + ^ оуЯу)• •

где q± = {qx, qy ) . Отметим, что энергетический 
спектр подобного вида применялся авторами ра­
боты [7] при рассмотрении горизонтально анизо­
тропных неоднородностей толщи морского дна. 
Коэффициент горизонтальной корреляции, отве­
чающий спектру (9), дается преобразованием Фу­
рье, вычисление которого приводится в Прило­
жении I. Полученный коэффициент корреляции 
имеет тот же вид, что и выражение (3), где, одна- 
ко, а: = [ ( k A o x ) 2 + ( V U 2]172, а %х и q ,  -  простран- 
ственные разнесения по осям X  и Y  соответствен­
но. Если по-прежнему вертикальные размеры не­
однородностей малы по сравнению с длиной 
звуковой волны, то спектр мелкомасштабных 
вертикальных флуктуаций показателя преломле­
ния имеет вид (5), и коэффициент рассеяния ха­
рактеризуется выражением

т э̂одЛогЛо̂ '

л -
(Ю)

с высокочастотной асимптотикой, соответствую­
щей случаю (qniqj)2 >  1 , i  =  x,y, вида

+ Й А ) 4 " 1’- (И )

Следующее обобщение рассматриваемой мо­
дели неоднородностей может быть получено, ес­
ли считать флуктуации показателя преломления 
трехмерно анизозрошышь~ В этом случае, не 
прибегая к факторизации при задании трехмер­
ного коэффициента корреляции Л)> есте­
ственно снова воспользоваться правой частью 
выражения (3), где на этот раз X  = [(̂ .v/^ v)2 + 
+ (sv/£m)2 + (Л/П,Я1/2. Трехмерное преобразова­
ние Фурье от построенного таким образом коэф­
фициента корреляции (см. Приложение П) приво­
дит к следующему виду энергетического спектра 
флуктуаций:

О(Ч) -  r ( 9,+ 3/2V >*
ТГТ(У)

_________ ^ох^оуЦ о_________
, ,  у-2 2 г 2  2 2 24v + 3/2
(  1 +  ^ о х Ч х  % о \Ч \  +  Л оЯ~)

(12)

Отметим, что формулу для спектра, отвечающую 
случаю трехмерной изотропии (%ох = = ц а = £,,)

G ( q )  =
Г(у + 3/2) , 2, t  

л3/2Г(у) ^  ( l + & 2)v + 3/2’

2 2 2где q -  -  q~ + q~ + q Г, можно найти в [8].

Для коэффициента рассеяния звука на трех­
мерно анизотропных неоднородностях со спект­
ром (12) получаем выражение

2T(v + 3/2) , 2ч
m v  =  ■■ г  —  ( Р  > Х

7лГ(у)

________ э̂олг̂ эоу'По̂ ''________
, ,  , с 2 2 , . 2  2 2 2.V + 3/2
О + W7.< +W ?v +П Л :)

При ($,„q,)2 §> 1, i  = x , y ,  (По?-)2 ► 1

rn v =
2Г(у + 3/2 ) . 2

7 яГ(у)
<р->х

(15)

Х (Ъ охЯ х  +  i , v ? v  +  П ,Ж )
2 24-(v + 3/2)

Интересно сравнить “вертикальный" спектр, 
соответствующий форме (12) при мелкомасштаб­
ных флуктуациях показателя преломления по 
глубине, с выражением (5), полученным в [3] в 
предположении о факторизуемости корреляци-
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онной функции (2). Двойное интегрирование вы­
ражения (12) приводит к следующему результату:

со оо

Г(у + 1/2) По 

7^Г(у) (1 +Tlo?c)V+1/2
Если флуктуации мелкомасштабны по вертикали 
((Лoci-)2 ^  1)» выражение (16), как и (5), оказывает­
ся приближенно независимым от q :, но зависи­
мость от параметра v остается:

G M  -
Г(у +1/2) 

Л с Г ( у )  °
Нетрудно видеть, что выражения (17) и (5) совпа­
дают с точностью до постоянного коэффициента, 
а при v = 1/2 равны друг другу.

Обратимся к частотным зависимостям коэф­
фициента объемного рассеяния. Ограничимся 
случаями, когда частотные и угловые перемен­
ные в выражениях для коэффициента рассеяния 
разделяются. Это имеет место для неоднороднос­
тей, горизонтальные размеры которых велики в 
масштабе длины акустической волны: (%0$ i ) 2 >  1, 
i = х, у . Если, кроме того, (Т|„д-)2 ^  U то коротко­
волновая асимптотика коэффициента рассеяния 
m v в случае трехмерных флуктуаций показателя 
преломления определяется выражением (15) и 
имеет вид

m v ~  &“2v + 1, (18)
где к  -  волновое число звука. Отметим что, фор­
мула (18) справедлива независимо от того, изо­
тропны или анизотропны трехмерные неодно­
родности.

В случае, когда корреляционная функция (и 
энергетический спектр) факторизуются, частот­
ная зависимость коэффициента рассеяния зави­
сит от того, как задан вертикальный спектр. Ес­
ли, как в [3], вертикальные флуктуации показате­
ля преломления мелкомасштабны ((T\(,qz)2 1), то
частотная зависимость коэффициента рассеяния 
определяется только горизонтальным спектром 
(неоднородности “двумерны”) и

m v  ~  кгъ'+ 2 (19)
независимо от того, анизотропны или изотропны 
неоднородности в горизонтальной плоскости.

Теперь рассмотрим угловые зависимости коэф­
фициента рассеяния в некоторых случаях, допуска­
ющих разделение частотных и угловых перемен­
ных в выражении для коэффициента рассеяния 
Первый из таких случаев, проанализированный в 
работе [3], имеет место для крупномасштабных и 
изотропных в горизонтальной плоскости, но мел­

комасштабных по вертикали флуктуациях пока­
зателя преломления. Частотная зависимость, как 
уже отмечалось, в этой ситуации имеет вид (19), а 
угловая зависимость согласно формуле (8) опре­
деляется выражением

+ (20)

где
q ± = к[ cos2% + cos2Xs- -  2cos%coSy£i.cos((pi. -  ф)]ш.

Здесь углы скольжения %, %s и азимутальные углы 
ф, фА. характеризуют направления падения и рассе­
яния акустических волн соответственно. В плоско­
сти падения (фд. = ф) угловая зависимость (20) ко­
эффициента рассеяния имеет два максимума, от­
вечающие условию q ± = 0: один в направлении 
падения акустической волны (%s = %), второй -  в 
направлении зеркального отражения относитель­
но горизонтальной плоскости (%s = -%) (аналогич­
ный вывод получен в работе [9] при анализе рас­
сеяния звука на тонкоструктурных неоднородно­
стях океана). Эффективная полуширина этих 
максимумов, определяемая по спаду коэффици­
ента рассеяния в два раза, составляет =
= xe1/2/(A£„sin х) при *4, s in / >  1 и = (4е)ш(^„)_ш
при % = 0. Здесь = %оУ (горизонтально изо­
тропные неоднородности), а е = 21/(v +1).

Рассматриваемый случай особенно интересен 
тем, что при разделении частотных и угловых пе­
ременных в выражении для коэффициента рассе­
яния частотные зависимости коэффициента зату­
хания (3, обусловленного рассеянием звука “гори­
зонтальными” (то есть, сильно вытянутыми в 
горизонтальной плоскости) неоднородностями в 
подводном звуковом канале, и коэффициента 
рассеяния оказываются одинаковыми [3].

Рассмотрим более подробно связь между час­
тотной зависимостью коэффициента рассеяния 
звука неоднородностями и их фрактальной раз­
мерностью. Объемные неоднородности естест­
венно рассматривать как поверхностные фракта­
лы. Для объемных неоднородностей с фракталь­
ной поверхностью (то есть, со статистически 
неровной поверхностью, характеризуемой сте­
пенным спектром G (q )  ~ q~y с дробным показате­
лем у) справедливо следующее соотношение [1], 
связывающее у и фрактальную размерность D :

У=2 d - D ,  (21)
где d  -  размерность пространства вложения. Для 
“двумерных” (“горизонтальных”) объемных не­
однородностей d  -  2, а для трехмерных -  d  = 3, и, 
соответственно, фрактальная размерность грани­
цы или поверхности 1 < D < 2 h 2 < D < 3  [1].

Для “двумерных” неоднородностей примем D  = 
= 1.4—1.5. Этот выбор не является случайным. Из 
теории фрактальной размерности границ облаков 
в атмосфере, например, следует 1.37 < D  < 1.41, а
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наблюдения дают величину D  * 1.35 [10]. Тогда на 
основании (4), (8), (9), (11), (12), (19) и (21) полу- 
чим в случае крупномасштабных “горизонталь­
ных” неоднородностей v = 0.3-0.25 и m v ~ А:1*4”1,5. 
Поскольку в рассматриваемом случае угловые и 
частотные переменные в выражении для коэф­
фициента рассеяния разделяются, такую же час­
тотную зависимость будет иметь и обусловлен­
ный рассеянием коэффициент затухания звука в 
подводном звуковом канале в океане, и мы при­
ходим к известному “закону трех вторых”. Мож­
но видеть, что этот закон не зависит от анизотро­
пии фрактальных “двумерных” неоднороднос­
тей. Важно лишь, чтобы выполнялось условие, 
что их размеры велики по сравнению с длиной 
звуковой волны.

Для трехмерных крупномасштабных неодно­
родностей можно принять D  = 2.4-2.8. Как уже 
отмечалось выше, граница облаков в атмосфере, 
судя по наблюдениям, имеет фрактальную раз­
мерность D  -  1.35. Можно ожидать, что фрак­
тальная размерность двумерной поверхности об­
лаков будет D  « 2.7. Итак, в предположении, что 
фрактальная размерность поверхности трехмер­
ных объемных флуктуаций показателя прелом­
ления в океане 2.4 < D  < 2.8, получаем для частот­
ной зависимости коэффициента рассеяния m v  ~
~ к06~°л .

Предположим теперь, что трехмерные неод­
нородности имеют гладкую поверхность. Это со­
ответствует фрактальной размерности D  = 2. Из 
формул (21) и (12) получаем v = 0.5, а из выраже­
ния (18) m v ~ к°. Другими словами, коэффициент 
рассеяния звука объемными флуктуациями пока­
зателя преломления не зависит от частоты. Это 
результат впервые, по-видимому, был получен 
авторами работы [11] и детально обсуждается в 
[8]. При v = 0.5 спектр мощности (13) с точностью 
до коэффициента совпадает со спектром, отвеча­
ющим корреляционной функции exp[-|J;|/qJ, ко­
торая используется авторами работы [11]. Отсут­
ствие частотной зависимости коэффициента рас­
сеяния установлено также при рассеянии звука 
случайными объемными неоднородностями под­
водного грунта мелкого моря [12].

Если принять значение v = 0.3, то спектр трех­
мерных объемных изотропных неоднородностей
(13) совпадает со спектром локально изотропной 
турбулентности, и для коэффициента рассеяния, 
как и следовало ожидать, имеем m v ~  к 0А [8].

Наконец, из представленных выше формул 
следует, как и можно было ожидать, что в низко­
частотном приближении имеет место рэлеевское 
рассеяние, и длинные акустические волны “не за­
мечают” неровной фрактальной поверхности не­
однородностей.

В заключение отметим, что некоторые вопросы 
рассеяния и излучения волн фрактальными неод­
нородностями в упругой среде обсуждались в [13].

Приведенные выше формулы для коэффици­
ентов рассеяния на объемных неоднородностях 
различного типа могут, по-видимому, оказаться 
полезными при интерпретации эксперименталь­
ных данных по распространению и затуханию 
звука в океане. В результате сравнения результа­
тов расчета и эксперимента можно было бы су­
дить о том, какие неоднородности оказывают на­
ибольшее влияние на акустическое поле в той 
или иной ситуации, и сделать определенные вы­
воды о природе этих неоднородностей.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го фонда фундаментальных исследований, про­
ект № 01-05-64711.

ПРИЛОЖЕНИЕ I

Для расчета коэффициента корреляции гори­
зонтально анизотропных неоднородностей, отве­
чающего спектральной форме (9), необходимо 
осуществить преобразование Фурье, то есть, вы­
числить двойной интеграл:

N ( 2 ^ , )  = \  \ G M „ q y ^ 4x+' ^ d q xd q y =

— оо — со

v£ £ ", 7 е ~ * Ы ,+ Ы
L 2 2 S S 1  [ Г------------------------------- - d q . d q . . .

(U )

(Отметим, что как и в [3], множитель (2я)-1 мы 
относим к преобразованию, которое является об­
ратным по отношению к (1.1) и определяет энер­
гетический спектр по корреляционной функции.)

Заменой л; = %oyq x, у  = £,oyq y формула (1.1) приво­
дится к виду:

оо СО -/(d,.v + <ivy)

— оо — со [1 + х 2 + / Г 1
d x d y ,  (1.2)

где ах = ах = % J \m. Перейдя в выражении (1.2)• • %
от переменных (х, у) к полярным координатам 
(г, \|/), получим:

Д̂ | ( а х, а у)  =

00 К -/>(fltcos\|/ + «vsin\|/)
е

0 -к [ l + r 2f +l
r d r d \\ f . (1.3)

Для интегрирования по полярному углу у  сделаем 
замену a vcos\|/ + c/vsin\|/ = fecos(\|/ + 8), где b = (а ] + 

+ а х ) т , tg5 = a j a x. Тогда, с учетом известного
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выражения для функции Бесселя 70(Z) нулевого 
порядка,

л к

jV 'f c r w 5 V¥  = i j e ibrco" » d y  = 2 n J 0( b r ) ,

- К О

и расчет коэффициента корреляции сводится к 
вычислению обыкновенного интеграла

N ОЬ) = 2vJ
J 0( b r ) r d r

S d ^ ) v+I
(1.4)

Интеграл, входящий в (1.4), является частным 
случаем табличного интеграла (см. [14], форму­
ла 6.565.4), приводящего к функции Макдональ­
да K_V( Z ), что, с учетом свойства K_V(Z ) = K V(Z )  
[14], дает искомый коэффициент корреляции 
флуктуаций показателя преломления в виде (3)
при х  = * s  [ & / U 2 + ( U U ) 2P -

ПРИЛОЖЕНИЕ II
Чтобы рассчитать спектральную плотность 

трехмерно анизотропных неоднородностей, ко­
торые характеризуются коэффициентом корре­
ляции N(qr, £v, rj), даваемым выражением (3) при
*  = № Л о Х)2 + (W  + (Л/Л«)2]Ш, нужно осущест- 
вить трехмерное преобразование Фурье:

G { q x, q v, q . )  =
оо ос со

( 2 л у —оо—оо —со

Вводя в подынтегральном выражении обозначе- 
ния X = £ Д од, у = z  = л/л,,» Приведем форму- 
лу (II. 1) к виду

G ( q x, q „ q - )  =
2v‘ T (v )(2ji)3

х

X
1  I I +  у 2  +  +  у 2  + х (П.2)

—оо — оо— с

w  *(?.АТx + qAvy + w z )  . j .x e  d x d y d z .

Перейдем теперь от переменных (х, у, z )  к сфери­
ческим координатам (г, 0, \|/), так что х = 
= rsin0cos\|/, у  = rsin0cos\|/, г = rcos0 и d x d y d z  = 
= ^sin O drdO dw . Тогда

( j ( q v q x i q : ) — ,
™ к к

х е

2 T ( v ) ( 2 n )  о_я0
'r(̂ A«-sinecosv+</v4«vsin0sinv +^п0со»в) .

J J  Jrv+?ATv(r)x
(П.З)

s in Q d r d y d Q .

Интеграл по берется (см. Приложение I), при­
водя к функции Бесселя нулевого порядка:

Л

S
е

iV sin 0 (<7 5̂ or cosy + ̂ v̂ vsin\|/)
d\\f = 2 n J 0( a r s \ n Q ) ,  (II.4)

-к

где

= V(t«9.v)2 + ( ^ v ) 2. 
В оставшемся выражении

G (^, <?v, <?.) = о̂л^пЛо
" 2У_,Г(у)(2л)

x

оо Л (П.5)
Х Л Г% * ' K v( r ) J 0( a r s m Q ) e ' ^ " ^ s m Q d r c l Q  

оо
интеграл по 0

К

h  = J^o(^rsin0)^'r</:T1',cos0sin0J0 (II.6)
о

подстановкой г = cos0 сводится к табличному 
([14], формула 6.677.6):

/е = J J 0( a r j  1 - 1 ) e ‘rq:^(>rd t  =

-|

(П-1) _ 2 \ j 0( a r j r ^ ) c o S( r q . 4 „ , ) d ,  -  2 s-
J '  o r

(И.7)

о
где

^ “ N ^ oxQx ) + (^ov9v) + (Л»*?-) •
Теперь спектр трехмерно анизотропных неодно­
родностей дается обыкновенным интегралом:

G ( q x, q yi q . )  =

э̂аг̂ эяуЛо
2 v ' 2b r ( v ) ( 2 n )

^Jrv+ 1 K v ( r ) s i n ( b r ) d r ,
(И.8)

о
который также является табличным ([14], фор­
мула 6.699.3) и выражается через гипергеометри­
ческую функцию F .  Последняя при данном соче­
тании ее четырех аргументов сводится к элемен­
тарной функции (формула 9.121.1 в [14]), а 
именно:

F ( v  + 3/2; 3/2; 3/2; - b 2)  = (1 + ZT)‘(v+3/2), (П.9)

что в итоге приводит к искомой форме (12) энер­
гетического спектра трехмерно анизотропных 
флуктуаций показателя преломления.
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Sound Scattering by Random Fractal Inhomogeneities in the Ocean
E. A. Kopyl, Yu. P. Lysanov, and |L. M. Lyamshev

A n d reev  A coustics In stitu te , R ussian  A ca d em y  o f  Sciences, ul. Shvern ika  4 , M o sco w , 117036 R ussia
e-m a il: bvp@ akin.ru

Abstract—Sound scattering by random volume inhomogeneities (fluctuations of the refraction index in a me­
dium) with an arbitrary anisotropy is considered using the small perturbation method (Bom’s approximation). 
Surfaces (boundaries) of the inhomogeneities are deemed to be fractal ones: the energy spectra of the refraction 
index fluctuations follow the power law with a nonintegral exponent. Formulas are obtained for the volume 
scattering coefficient. Frequency and angular dependences of the scattering coefficient and their relations to the 
fractal dimension of inhomogeneities with different kinds of anisotropy and different sizes (on the sound wave­
length scale) are presented. The fractal dimension of the inhomogeneities is estimated.
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