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Рассмотрена задача о поле сферического излучателя с учетом дифракции на нем в идеальном акус­
тическом волноводе. При этом используются полученные ранее результаты о дифракции на сфери­
ческом излучателе в полупространстве с идеальными границами. Показано, что результирующее 
поле сводится к бесконечной сумме некоторых излучателей. Получены погрешности, к которым 
приводит ограничение их количества. Приведены результаты численных расчетов поля сферы в 
идеальном волноводе с учетом и без учета рассеяния.

Вопросам рассеяния на неоднородных вклю­
чениях в ограниченных волноводах посвящена 
обширная библиография. Из всего множества ра­
бот, посвященных этому вопросу, сошлемся на 
работы, упомянутые в статье [1], на результатах 
которой основана настоящая работа, а также на 
появившиеся недавно работы [2,3]. Работа [2] по­
священа решению задачи рассеяния поля точеч­
ного источника на прозрачном слоистом цилинд­
ре (острове) в слоистом волноводе с идеальными 
границами. Работа [3] посвящена рассеянию зву­
ка на жестком сфероиде, помещенном в слоистый 
волновод. При этом авторы полагают справедли­
вым допущение об отсутствии влияния границ и 
неоднородностей среды на амплитуду рассеяния 
включения. В настоящей работе ограничение об 
отсутствии влияния границ на амплитуду рассея­
ния снимается.

В [1] был рассмотрен подход для решения за­
дач дифракции звука на неоднородных включе­
ниях в идеальном полупространстве с плоской 
границей. В частном случае идеальной (жесткой 
или мягкой) границы в работе получены конкрет­
ные выражения для амплитуды рассеяния сферы 
с абсолютно мягкой граничной поверхностью в 
низкочастотном приближении, в частности, когда 
сама сфера является источником первичного по­
ля. В настоящей работе на основе результатов, 
полученных в [1], рассматривается звуковое поле 
такой сферы в идеальном акустическом волново­
де с абсолютно мягкой верхней и абсолютно же­
сткой нижней границами.

В точной постановке такая задача может ре­
шаться аналогично тому, как решалась в [1] для 
полупространства -  необходимо просуммировать 
все многократно отраженные от границ и рассеян­
ные на сфере плоские волны. Однако в настоящей 
работе решение будет получено несколько иначе.

Результаты работы [1] применительно к слу­
чаю, когда расссеяние происходит на самом излуча­
теле первичных волн можно проинтерпретировать 
следующим образом. Эффект рассеяния звука на 
излучателе вследствие наличия границы полупро­
странства можно свести к ситуации, когда рассея­
ния нет, но есть некий источник, совмещенный с ис­
ходным, в точности описывающий вне исходного 
излучателя поле рассеяния. Таким образом реаль­
ный источник, вызывающий прямое и рассеянное 
поле заменяется двумя источниками, рассеяние на 
которых отсутствует, но поле ими созданное вне 
исходного излучателя в точности описывает реаль­
ное поле. Источники эти будем описывать диа­
граммой направленности (ДН) в свободном прост­
ранстве />°(яЭ, ф) для источника первичных волн и 
амплитудой рассеяния (АР) 0 !(£, ф) для фиктив­
ного источника рассеянных волн. Тогда результи­
рующее поле вне излучателя-рассеивателя пол­
ностью описывается эквивалентным источником 
с диаграммой направленности D(t3, ф) = D°(d, ф) + 
+ £>ЧтЗ, ф). Отметим, что D l (1}y ф), кроме частотной 
имеет зависимость от глубины источника z0 и усло­
вия на границе полупространства.

Поместим теперь исходный излучатель пер­
вичных волн в однородный слой с абсолютно мяг­
кой верхней и абсолютно жесткой нижней грани­
цами. Влияние только одной, допустим верхней, 
границы сводится к образованию эквивалентного 
источника рассеянных волн с амплитудой рассея­
ния Dq (й* ф). Аналогично, нижняя граница при­
водит к возникновению еще одного эквивалент­
ного источника с амплитудой рассеяния d  \ (t>, ф),
которая также получена в [1]. Здесь и далее ни­
жние индексы 0 и 1 характеризуют происхожде­
ние функции D  вследствие влияния поверхности 
(0), либо дна (1). Поле в волноводе теперь будет 
описывать результирующий излучатель с ДН
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D ( A  cp) = ф) + £>о ($, ф) + £>l ( A  <p) = D °  + D 1. 
Но далее возникает цепная реакция . Источники
с диаграммой D q и  d \ сами теперь следует рас­
сматривать как источники первичных волн, кото­
рые также вызовут рассеяние на исходном (ре­
альном) излучателе. D q создаст источники D^ и

у I “> 2
Do, » а источник D, соответственно D~]0 и D,, .
Верхний индекс (в данном случае 2) равен количе­
ству участий границ в формировании данной АР,
начиная с первичного поля. В свою очередь D^ , 

Dq, , Df0 и D 2u создадут источники соответствен­

но D '0оо и D^q, , D0I0 и Dq,, , D 100 и D ’,01 , D ,l0 и

£)f,, . И так далее, на каждой итерации количест­
во источников будет нарастать. ДН суммарного 
источника таким образом определяется рядом 
(аргументы опущены)

D  = D° + D0 + D, + Dqо + D01 + D 10 + D u  +

+ ^ooo + Ахи + D0I0 + Dq,, + D \oo + D ‘,01 + (1)

+ Dno + D f,, + ... = D° + d ' + D 2 + D3+ ...

Из физических соображений ясно, что ряд (1) 
должен сходиться. Остается выяснить лишь ско­
рость его сходимости, в каждом конкретном слу­
чае, после чего ограничиться конечной суммой 
ряда (1). Далее поле в волноводе с учетом рассея­
ния может быть рассчитано с помощью техники, 
описанной в работах [4, 5]. При этом в качестве 
ДН-источника должна фигурировать функция 
D($, ф) из (1). Применительно к случаю рассмат­
риваемого идеального волновода с учетом азиму­
тальной симметрии рассматриваемой задачи рас­
сеяния выражение для поля направленного излу­
чателя имеет вид [4, 5]

u ( r , z ) ~ j j  / у  х

X I
/1 = 1

.2п - 1 
2 И ■KZ

* - D M e

.2« - 1 
J 2 Н  1С*'°

* 1/2 X (2)

. (2 л -1  
Х smv 0 H ~ ' n z  le

f a ' - i

Здесь Я-глубина волновода; — собствен­
ные значения поперечной краевой задачи; 0Я = 

( ,  , 2 / 7 - 1  Л
= arctgl q„/ 2 f f  к ) “ характеристические углы

падения нормальных волн; D,(0) = D ( n  -  0), 
D2(0) = D(0), 0 e  [0, n / 2  -  j o °), где D(0) определяет­
ся из (1). Отметим, что область определения функ­

ции D(0) равна [2]: 0 е [0, к / 2  -у°о) и 0 g (л/2 + 
+ 7  со, я]; z, Zo -  глубина приемника и источника со­
ответственно.

Итак, пусть в идеальном волноводе глубиной 
Я на глубине г0 находится излучатель с ДН D° = 1 
в виде описанной выше сферы радиусом R 0. Тогда 
согласно результатам работы [ 1 ] имеем

D '(6) =
— С] — c 2 c o s ( t i  -  0 )

-  с, + c2cos(0)
0G [0, 71/2 - уоо )

(влияние поверхности),
, ( a ,  - a 7c o s ( K ~ e )

D \ ( Q ) =  -  ... 0  6 [О.я/2 -у» )
a ,+ a 2cos(0) (4)

(влияние дна).
Здесь константы определяются следующим 

образом:
а, =

2 n k A e a  + ( 2 n k ) _ A B e 2a
а а (5)

1 - 2 п к  . а 2 к к В  а. 2 ~---- Де + — —<? (а - 2 а  + 2) ( 2 п к 1 А В е 2а
а а а

а2 =

? Щ в е \ \ - а )
а

(6)

, 2тс& . а 2тгА:5 а, 2 ~ (2лА:)" . п 2а1---- Де +— т— е  (а -2а+ 2) - -— -г̂ -ДЯе
а а а

где а  = j 2 k ( H  -  zo) и
с, =

2л£Д а (2яЛ) . п 2а------ е  -  ----- - г - А В е
а а (7)

. 2 п к  . а 27T&fi а, 2 ~ . лч (27Г&)" . п 2а1 + ---- Д е ------ —в (а - 2 а  + 2) - ^ — -+ -А В е
а а а

с2 =
2тс£ п а ,. \—-B e  (1 -  а)
а (8)

t 2 п к  . а 2 к к В  а ,  2  ̂ (2л/:) . ~ 2а1 +  Д е ------ —е (а - 2 а + 2 ) - - — ;р-ДВе
а  а' а

где а  = j 2 k z 0. Константы Д иВ  определяются свой­
ствами сферы, как рассеивателя. Тогда для сум­
марной ДН Dq + D,1 имеем

d ‘(0) = £)o(0) + D,'(9) =

( а | -  с , )  -  ( д 2 +  c“2 ) c o s (7C -  0 )  

(а, - с , )  + (я2 + c2)cos0

(9)
0  g [0 , л/2  -  7°о).
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Рис. 1. Графики зависимостей Р${г) и Ps(r) при F = 25 Гц и R0 = 8 м.

Как видно из (9), ДН источника вторичных волн 
D 1 состоит из константы и cos-составляющей с ко­
эффициентом а 2 + с2. Для нахождения ДН-источ-
ника D 2 = О щ  + D q + D 2l0 + D~u необходимо под­
ставлять составляющие выражения (9) вместо еди­
ницы в правую часть интегрального уравнения
(26) работы [1]. Например, для нахождения D ^ , в
правую часть этого интегрального уравнения не­
обходимо подставить -  с 2cos(0). При этом

D m  будет иметь такую же структуру 0 = - с \  -
-  с \  cos(0), но порядок малости этих констант воз­
растет: с \ = 0(|С/|2). Совершенно аналогично скла­
дывается ситуация и с остальными составляющи­
ми D 2. Отметим, что анализ спада коэффициентов 
(5М8) с ростом расстояния от отражающей грани­
цы показывает их одинаковую асимптотику при 
возрастании этого расстояния. Для составляющих 
Z)3 структура ДН остается прежней и равна сумме 
некоторой константы и произведения другой кон­
станты на функцию cos(0), однако порядок мало­
сти этих констант возрастет еще на единицу и т.д., 
например, у составляющих ДН СУ' порядок мало­
сти коэффициентов будет равен п  по отношению к 
исходным коэффициентам я, и c h  i=  1,2. Таким об­
разом, ряд (1) мажорируется рядом D = l + q  + q 2 + 
+ ср + . . где q  = 4|тах(я,, с,)|, а а п  с, фигурируют в
(9). Следовательно, если в ряде (1) ограничиться 
конечной суммой D  ~ D° + D1, где D° = 1, a D 1 опре­
деляется из (9), то ошибка будет заведомо меньше 
е = q 2/(  1 -  q ) . Тогда, если известна величиа q  и она 
приемлема, то в ряде (1) можно ограничиться ко­
нечной суммой D  = D °  + D 1.

Для анализа величины q  были рассчитаны ко­
эффициенты (5)-(8) для различных значений час­
тоты, радиуса сферы и расстояний от центра сфе­
ры до границы (выражения (5), (6) для жесткой 
границы и (7), (8) для мягкой границы). Результа­

ты расчетов для случая, когда q  < 0.4 (т.е. коэф­
фициенты а п  с i в (9) не превышают 0.1) сведены в 
таблицу.

В ячейках таблицы фигурируют величины 
расстояния в метрах от центра сферы до границ, 
после которых все коэффициенты a h  с , уже не 
превышают по модулю величины 0.1. В этом слу­
чае погрешность вычисления ДН D  ~ D° + D1 не 
превысит 26.6%.

Была составлена программа, позволяющая 
рассчитывать зависимость поля звукового дав­
ления по выражению (2) в зависимости от гори­
зонтального расстояния Я^г). На рисунках 1-6 
представлены расчеты, выполненные по выра­
жению (2), где ОД0) = 1 + ( а { -  с { )  -  (а 2 + с 2)cos0, 
D2(0) = 1 + ( а { -  с {)  + (а 2 + c*2)cos0 для различных 
частот F  и радиусов сферы /?0. Для сравнения на 
тех же рисунках представлены зависимости Я0(г) 
для случая, когда рассеяние на источнике не учи­
тывается вовсе, т.е. D {(Q) = D2(0) = 1 (отметим, что 
в этом случае погрешность вычисления ДН D  = D 0 
составляет е = q/ (  1 -  q)) .  Во всех расчетах приняты 
неизменными следующие параметры: Н  = 100 м, 
z  = 45 м, г0 = 50 м. Из сравнения графиков на каж­
дом рисунке можно составить представление о 
степени возмущения поля вследствие наличия 
рассеяния. Рисунки показывают, что возмуще­
ния, как правило, меньше ожидаемых вследствие 
завышенной оценки величины q , фактические 
ошибки оказываются меньше.

Т а б л и ц а

Гц 10 25 50 75 ' 100

10 250 285 750 1000 2000
5 120 125 130 300 400

' 4 90 100 110 180 300
2.5 60 70 75 100 105
2 45 60 63 80 82
1 | 28 30 32 48 51
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Рис. 2. Графики зависимостей Р$(г) и Ps(r) при F = 25 Гц и /?0 = 10м.
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Рис. 3. Графики зависимостей Р0(г) и P s(r) при F = 50 Гц и R0 = 4 м.
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Рис. 4. Графики зависимостей Р0(г) и Ps(r) при F = 50 Гц и R0 = 8 м.

В заключение отметим, что предложенная 
техника может быть использована для получения 
выражений, как для других рассеивателей, так и 
для волноводов.

Отметим, кроме того, что при получении ре­
зультатов настоящей работы оказался сущест­
венным тот факт, что выражение (2) позволяет 
рассчитывать поле излучателя, ДН которого

представима в виде (9) для углов 9 как больших, 
так и меньших к /2 . Скажем, выражения для поля 
протяженного источника, полученные в [6] мето­
дом функции Грина, оказались бы в данном слу­
чае непригодными.

Все полученные результаты для излучателя, 
который сам является рассеивателем, легко рас­
пространяются на случай пассивного рассеивате-
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Рис. 5. Графики зависимостей Ро(г) и Ps(r) при F = 80 Гц и R0 = 4 м.
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Рис. 6. Графики зависимостей Р0(г) и Ps(r) при F=  80 Гц и R0 = 6 м.

ля, который сам не является источником первич­
ного поля. Расчеты при этом даже упрощаются.
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A Spherical Acoustic Source in an Ideal Waveguide
В. P. Sharfarets

K ub inskaya  ul. 1 4 -7 0 , St. P etersburg . 1961 I S  R ussia  
e-m a il: sharg@ m ail.rcom .ru

Abstract—The acoustic field of a spherical source in an ideal waveguide is considered with allowance for the 
diffraction by the source. The consideration uses the previously obtained results on the diffraction by a spher­
ical source in a halfspace with ideal boundaries. The resultant field is shown to be representable as an infinite 
sum of the fields of some equivalent sources. The errors that appear when the number of these sources is limited 
are estimated. The field produced by the sphere in an ideal waveguide is calculated with and without allowance 
made for the scattering.
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