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Сильно фокусированные ультразвуковые пучки широко используются в таких современных прило­
жениях, как неразрушающий контроль и ультразвуковая диагностика и хирургия. Важной задачей 
при этом является теоретическое предсказание соответствующих акустических полей. Для дости­
жения фокусировки обычно используются пьезокерамические вогнутые источники, состоящие из 
одного или нескольких излучающих элементов. Расчет полей таких источников обычно проводится 
на основе широко известного интеграла Рэлея, не учитывающего явление многократного перерас- 
сеяния поля на неплоской излучающей поверхности. Однако при больших углах фокусировки роль 
этого эффекта может быть существенной. В настоящей работе представляются результаты числен­
ного моделирования акустического поля аксиально-симметричного вогнутого излучателя методом 
сращиваемых разложений, модифицированным для случая большого волнового размера источника 
и сильной фокусировки (почти вплоть до углов схождения 180°). Проводится сравнение результатов 
с расчетами, выполненными на основе интеграла Рэлея. Рассматривается пространственная струк­
тура дополнительного акустического поля, обусловленного эффектом дифракции на краях и мно­
гократным переотражением на самой излучающей поверхности. Показано, что влияние вогнутости 
излучающей поверхности на акустическое поле фокусирующего источника может быть существен­
ным не только вблизи источника, но и на оси пучка, вблизи фокуса, а также в области, куда после 
отражения от вогнутой поверхности попадают лучи, испущенные с края излучателя.

ВВЕДЕНИЕ

Последнее время в медицинских приложениях 
ультразвука и неразрушающем контроле все ча­
ще используются сильно фокусированные акус­
тические пучки. В связи с этим больш ое внима­
ние направлено на теоретическое описание акус­
тического поля соответствующих источников, 
работающих как в непрерывном [1 ,2 ], так и в им­
пульсном режимах [3 ,4 , 5]. Обычно фокусировка 
достигается использованием пьезокерамических 
вогнутых преобразователей, реж е -  комбинацией 
плоского источника и акустической линзы. В по­
следнее время стали использоваться также фази­
рованные решетки [6]. При больших углах фоку­
сировки теория сильно осложняется эффектом  
дифракции на искривленной поверхности излуча­
теля или линзы. Однако в большинстве случаев 
для описания поля используют интеграл Рэлея, 
являющийся точным решением соответствую­
щей дифракционной задачи в случае плоской из­
лучающей поверхности [7]. Такое представление 
эквивалентно принципу Гюйгенса-Френеля, рас­
сматривающему поле протяженного излучателя 
как интерференцию сферических волн, создавае­
мых элементарными точечными источниками, 
расположенными на излучающей поверхности. 
Такое представление не учитывает вторичные

волны, возникающие в результате многократных 
переотражений от искривленной поверхности из­
лучателя. Для адекватного решения задачи с уче­
том дифракции на вогнутой поверхности можно 
использовать метод сращиваемых разложений, 
предложенный Кулувра [8]. Однако в своем пер­
воначальном виде, описанном в вышеупомянутой 
работе [8], он имеет ограничения на величины мак­
симального размера апертуры и угла фокусировки 
излучателя. В  настоящей работе представляются 
модификации данного метода, позволяющие силь­
но расширить область его применения [9].

О П И С А Н И Е М ЕТОДА

Рассмотрим геометрию задачи, схематически 
представленную на рис. 1. Пусть осесимметрич­
ная сферическая чаша Г5, вмонтированная в бес­
конечный жесткий экран Гд, радиально колеб­
лется по закону ехр(-/сог). Обозначим буквами a j  
и F соответственно радиус апертуры, радиус кри­
визны и центр кривизны. Точку наблюдения М 
будем характеризовать сферическими координа­
тами г  и 0 с началом координат О в точке пересе­
чения плоскости экрана и оси симметрии источ­
ника. Акустическое поле описывается уравнени­
ем Гельмгольца Ар + к2р  = 0  с учетом условия
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излучения Зоммерфельда на бесконечности и 
граничных условий др/дп = ikp0c0u на Г5 и др/дп = О 
на Гв. Здесь р -  амплитуда акустического давле­
ния, к = со/с0 -  волновое число, со -  круговая час­
тота, ро -  плотность среды и с0 -  скорость звука в 
среде, и -  амплитуда нормальной компоненты  
скорости излучающей поверхности, нормаль на­
правлена в сторону среды.

Введем дополнительную полусферу ГL радиу­
са а с центром в точке О. Эта поверхность отделя­
ет внутреннюю область, Q,-, от внешней, Те­
перь обозначим акустическое поле внутри полу­
ченных областей через р и р(> соответственно. 
Тогда исходная задача разбивается на две:

(1а)

(16)

(2а)

A p i  +  k  Р ;  =  О ,

dpi  
д п

= ikp0c0u ,

А Р е  + к~ре = О,

(26)

Эти две задачи связаны между собой условия­
ми непрерывности давления и нормальной скоро­
сти на разделяющей поверхности ГL:

(За)

д_р, _ Эр,,
дп  _ Эп

1 /.

Следуя работе [8], представим общ ее реш ение 
уравнений (1) и (2) в виде разложений по сф ери­
ческим функциям. Принимая во внимание конеч-

( 36)
г.

ность величины акустического давления в точке О 
и условия излучения Зоммерфельда, получаем: ,\

СЮ

Pi = n(cosQ) j n(k r ) ,  (4)
п = О

GO

Ре = ^ T ] nP n (C O ^ )h n \k r ) ,  (5)
п =  О

где и т]п -  коэффициенты разложений, опреде­
ляемые граничными условиями (1), (2), и услови­
ями непрерывности (3), Рп-  полиномы Лежандра,

j n, h[] ] = j„ + iyn и у п -  сферические функции Бессе­
ля, Ханкеля первого рода и Неймана порядка п 
соответственно.

Отметим, что правомочность использования 
во внутренней области £2, разложения (4) неоче­
видна, поскольку ограничивающая поверхность 
не является сферой и решение вида (4), вообще 
говоря, может не удовлетворить граничному ус­
ловию. Обнадеживающим является тот факт, что 
в предельном случае нулевой кривизны рассмат­
риваемый подход дает прекрасное совпадение с 
имеющимся точным решением [8]. В более об­
щем случае возможность использования решения 
в виде (4) требует специального теоретического 
исследования, что, само по себе, является непро­
стой задачей [10]. Однако существует и прямой 
способ проверки: если при численном моделиро­
вании после нахождения коэффициентов раз­
ложение (4) с высокой точностью восстанавлива­
ет граничное условие, то, согласно теореме суще­
ствования и единственности для уравнения 
Гельмгольца, найденное разложение является ис­
комым решением задачи. Забегая вперед, отме­
тим, что в полученных нами решениях граничное 
условие действительно восстанавливалось с вы­
сокой точностью (см. рис. 4).

И з граничного условия (26) следует, что все 
нечетные коэффициенты в (5) равны нулю, та­
ким образом,

о о

Р е =  ’£ J 4„Pz„(C°Se)ll2n(kr). (6)
п = 0

Условия сшивки (3) дают связь между коэффици­
ентами внешнего и внутреннего разложения, т.е. 
величины г\„ выражаются через £н. Кроме того, 
все четные коэффициенты внутреннего разложе­
ния представляются в виде бесконечной ком­
бинации нечетных q2»+i- После использования 
граничного условия в различных точках излуча­
ющей поверхности получается бесконечная сис­
тема линейных уравнений относительно неизве­
стных коэффициентов разложения За более 
детальным описанием читатель может обратить­
ся к оригинальной статье [8].
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Чтобы получить конечную систему уравне­
ний, при расчетах приходится ограничивать коли­
чество членов в разложениях (4) и (6), удерживая 
только первые NB членов внутреннего разложе­
ния и NA -  внешнего, надеясь на достаточно быс­
трую сходимость соответствующих рядов. При 
этом NA уравнений относительно NB  неизвест­
ных (NB > NA) получаются из условий сшивки, а 
недостающие NP  = NB -  NA уравнений выписыва­
ются из граничного условия, дискретизированно­
го в соответствующем количестве точек излуча­
ющей поверхности.

Требуемые функции Бесселя и Неймана могут 
быть рассчитаны с использованием рекуррент­
ных соотношений (см. Приложение). Задача в 
итоге сводится к численному реш ению  конечной 
системы линейных уравнений, что мож ет быть 
сделано стандартными численными методами.

И звестно, что функции Бесселя и Неймана 
высоких порядков имеют следую щ ие асимпто­
тики [11]:

Ш  ~  [4q(n + U 2 )]-m [e q /2 (n +  \ / 2 ) ] п+т , (7а)

У „(Я)-" [< ;(« +  1 /2 )Г 1/2[*5 /2(и +  1 /2 )Г ("+1/2>. (76)

Как видно, по мере увеличения порядка п > ecjl, 
особенно при больших q (в рассматриваемой зада­
че <; ~ ка), функции Бесселя становятся очень ма­
лыми, а функции Неймана -  очень большими. 
В связи с этим снижается точность решения сис­
темы линейных уравнений, поскольку базисные 
функции оказываются существенно разных по­
рядков по амплитуде, а следовательно, некоторая 
доля членов ряда имеет вид произведения очень 
большой величины на очень малую и, как следст­
вие. рассчитывается недостаточно точно. Чем 
выше порядок используемых функций, тем силь­
нее по амплитуде они отличаются от примерно 
равной единице амплитуды функций низких по­
рядков. П оэтому слишком больш ое значение ве­
личины NB приводит к значительным ошибкам и 
делает невозможным численное моделирование. 
С другой стороны, метод предполагает использо­
вание сферических функций Бесселя и Неймана 
вплоть до очень высоких порядков, чтобы ошиб­
ка вычислений, связанная с обрывом рядов (4)-(6), 
была мала. Таким образом, существует некото­
рое оптимальное значение NB. Расчеты показали, 
что неплохие результаты получаются при NB ~ 
23 (2 -3 )ка. Отсю да видно, что применимость мето­
да затруднена для излучателей с большим волно­
вым размером ка. Действительно, при этом уве­
личивается максимальный порядок используе­
мых функций Бесселя и Неймана и, вследствие 
асимптотических свойств (7), значения функций 
достигают компьютерного нуля или бесконеч­
ности при номерах, меньших требуем ого значе­
ния (2 -3  )ка.

Ч тобы  обойти указанную трудность, в разло­
жениях (4) и (6) использовались специальным об­
разом перенормированные функции Бесселя и 
Ханкеля, близкие по амплитуде к единице:

NB

Pi = ^ % nPn(cosQ)]n(kr ) , (8)
/1 = 0

NA

Pc = X 1b / ,2»(c° s e ) © * r)- (9)
/2 =  0

Здесь для упрощения записи для коэффициентов 
разложений снова употребляются обозначения 
и r|,f, хотя их значения отличаются от значений со­
ответствующих коэффициентов в формулах (4) 
и (6). Новые базисные функции получаются в 
результате следующей нормировки исходных 
функций:

7«(?) = М  S) ехр (-£„), (10)

>’/,(<;) = Уя(е)ех р(ей), (11)

h {n \  s) = 7я(е)ехр(-2ея) + iya(q). (12)

Здесь нормировочные экспоненциальные пока­
затели не зависят от <;, а их величина заметно 
меньше компьютерной бесконечности. Расчет 
коэффициентов и нормированных функций по­
яснен в Приложении Б.

Использование разложений (8) и (9) позволяет 
существенно расширить область задания значе­
ний радиуса апертуры (ка ~ 103), не выходя за рам­
ки машинного нуля или машинной бесконечнос­
ти, существующих для выбранной точности вы­
числений.

Другое усовершенствование метода состояло 
в использовании неравномерного пространствен­
ного распределения точек, в которых задавалась 
нормальная скорость излучающей поверхности 
Г$. Как упоминалось выше, часть уравнений в ре­
ш аемой системе определяется граничными усло­
виями в NP  точках поверхности Г5. Численное ис­
следование показало, что характер распределе­
ния точек вдоль излучающей поверхности сильно 
влияет на точность восстановления граничных 
условий, а, следовательно, и на точность самого 
метода. Более точные результаты получились 
при использовании, вместо эквидистантного по уг­
лу распределения точек дискретизации (рис. 2а), 
распределения с более крупными шагами дискре­
тизации вдали от края излучателя и мелкими -  
вблизи края (рис. 26). Такое неравномерное рас­
пределение позволяет лучше описать резкое из­
менение акустического поля вблизи края источ­
ника.
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Рис. 2. Иллюстрация равномерного (а) и неравномер­
ного (б) распределения точек, в которых задается 
амплитуда нормальной скорости излучающей по­
верхности.

РЕЗУЛЬТАТЫ  РАСЧЕТОВ

В качестве примера расчета поля фокусирую­
щ его излучателя большой апертуры на рис. 3 
представлена зависимость амплитуды акустичес­
кого давления от расстояния вдоль оси пучка для 
излучателя апертуры ка = 1000, при угле фокуси­
ровки cCq = 60° и равномерном распределении ско­
рости вдоль излучающей поверхности:

а II £ о а < а0

£ II О а > а0.
(13)

П од углом фокусировки здесь и ниже понимается 
полуугол схождения (см. рис. 1). Сплошная линия 
на рис. 3 соответствует вычислениям, проведен­
ным с помощью модифицированного метода сра­

щиваемых разложений, а пунктирная -  расчетам, 
выполненным на основе интеграла Рэлея

Г.
Здесь г -  радиус-вектор точки наблюдения, г ’ -  
радиус-вектор элемента dS' излучающей поверх­
ности Г5. Х орош о заметны значительные отли­
чия между этими двумя теоретическими кривыми 
в области вблизи излучающей поверхности, кото­
рые можно объяснить дифракцией на поверхнос­
ти источника или многократными переотражени- 
ями элементарных волн искривленной поверхно­
стью излучателя.

Как уже отмечалось, критерием проверки пра­
вильности решения является точность восстанов­
ления граничных условий, поскольку использо­
ванный вид разложений по сферическим гармо­
никам (8)-(9), при лю бом количестве членов ряда 
и при любых значениях коэффициентов разлож е­
ния и Т)„, является частным решением уравне­
ния Гельмгольца. На рис. 4 представлены резуль­
таты, демонстрирующие высокую точность вос­
становления граничного условия (16) и условия 
сшивки (36) для нормальной компоненты колеба­
тельной скорости. В рассматриваемом случае 
граничное условие (16) имело вид (13), радиус 
апертуры излучателя составлял ка = 200, а  угол 
фокусировки сХо = 80°. Распределение скорости  
приведено в виде её  зависимости от угла сфериче­
ской системы координат 0 (рис. 1), при этом  на 
интервале [0°, 90°] кривая воспроизводит усло­
вие (36), а на интервале (90°, 180°] -  условие (16). 
Отметим, что в приведенном случае нормальная 
компонента скорости излучающей поверхности 
восстанавливается с точностью не хуже 0.03%, а

\Р\

500 - 

400 - 

300 - 

200 -  

100

0

0.15

0 0.5 1.5 zlf

Рис. 3. Нормированная амплитуда акустического давления |Р| = |/̂ |/рос*ог/0 ВД°ЛЬ оси пучка (ка = 1000. (Х$ = 60°, распре­
деление скорости вдоль излучающей поверхности-равномерное). Сплошная линия соответствует результатам, полу­
ченным методом сращиваемых разложений, пунктирная линия построена по расчетам на основе интеграла Рэлея.
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непрерывность нормальной производной давле­
ния вдоль поверхности сшивки выполняется с 
точностью  не хуже 3% относительно величины 
скорости на излучателе, при этом наибольшая 
погрешность в выполнении условия сшивки воз­
никает на краю излучателя.

Использование неравномерного распределе­
ния точек дискретизации граничного условия на 
поверхности излучателя, как оказалось, позво­
ляет во многих случаях повысить точность вы­
числений примерно в 10 раз при прочих равных 
условиях. В качестве иллюстрации на рис. 5 по­
казаны результаты восстановления граничного 
условия (16) для случая ка = 150, = 60 и равно­
мерного распределения скорости на излучающей 
поверхности (13).

Оказалось также, что, помимо повышения 
точности, модифицирование метода приводит к 
существенному увеличению области допустимых 
для расчета значений угла фокусировки, вплоть 
до 90°. Н а рис. 6 показаны результаты вычисле­
ний акустического поля на оси излучателя радиу­
са апертуры ка = 200 с углом фокусировки = 
= 88°. Этот случай не удается обсчитать немоди- 
фицированным подходом [8]. Толстая линия по­
лучена с помощью модифицированного метода 
сращиваемых разложений, а тонкая -  на основе 
интеграла Рэлея. Дополнительно, в увеличенном  
масштабе, показаны соответствующие распреде­
ления вблизи источника и за фокусом.

С точки зрения практических приложений 
представляет интерес расчет поправок, даваемых 
рассматриваемой здесь теорией по сравнению с 
предсказаниями интеграла Рэлея (14). Эти по­
правки и есть то перерассеянное поле, которое 
возникает из-за дифракции на вогнутой поверх­
ности. Н а рис. 7 приведены примеры двумерного 
пространственного распределения амплитуды ука­
занного перерассеянного поля в плоскости, прохо­
дящей через ось симметрии источника. Величина 
амплитуды поля рассчитывалась как \Ар\ = \р{ -  р 21, 
где /?, и р2 -  комплексные амплитуды акустичес­
кого давления, полученные, соответственно, ме­
тодом сращиваемых разложений и методом инте­
грала Рэлея. Представлены случаи для ка = 200 и 
достаточно больших углов фокусировки: Oq = 
= 80° (а) и 88° (б). Для наглядности введена нерав­
номерная шкала градации серого, чтобы лучше 
была видна структура поля дифракции в дофо- 
кальной области. Видно, что перерассеянное по­
ле особенно заметно вблизи оси излучателя, осо­
бенно начиная с некоторого расстояния за геоме­
трическим фокусом. Как было замечено в работе
[8], концентрация дополнительного поля на оси 
за точкой фокуса имеет геометрическое объясне­
ние: переотраженные от вогнутой поверхности 
лучи не могут пересечь ось ближе, чем на рассто­
янии zmin/ f =  1 -  coso^coslo^.  На указанном рас-

\ и \
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0.03 г

D.01 -

0 45

ши

1.0000

0.9995
91.6 93.5 95.4

90 135 0, град.

Рис. 4. Восстановление граничного условия и усло­
вия сшивки для нормальной компоненты колеба­
тельной скорости для случая ка = 200, (Xq = 80°. \U\ =

= |~ ^  /M |/£PqC0ho -  скачок безразмерной скоро­

сти на сшивающей поверхности при 0 < 0 < 90°, \U\ =
= 1 ш

дп |/*Росо“о - безразмерная скорость излучаю­

щей поверхности при 90° < 0 < 180°. При точном ре­
шении задачи должно быть \U\ = 0 при 0 < 0 < 90°, и 
\U\= 1 при 90° < 0 < 180°.

u/ uq

Рис. 5. Результаты восстановления граничного усло­
вия для случая ка = 150. = 60° и равномерного рас­
пределения амплитуды нормальной скорости излуча­
ющей поверхности при равномерном (тонкая линия) 
и неравномерном (толстая линия) распределении то­
чек вдоль поверхности.

стоянии ось пересекают лучи, испущенные точка­
ми края излучателя после зеркального отраже­
ния от диаметрально противоположных точек 
(штрих-пунктирная линия на рис. 8); все осталь­
ные переотраженные лучи пересекают акустиче­
скую ось при z  >  w

Вне оси симметрии перерассеянное поле имеет 
вполне определенную структуру (см. рис. 7). Вид­
на овальная область между фокусом и излучате­
лем, где перерассеянное поле очень мало (за ис-
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О 0.5 1.0 1.5 z/f

Рис. 6. Амплитуда акустического давления вдоль оси поля излучателя радиуса апертуры ка = 200 с углом фокусировки 
с*о = 88°. Толстая линия получена с помощью модифицированного метода сращиваемых разложений, а тонкая -  на ос­
нове интеграла Рэлея.

Рис. 7. Двумерные распределения амплитуды перерассеянного акустического поля в плоскости, проходящей через ось 
симметрии излучателя радиуса апертуры ка = 200 с большим углом фокусировки: а) а<) = 80°: б) Оо = 88°. Градацией 
серого цвета изображен модуль комплексной разности амплитуды акустического давления, рассчитанной методом 
сращиваемых разложений, и амплитуды, вычисленной на основе интеграла Рэлея.

ключением, м ож ет быть, точек вблизи оси). 
В этой области интеграл Рэлея позволяет доволь­
но точно предсказывать акустическое поле. Су­
ществование указанной области также следует из 
геометрических соображений. Если рассмотреть 
положение всех возможных лучей, испущенных 
точками излучателя и отраженных от вогнутой 
поверхности, то нетрудно заметить, что после 
зеркального отражения дальше всего от поверх­
ности отклоняются лучи, испущенные краем из­
лучателя. Отметим, что край является к тому ж е  
и самым интенсивным источником, порождая так 
называемую краевую волну. На рис. 8 пунктир­
ной линией показаны лучи, идущие от края к во­
гнутой поверхности (соответствующее акустиче­
ское поле учтено в интеграле Рэлея), а тонкими

сплошными прямыми изображен ход этих лучей 
после отражения (эти лучи уже не учитываются 
интегралом Рэлея). Огибающая всех лучей, испу­
щенных краем и однократно отраженных от по­
верхности, образует характерную дугу, изобра­
женную на рис. 8 жирной линией. Анализ показы­
вает, что эта огибающая задается как кривая /?(р) 
в следующем параметрическом виде: J

_  r tgycos(p+ sin<р 
!\ — 1 /> /> % 

tgycosp  + sinp
(15)

P = arctg
t

tg: y ------|sinq> -  tgycostp
2 cos'у

I -
2 cos'уd

(16)
costp- tgysmcp
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Рис. 8. Схематическое пояснение геометрической 
структуры перерассеянного поля.

где у = к  -  (Зф ± сХо)/2, а угол ф меняется в пределах 
7 1 -а 0 < ф < л  +  (х0. Поверхность вращения, обра­
зуемая указанной огибающей, как раз и формиру­
ет границу овальной области “тени", где поправ­
ки к интегралу Рэлея невелики. Вне области тени 
локализованы как однократно, так и многократ­
но отраженные лучи. На первый взгляд из рис. 7 
следует, что амплитуда перерассеянного поля там 
невелика по сравнению с осевыми значениями. 
Однако вне оси мала амплитуда и основного поля, 
т.е. относительный уровень перерассеянного по­
ля велик. Так, вблизи излучающей поверхности 
многократно переотраженные лучи могут давать 
поправки, сравнимые с амплитудой поля.

В случае слабо и умеренно фокусирующих из­
лучателей область тени (для перерассеянного по­
ля) раскрывается и занимает почти все полупро­
странство перед излучателем (рис. 86). При этом  
интеграл Рэлея почти всюду адекватно описыва­
ет акустическое поле. Этот факт подтверждается 
экспериментально [12]. Использованное выше 
построение картины акустических лучей описы­

вает структуру дополнительного поля лишь каче­
ственно. Например, не объясняется наличие пе­
рерассеянного поля вблизи оси внутри области 
тени, наличие интерференционных полос и т.д. 
Ценность использованного в работе метода сра­
щиваемых разложений заключается в том, что он 
позволяет с высокой точностью рассчитать пол­
ную дифракционную задачу.

Работа выполнена при поддержке грантов 
CRDF, “Университеты России" и РФФИ.

ПРИЛОЖ ЕНИЕ А
Сферические функции Бесселя и Неймана и их 

производные могут быть рассчитаны по извест­
ным рекуррентным соотношениям [13]:

*»(S) = (А1>

*:<?) = (А2)

где j„(q) -  условное обозначение одного из видов 
сферических функции, q -  аргумент соответству­
ющей функции. Рекуррентная процедура (А  1) ис­
пользует известные выражения для функций 0-го 
и 1-го порядков:

Ш  =

*,<?> = j , w - - r t ( s ) - - 5 | S - £ 2 S .

Процедура (А1) является устойчивой для 
функций Неймана лю бого порядка и функций 
Бесселя порядка п < <;. Функции Бесселя порядков 
п>С,  находятся с помощью обратных рекуррент­
ных соотношений [14]:

;',(<;) = * . ( < ; ) - 2(<;)- <а з >

Для запуска процедуры (А З) с некоторого номера 
N  необходимо иметь значения функций j N+2(?) и 
Лу-н (?)* которые заранее неизвестны. Однако ре­
куррентный алгоритм (А З) довольно быстро вы­
ходит на ветвь, соответствующую функциям Бес­
селя, т.е. конкретные значения стартовых функ­
ций % + 2(?) и %+,(?) не важны. Например, их 
можно выбрать равными 0 и 1 соответственно, а 
сам номер N  выбрать существенно, на несколько 
сотен, превышающим наибольшее из требуемых 
значений номера //. Рекуррентная процедура (АЗ) 
при этом определяет функции Бесселя с точнос­
тью до некоторого неизвестного множителя:

Jn (?) = Х/„(?)-
С уменьшением номера п значения функций 

j n чрезвычайно быстро нарастают (см. асимпто-
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тику (7а)) и, вообще говоря, могут приблизиться 
к величине компьютерной бесконечности. П о­
этом у целесообразно при некоторых значениях 
номера п = пт (т = 1 ,2 , ...М ) проводить их пере­

нормировку. Для этого для функций j n с номера­
ми пт< п <  пт +! ВВОДИТСЯ СВОЙ коэффициент Хт = 
= ХЦ1Д2—Ц/П' т.е. функции переопределяются как

jn (Ф = XJn(<0- Множитель \х.т, удерживаемый в 
памяти компьютера, выбирается таким, чтобы  
значение пт-ой функции было равно единице:

jnm (q) = 1. Значение коэффициента % определяет­
ся из требования, чтобы прямая и обратная ре­
куррентные процедуры давали одно и то же зна­
чение функции Бесселя порядка п ~ q. Оконча­
тельно, истинные значения функций Бесселя 
высоких порядков рассчитываются обратной пе­
ренормировкой найденных функций j n с номера­
ми пт< п < п т_{:

М О  =  M O tT L m  =  } п ( ? Ж Х Ц 1 Ц 2 - И * ) -  (А 4 >
П осле этого находятся производные функций 

по рекуррентным соотношениям (А2). Таким об ­
разом, сферические функции Бесселя и Неймана 
всех необходимых порядков и их производные 
оказываются известными.

ПРИ ЛО Ж ЕН И Е Б

В рассматриваемой задаче удобно проводить 
нормировку используемых сферических функций 
Бесселя и Ханкеля, исходя из функций Бесселя 
аргумента q = ка, то есть на границе внутренней 
области г ~ а .  В этом случае в требуемом диапазо­
не значений аргумента q новые функции будут и 
не слишком малы, и не слишком велики. Для вве­
дения нормирующих множителей £„: £„ = 0 при 
п <  ка и £„ = -In \jn(ka)] при п > ка, можно использо­
вать асимптотику (7), однако оказалось целесооб­
разн ее основываться на рекуррентных соотно­
шениях, вытекающих из соответствующих соот­
нош ений для сферических функций Бесселя 
(см. Приложение А ). При этом  для расчета £„ = 
= -I n \jn(ka)] функции j„(ka) не вычисляются явно, 
а используются логарифмы введенных в Прило­
жении А  вспомогательных коэффициентов х, Hi,

!Ь, ...ц ,?1 и функций jn(ka):

е„ = 1п(х) + 1п(ц,) + 1п(ц2) + . . .+  

+ 1п (|1,„) -  1п(_/,,(&«)).
(Б1)

Описанная процедура позволяет избежать ис­
пользования больших чисел, т.е. обойти пробле­
му машинной бесконечности.

Ч тобы  рассчитать значения нормированных 
сферических функций Бесселя произвольного ар­

гумента q порядка п < q, используются видоизме­
ненные прямые рекуррентные соотношения:

М О  =  ^ 2 j „ - i ( < ; ) e x p ( 8 B ^
- J n_2((;)exp(en- e n_2).

Нормированные функции Бесселя порядков  
п > q находятся с помощ ью процедуры обратного  
рекуррентного счета, описанной в Приложении
А , но запоминаются не функции j n, а функции j„ 
и логарифмы £„ = ln(%m) коэффициентов Хт-> где 
пт< п < пт + 1. Затем  проводится необходимая пе­
ренормировка

М О  =  У»(?)ех Р (ё „ -е „ ). (БЗ)

Производные нормированных функций Б ессе­
ля рассчитываются по рекуррентной формуле:

M o  = Jn -1 ( О  ехр (£„ -  £„ _ 1) - + V M ' J . (Б4)

Нормированные функции Ханкеля и их произ­
водные определяются из соотношений:

h n \ 0  =  7п (? )ехр (-2ея) + iy„(0>  (Б5

h«l)\ 0  = 7*(q)exp(-2 e„) + iy'n(0 -
Расчет нормированных функций Неймана у п (q) =
= yw(?)exp(eM) и их производных у'п осуществляет­
ся по следующим видоизмененным рекуррент­
ным соотношениям:

j«(s) = ^ 71^vw- i ( ‘;)exp(£„_l - e „ ) -

-У п - 2 ( О е *  Р(е„_2- е я), (Б 6)

>■;,(<;) = уп.  | (^)ехр (£ „ _ [ -  е„) - (п .
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Acoustic Field Produced by a Concave Radiating Surface
with Allowance for the Diffraction
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Abstract—Strongly focused ultrasonic beams are widely used in such modem applications as nondestructive 
testing and ultrasonic diagnostics and surgery. In these applications, it is important to theoretically predict the 
acoustic field distribution. The field is usually focused with the help of concave piezoelectric sources, which 
may consist of one or several radiating elements. The field produced by such sources is usually calculated in 
terms of the widely known Rayleigh integral, which neglects the multiple scattering of the field by the nonpla- 
nar radiating surface. However, at wide focusing angles, the contribution of this effect may be significant. This 
paper reports results of a numerical simulation of the acoustic field produced by an axially symmetric concave 
radiator by the method of matched expansions modified for sources whose size is large in terms of the wave­
length and for a strong focusing (with convergence angles up to 180°). The results are compared with the cal­
culations by the Rayleigh integral. The spatial structure of the additional acoustic field resulting from the dif­
fraction by the edges and the multiple scattering from the radiating surface itself is considered. The effect of 
the concave shape of the radiating surface is shown to be significant not only near the source, but also at the 
beam axis, near the focal point, as well as in the region where the beams issued from the edge arrive after their 
reflection from the concave surface.
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