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Рассматривается асимптотическое решение двумерного неоднородного уравнения Гельмгольца в 
пространстве R2 с переменным показателем преломления. Объемная плотность источника отлична 
от нуля в конечной области D. С помощью специального конформного преобразования исходного 
пространства показано, что это асимптотическое решение может быть представлено в виде геоме­
трооптического ряда. Приводятся алгоритмы расчета всех характеристик этого ряда. Результаты 
могут быть использованы для случая реального трехмерного океанического волновода.

Задача расчета полей и откликов протяжен­
ных антенн в океанических волноводах привлека­
ет в последнее время достаточно большое внима­
ние [1 -8  и др.]. При этом свойства среды на апер­
туре антенны считаются либо постоянными [2-4, 
8 и др.], либо их изменения полагаются пренебре­
жимо малыми [6], либо расчеты проводятся про­
стым суммированием по всем элементам (интег­
рированием по апертуре) антенны, не заботясь 
при этом  о вариации свойств среды на раскрыве 
антенны [1 ,5 ,7 ]. В первом и втором случаях авто­
ры совершенно правомерно продолжают пользо­
ваться такой характеристикой антенны, как диа­
грамма направленности в свободном однородном 
пространстве, что, однако неправомерно в общем  
случае, когда вариациями свойств среды на рас­
крыве антенны пренебречь нельзя. Третий под­
ход оказывается в этом случае малоэффектив­
ным и физически непрозрачным.

В настоящей работе рассматривается поле ан­
тенны в двумерной неоднородной среде. Учиты­
вается изменение свойств среды на апертуре ан­
тенны. При этом сохраняется эффективность и 
физическая прозрачность, присущая первым 
двум подходам.

Одним из наиболее эффективных способов ре­
шения задач для уравнения Гельмгольца с пере­
менным показателем преломления является ме­
тод канонического оператора (см., например, [9] 
и другие работы В.П. Маслова и других авторов). 
Отметим, что решается в этих работах, как пра­
вило, однородное уравнение с  некими неоднород­
ными краевыми условиями. Полученное таким 
образом решение называется формальным 
асимптотическим (ФАР), либо квазиклассичес- 
кой асимптотикой. В [10] и ряде других работ по­
лучено ФАР для фундаментального решения 
(функции Грина) уравнения Гельмгольца с пере­

менным показателем преломления в пространст­
ве произвольной размерности. В случае произ­
вольной функции источника решение формально 
м ож ет быть получено в виде свертки соответст­
вующей функции Грина и объемной плотности 
источника. При этом  остается открытым вопрос 
о возможности представления полученного ре­
шения в виде геометрооптического ряда. В рабо­
те [11] для уравнения Гельмгольца произвольной 
размерности с постоянным показателем прелом­
ления этот вопрос решен положительно — реш е­
ние соответствующих краевых задач представи­
мо в виде геометрооптического ряда.

В настоящей работе показана возможность 
представления ФАР неоднородного двумерного 
уравнения Гельмгольца с переменным показателем 
преломления в виде геометрооптического ряда.

Поставим задачу математически

L ( x , y , - j d / d x , - j d / d y ) u ( x , y )  = ^

= [Д 2 + k 2n2( x ,y ) ] u ( x ,y )  = - f ( x , y ) ,

и ( х ,у )  =  0 ( |г Г 1/2);

(Э /Э |г|- j k ) u ( x , y )  =  о ( |гГ '/2);
(2)

г = (х, у )  е  R 2;

п(х, у )  в  С  ; п ( х ,у ) >  0; 

п ( х , у ) — ~ 1 ,  |г|
(3)

-*» оо

Скорость спада функции на бесконечности для 
лю бого мультииндекса а  удовлетворяет условию

£ > > ( г ) ) < с а(1 + |г |Г 1а|- 2. са = const. (За)

Кроме того, к системе Гамильтона, порождаемой  
уравнением (1) предъявляется требование отсут­
ствия финитных движений, т.е. все выходящие из 
точки лучи уходят на бесконечность [10].
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Здесь Д2 = д/дх2 +  д/ду2 -  оператор Лапласа, 
и(х, у)  -  поле звукового давления, к -  волновое 
число, Дх, у) -  объемная плотность источника, со­
средоточенного в ограниченной области D  = 
= supp/; flx, у) в общ ем случае мож ет быть обоб ­
щенной функцией, тогда речь должна идти об  
обобщ енном решении.

При выполнении приведенных выше условий 
решение задачи (1)-(За) существует, единственно 
и ФАР асимптотически сходится к точному реш е­
нию [10].

Рассмотрим уравнение для фундаментального 
решения уравнения Гельмгольца

[A2 + k2n2( x ,y ) ] G ( x ,x 0, y , y 0) =

= 5 (х -х 0)8(у-у0)

вале (0, 0* Н еособость карты говорит о  том, что 
по всей траектории луча от г0 до г якобиан отли­
чен от нуля, а эти точки соединяет единственный 
луч. Величина у в этом случае равна нулю.

ФАР Gn удовлетворяет уравнению 

LGN( r 0, r )  = 8 ( х - х 0) Ь ( у - у 0) +  о(к~*~').

Зная Сд,, решение уравнения (1) мож но формаль­
но найти из свертки

«лг = - J / ( ro)Gjv(r0, r)dr0 =
D

=  P j 7 (r 0)
лгехрО'Щго, г ))^ ф „(г0, г)

D |Д г 0, t, <р)|
1/2 I

п = 0 ( Д ) "
d r  о,

Получение ФАР задачи (4) основано на построе­
нии лагранжева многообразия, ассоциированного 
с нулевым уровнем гамильтониана

Н (г, р) =  -  р] -  р )  + п { х ,  у ), (5)

соответствующ его оператору L = Д2 + к2п \ х , у) 
[9, 10]. Лагранжево многообразие соткано из би­
характеристик, являющихся решениями системы  
Гамильтона

d r /d t  = ЭЯ/Эр; d p ld t  = -ЭЯ/Эг,

г1, = о = г0 = (а'0, у0); Р|, = 0 = Ро = (6)
= ( P o v P o y )  = ( п ( х 0, y 0)cosq>9 n ( x 0i y 0) s \ ru p ) .

Здесь (г, ф) -  координаты на лагранжевом много­
образии; ф -  полярный угол на окружности на­
чальных импульсов |р0|2 = п2(х0, уо); р = (pXJ р})  -  
вектор импульсов.

Сделаем следующее допущение. Пусть суще­
ствует область D 1, включающая в себя область Д  
такая, что при ®r0 е D  и Vr е  D [ получающиеся 
лагранжевы многообразия однозначно проекти­
руются на R2 и лучи, соединяющие точки г0 и г, 
нигде не пересекаются, т.е. лежат на неособой  
карте.

Известно [10], что на неособой карте ФАР за­
дачи (4) имеет вид

G;V(r0, г, к) =  — J-
2rjnk

X

.V + 2
e x p ( j ( k S - jT i /2 y ( r 0, г) -  д /4 ))'^ < р „(г , г0)

(7)

|Д г 0, ?, ф)|
1/2 х

л = 0 U  к)"

Здесь 5(г0, г(/, ф)) -  эйконал по лучу, соединяющему 
точки г0 и г; ф„ -  амплитуды переноса, ф0 = 1 а ос­
тальные определяются рекурсией [10]; У(г0, г, ф) = 
= D(x, у, r0)/D(r, ф) -  якобиан перехода от коорди­
нат (х, у) к координатам (г, ф); у(г0, г) равно числу 
нулей якобиана с учетом их кратности на интер-

где uN -  ФАР уравнения (1) и удовлетворяет урав­

нению L u n  = -Д х, у) + o(krN~ *); (3 = ехр(-ул/4).

Как видно из (8), ФАР uN не представлен в виде ге­
ометрооптического ряда типа (7), для которого 
характерны следующие признаю! [9]: ряд должен 
иметь форму (7); эйконал, амплитуды переноса и 
якобиан должны соответствовать лагранжеву 
многообразию, отвечающему системе Гамильто­
на (6); амплитуда переноса нулевого приближе­
ния ф0 должна сохранять постоянное значение на
траектории луча, а остальные амплитуды перено­
са находятся с по.мощью ф0 из рекурсии. Поэтому  
алгоритм вычисления ФАР методом функций 
Грина (МФГ) (8) показывает его практическую  
малопригодность вследствие того, что для каж­
дой точки г всю трудоемкую процедуру вычисле­
ния ФАР в виде (8) необходимо каждый раз про­
делывать от начала и до конца для каждой точки 
r0 e  D.

Отметим, что применение метода стационар­
ной фазы не позволяет получить геометроопти­
ческого ряда из ФАР в виде (8) для двумерного 
случая, либо в виде подобного ему интеграла в 
л-мерном случае, так как эйконал 5(г0, г) не имеет 
точки стационарной фазы в силу того, что 
V ro 5(г0, г) = р(г0, г) ф 0, что следует из (3) и равен­
ства нулю гамильтониана (5). Здесь р(г0, г) -  век­
тор импульса в точке г0 на луче, соединяющем  
точки г0 и г. Н о даже если бы стационарная точка 
существовала, то ее  положение зависело бы от 
текущей точки г, входящей в качестве параметра 
в фазовую функцию 5(г0, г).

Покажем, тем не менее, что при сделанных до­
пущениях ФАР Мд,- допускает представление в ви­
де геометрооптического ряда. Для этого  прове­
дем конформное отображение в (1), перейдя от 
координат (х, у) к координатам (<;„ с;2). Пусть со = 
= co(z) = ^  +7^2 -  конформное отображение ком-
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плексной переменной z  = х + jy .  Тогда лапласиан 
преобразуется к виду [12, с. 334,474]

Д2 = д2/д х 2 + Э2/Э>-2 =

= 4 d2/d z d z  = (d2/ d t i  + d 2/dZ,22)\do)/dz\2.
С учетом этого (1) преобразуется к виду

{ \d w /d z \2(d2/dt,] + d2/d & )  +

+ *V Ш  }«W4., У> УЙ,. =(9)

Согласно [12], \dzJdco\ = [(ЭлтАЙ̂ )2 + (Эy /d^ )2]112 = 
= [(ЭхА/^>)2 + (Э У ^ 2)2]172 =  *1 =  где * 1.2 -  коэф­
фициенты Ламе, которые равны между собой для 
случая конформного отображения. Справедливо 
равенство [13] ю(^„ £2) = 0 (x , ?)/£>(£„ £2) = *1*2-
Здесь -  якобиан перехода (х, у) — ► (£h £2). 
Следовательно £2) = \dzldcо|2.

Пусть существует аналитическая функция со(г) 
такая, что в области D 1 имеет место равенство

\d(d/dz\2 = л2(дг, у), (10)
а, следовательно \dco/dz\2 *  0  (см. (3)), то  (9) преоб­
разуется к виду (алгоритм восстановления анали­
тической функции по ее модулю приведен в при­
ложении)

(Э2/Э^7 + а2/Э ^  + *2)и(*($„ §2), у($„ У )  = (П)

= -  ^ 2 ) /(* (4 i> £2), У(^|. £г))-
Как видно из (11), получено неоднородное урав­

нение Гельмгольца с постоянным показателем 
преломления. Очевидно, что при таком преобра­
зовании лучи спрямляются, а волновые фронты, 
перпендикулярные лучам, в случае точечного ис­
точника представляют собой окружности.

Зафиксируем некую точку г° = (х°, у0) € D. Точ­
ка г° может быть, например геометрическим цент­
ром антенны, либо выбираться из каких-либо дру­
гих соображений, о  чем будет сказано ниже. Вве­

дем обозначение р = [(^  + $ )° + (£2 + £2 )2] |/2> где

(£ ? ,£ $ )  6  D  > точка (£ ° , !;2) на плоскости со соот­

ветствует точке (х°, у0) на плоскости z , a D -  об ­
ласть на плоскости со, соответствующая области 
D[ на плоскости z- При отсутствии обратного рассе­

яния на границе 3 D 1 между областями D 1 и 

R]y\Dl , что легко достигается гладким продолже­

нием показателя преломления на область R \ D l , 
решение уравнения (11) может быть представлено 
в виде следующего геометрооптического ряда [11]:

«(р. <!>•) - 1Д  W */4)=BjgE2 j

Здесь (р, ф’) -  полярные координаты на со-плоскости

относительно точки (£?, £ 2); й(р, Ф) = §г)»
у(^,, £2)); функция £>0(Ф) определяется из выра­
жения

/> о ( Ф )  =  J / ( $ ) i ; ^ ) e x p ( - y k ( § - $ V 4 . ( 13)

D

Здесь § = Ь ) , = ($? , ^ ) ,  / ( * )  = Л * ( ^  5а).
у(%1, £2)], к = (ку ф). Высшие амплитуды переноса 
определяются рекурсией [11]

!> ..,< « = [<,г/Эф' ^ ; )+|/4]о-(,рг (14)
Теперь, чтобы получить геометрооптическое 

представление поля в исходном пространстве (.х, у), 
необходимо вернуться к нему в выражении (12), 
произведя соответствующие замены перемен­
ных. Однако, проще это сделать, сравнивая ФАР 
фундаментальных решений в обоих конфигура­
ционных пространствах.

Отметим, что при переходе от уравнения (1), к 
уравнениям (9) и (11) меняется конфигурационное 
пространство (в случае (1) это  плоскость (х, у), в 
случае (9) и (11) это плоскость (£х, 2̂)). Для урав­
нения (9) исходный гамильтониан (5) просто запи­
сывается в новых переменных и равен

И{р , %) = dm
dz

V  p i ~ p i)  + л2С*(£|, У . yi%I. £2» .
Р = ( Р ^ ,  р О -  (5а)

В случае уравнения (11) изменяется гамильтони­
ан, который в данном случае равен

# | ( Р Д )  = - р 1 г Р 1 г +  1- 0 5 )

Поэтому для уравнения (11) и соответственно га­
мильтониана (15) лагранжево многообразие, сот­
канное из соответствующих бихарактеристик, 
будет отличаться от лагранжева многообразия, 
соответствующего уравнениям (1) и (9) и гамиль­
тонианам (5) и (5а). Отметим, однако, что в слу­
чае выполнения условий (3) и (10), решения уравне­
ний (1), (9) и (11) совпадают. Поэтому, вследствие 
гладкой замены переменных карт существует вза­
имно однозначное соответствие (диффеоморфизм) 
между точками соответствующих бихарактеристик 
на обоих лагранжевых многообразиях, т.е. много­
образиях, соответствующих гамильтонианам (5), 
(5а) и (15), а, следовательно, и взаимно однозначное 
соответствие между параметрами г и соответству­
ющих этим многообразиям (см. систем}' (6)).

Решение системы Гамильтона (6) для гамиль­
тониана (15) с начальным условием §|,-_0 = Да" 
ет 7<$°, г' Ф') = D(^„ k  $°)//>(Л  Ф') = 4/', р = 2х\ 
5(^°, ф‘, О  = 21\ Здесь (ф*, г ') -  координаты на ла- 
гранжевом многообразии, соответствующ ем га-
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мильтониану (15). П оскольку преобразование 
(X, у )   ► (§ |, £2) конформно, то углы ф на окруж-
ности начальных импульсов р$х + р~0у = п2(х°, у0) и 

углы ф’ на окружности начальных импульсов р:«, +

+ р 2о = 1 отличаются на константу а: ф = ф’ + а.S;
Примем для простоты, что после соответствую­
щ его смещения имеет место равенство ф = ф'. Тог­
да в силу описанного выше диффеоморфизма су­
щ ествует гладкая зависимость между параметра­
ми t и Г на соответствующих бихарактеристиках. 
Пусть имеет место зависимость / ’ =  ф(ф, г). Най­
дем ее. Выпишем выражение для фундаменталь­

ного решения в области D 1 плоскости со, т.е. в (11) 
функция источника равна Дх, у) = —5(jc -  х°)5(у -  у0). 
Тогда, учитывая равенство [12, с. 769] 6(х -  х°)Ь(у -

_ у0) = 8 (S ,-g ? )8 (g 2- l &

\dzld(d\2
для фундаментального решения

, получаем уравнение

(Э 7 Э ^  +  д2/ д £  + *2)С (* ($ ), у(%), §°. к) =

=  б ( ^ - Й ) 8 ( § 2- Й ) .  5 ° « В .

которое известно [12]: С  = (кр) или, если

воспользоваться разложениями ( 12>—(14), в гео­
метрооптическом виде

с  e  i  М е х р Н п / 4 )

ех р (Д р )

р 1/2 ~о(*Р>"' 0 6 )

оо

I  "
d  о = 1.

Естественно, что (16) с точностью до константы 
описывает асимптотику функции Ханкеля. Если 
теперь в выражение (16) подставить соответству­
ющие значения Д^°, t' ф’) = 4 1 \  р = 2 S = 2 t \  и срав­
нить его с эквивалентным ему выражением (7) то 
получим следующие соотношения:

t' =  |У(§°, Г, ф )|/4 , d0 =  Фо s  1,
■II

Фя = d„
(U (4°. Г, Ф)|/2)"

(17)

С учетом (17) можно теперь записать решение (12) 
в исходном пространстве (х , у)

ч(х, у) J
2 Jnk

ехр| ,/'| k S (r \  ф, г) -  ^Y(r°, г) -  л /4

U(r°, Ф, /)|
1/2

(18)

I
п = 0

Ф,,(г‘ ,Ф ,0

( Д ) "
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где

Фо =  D 0 = | М ) У ^ и(§)ех  р ( - у к ( $ - $ ° ) ) Д , ( 1 9 )
D

а Д , и Ф„ связаны соотнош ением (17):
•и

Ф" = В ”(|У(г», {  ф )|/2 )я'

Проведенные рассуждения показали, что ФАР  
задачи (1) может быть представлено в виде геоме­
трооптического ряда, для чего кроме обычных 
характеристик ФАР, не зависящих от свойств ис­
точника (эйконал, фазовы е траектории, якобиан) 
необходимо вычислять значение амплитуды пе­
реноса нулевого приближения (19), характеризу­
ющей собственно свойства источника. Выраже­
ние (19) необходимо вычислять в пространстве 
(£ i, £2), для чего необходимо проводить соответ­
ствующ ее конформное преобразование, что не 
всегда может быть удобным. Опишем, каким об ­
разом эта трудность м ож ет быть преодолена. Для 
этого выясним, чему в исходном пространстве (хуу) 
соответствуют плоские волны ехр(/к(^ -  ^°)) в об ­

ласти D 1.

Плоский фронт в Z)1 есть предел, к которому 
стремится фронт цилиндрической волны при нео­
граниченном росте расстояния между точками §

и §°. Следовательно, плоский фронт в области D

соответствует предельному фронту в области D 1 
при неограниченном росте г. В силу условий ста­
билизации (3) при |г| — ► оо этот предельный 
ф ронт также стремится к плоскому.

Ключевым обстоятельством в дальнейших 
рассуждениях является тот факт, что, если на пу­
ти фазовой траектории гладко варьировать пока­
затель преломления в рамках условий (3) (4), то  
значение амплитуды переноса нулевого прибли­
жения остается неизменным в отличие от осталь­
ных характеристик ФАР. Таким образом, ампли­
туда переноса нулевого приближения является 
неким инвариантом Ф АР, не реагирующим на 
гладкие возмущения на пути фазовой траекто­
рии. Отсюда возникает возможность такого варь­
ирования показателя преломления на пути ф азо­
вых траекторий, которое максимально облегчает 
вычисление значений амплитуд переноса нулево­
го приближения.

Такой вариацией, очевидно, является гладкое 
приведение показателя преломления к стацио­
нарному значению /?(.г, у)  = 1 за пределами D , =
= D  и  Д ,  Д  с  D 1, где Д  -  некая малая окрест­
ность D  при условии гладкого продолжения пока­
зателя преломления п(х, у) и его  производных до 
константы, что необходимо для избежания отра­
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жений и ложных каустик. Тогда плоская волна

ехр(/к(^ -  %0)) в области D ' будет соответствовать 
рефрагирующей на области D, плоской волне в де­
формированным описанным образом пространст-

к ове (х , у). Таким образом, эйконал _ ^ ) в об ­

ласти со преобразуется к эйконалу S (г°, г0, <р) =

= S (г0, ф) -  S  (г°, ф); г°, г о е  D,. Здесь  S  (г0, ф) -  зна­
чение эйконала на фронте рефрагирующей вол­
ны в точке г0 при падении на область D , плоской 
волны exp(/kr), приходящей из бесконечности с 
такого направления, чтобы при рассеянии ее на 
области Di луч прошел через точку г° под иско­
мым углом ф. Тогда, если вернутся в интеграле (13) 
к переменным (х, у), то получим

Ф0(Ф) = £>0(ф) =

= | / ( г 0)е х р (-Д 5 (г ° , г0, q>))dx0dy0.
D

После нахождения величины Ф0(ср) можно вернуть­
ся в первоначальное конфигурационное простран­
ство (х, у) и воспользоваться выражением (18) 
для нахождения ФАР уравнения (1). Отметим, 
что в случае постоянного показателя преломле­
ния Ф0(ф) представляет собой диаграмму направ­
ленности антенны.

Рассмотрим пример применения описанного 
алгоритма. Пусть показатель преломления удов­
летворяет условиям существования конформного 
отображения (см. приложение) и является функ­
цией только одной координаты п(х, у) = п(у). Вы ­
берем г° е  D  и найдем ФАР на луче, выходящем 
из г° под углом л/2 к оси х. Очевидно, в силу гео­
метрии луч будет прямым, параллельным оси у. 
Именно к этому случаю после квазиразделения 
переменных сводится расчет Ф А Р в сечении х  = 
= const в трехмерном волноводе, показатель пре­
ломления и глубина в котором зависят только от  
переменной у.

Очевидно, что фронт S(r°, г0) = const будет 
плоским, перпендикулярным выбранному лучу, а

сам эйконал равен S (r°, r0) = ^ l n ( y ) d y  = S (у0, у0).

Здесь г° = (х°, у0); г0 = (х0, у0). Вычисления дают

Ф0(г°, п/2) = JD/( r ° )  exp(-y'A:|-';;«(v) dy)dx</lyQ.

Таким образом, в работе показана возмож­
ность представления ФАР задачи (1) для распре­
деленного источника в виде геометрооптическо­
го ряда, “привязанного" к точке г°.

При выборе точки r° е  D  был допущен произ­
вол, поэтому при таком выборе необходимо исхо­
дить из некоего критерия, например минимиза­

ции невязки между усеченным рядом Ф АР (18) и 
точным решением задачи (1), что, впрочем, пред­
ставляет собой тему для отдельной публикации.

Полученные результаты могут быть использо­
ваны для расчета полей протяженных источников 
в реальных трехмерных океанических волноводах, 
как регулярных для вертикальной линейной ан­
тенны, так и нерегулярных для произвольных ан­
тенн, когда именно к рассмотренному случаю ре­
дуцируется трехмерная задача при квазиразделе­
нии в ней переменных [14].

ПРИЛОЖ ЕНИЕ
П усть задан модуль аналитической функции  

Д г) = d(d(z)/dz: р(х, у) = \f(z)l  Н еобходим о вос­
становить по модулю  функцию /(г), а затем  и 
co(z). Зап иш ем /(z )  в показательной ф орм е /(z )  = 
= р(*, у)ехр(/0(х, у)). Тогда действительная и мни­
мая составляющие выражаются в виде

и (х ,у )  =  p(x, j;)cos[6(x , у)]; ^

v (* ,> 0  = p(x, j )s in [0 (x , у)].

Рассмотрение аналитической функции Inf(z) 
приводит к выводу о том, что 1п[р(х, у)], а значит 
и 1п[п(х, у)] (см. (10)) должна быть гармонической 
функцией.

П осле подстановки (а) в условия Коши-Римана 
приходим к следующим равенствам:

Э0 . л p^r-sin0 Эр . п Э0 а ^-sinU  + p^ -cos0; 
д у  Эу

^ £cos0
Эу

Э0 . ар̂ г—sinB
Эу

Эр . ^ Э0 а- ^ - s in 0 - p ^ —COS0. 
Эх Эх

Р.г~рЭу = __________
pv +  p0.r - ( р ;  +  р е ;.)я •

ИЛИ

Выражая в (б) tg 0 ,  получаем P v -p e *

- ( р ; - р е ; . ) 2 =  ( Р ; +  Р е ;) 2. (в)

Равенство (в) может быть удовлетворено только 
при равенстве нулю обеих его  частей вследствие 
того, что в нем фигурируют только действитель­
ные функции. Отсюда получаем выражения для

вычисления 0 

тельно для 0 имеем

Э0 _  J1 Эр Э0 
Эу р Э х’ Эх

= Оконча-
рЭу

Заметим, что в последнем интеграле фактически 
фигурируют производные действительной со­
ставляющей функции 1п[Д^)].

Таким образом , однозначно восстановлена 
исходная аналитическая функция /(z )  =
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= р(*. у)ехр[/0(лг, у)]. При этом  предполагается, 
ч то 1 п [ п ( х , у ) ] <  (х> у)  е  D [ -  гармоническая ф унк­
ция. В противном случае необходим о аппрок­
симировать п(х, у)  м одулем  некой аналитичес­
кой функции при условии, что возмущ ение по­
ля и ( х ,  у )  будет невелико.

Исходная функция co(z) легко может быть вос­
становлена по функции Д г) в ее  области анали­
тичности по алгоритму, описанному в [12, с. 346, 
347]. Функция co(z) при этом  также остается ана­
литической.

Приведем пример. П усть в области D  показа­
тель преломления описывается следующим об ­
разом п(х, у) = р(дг, у )  = exp(ajx  + a &). Тогда  
1п[р(х, у)]  = а ,х  + а 2у -  гармоническая функция.

Вычисление по (г) дает 0(х, у )  = j - a 2d x  + a {d y  =
= -<х2х  + a Lv + С. Тогда с точностью  до констан­
ты  имеем 1п[Дг)] = -  j a 2)z. Откуда f (z )  =
= е х р [(а х -  j a 2)z] и, следовательно со(z) =

1
a , - j< x 2

exp[(a, -  j a 2)z].
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Geometrooptical Representation of the Field Produced by an Extended Source
in a Two-Dimensional Inhomogeneous Medium

В. P. Sharfarets
ul. Kubinskaya 14-70. St. Petersburg. 196128 Russia 

e-mail: sharg@mail.rcom.ru

Abstract—An asymptotic solution to the two-dimensional inhomogeneous Helmholtz equation in the R: space 
with a variable refractive index is considered. The volume density of the source is nonzero in a finite region D. 
A special conformal transformation of the original space is used to show that this asymptotic solutioncan be 
represented as a geometrooptical series. Algorithms for calculating all characteristics of this series are present­
ed. The results can be applied to a real three-dimensional oceanic waveguide.
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