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Сформулирована задача об акустической идентичности двух различных помещений и дано ее тео­
ретическое решение с помощью активной замкнутой поверхности. Получен закон управления ак­
тивными элементами, основанный на согласовании импедансных матриц. Реалистичность решения 
подтверждена на простом примере.

Активные методы управления вибрационны­
ми и звуковыми полями интенсивно разрабатыва­
ются в акустике последних лет. Несмотря на их 
сравнительную сложность (они требуют допол­
нительных звуковых источников -  актюаторов и 
соответственных устройств управления), их прак­
тическое использование часто оказывается воз­
можным и оправданным благодаря прогрессу в 
области микроэлектроники и цифровой обработ­
ки информации. Такие решения для многих прак­
тических задач контроля индустриальных источ­
ников шума, особенно на низких частотах, где 
обычные (“пассивные”) методы неэффективны, 
можно найти, например, в книгах [1,2].

Основной задачей, решаемой активными ме­
тодами в помещениях, является снижение уров­
ней шума, например, на рабочих местах в цехах, 
офисах, а также в салонах самолетов, автомоби­
лей и других транспортных средств. Для решения 
этой задачи используются в основном три подхо­
да. Первый, традиционный, предложенный родо­
начальником активных методов [3] и получивший 
наибольшее развитие в последующих работах [1], 
состоит в наложении на первичное звуковое поле 
вторичного поля, создаваемого акустическими 
актюаторами и отличающегося от первичного 
знаком. Интерференция первичного и вторично­
го полей приводит к их взаимному уничтожению  
во всем помещении или в какой-либо его части. 
Второй подход основан на воздействии вибраци­
онных актюаторов на упругие стенки, изменяю­
щем условия прохождения звука в помещение из­
вне, например, шума турбовинтовых двигателей в 
салон самолета [2,4]. Наконец, третий подход, на­
иболее близкий к данной работе, состоит в изме­
нении с помощью акустических или вибрацион­
ных актюаторов импеданса его стен с целью

уменьшения отражения или/и увеличения погло­
щения звука. Этот подход, называемый также ме­
тодом активного согласования импедансов (active 
impedance matching) часто применяется, благода­
ря эффективному снижению резонансных коле­
баний, при решении проблемы шума в помещени­
ях разных типов, в частности, в воздуховодных си­
стемах -  см., например, [1 ,5 -9 ].

Еще одной задачей, которая в последние годы  
часто решается активными методами, является 
улучшение качества звучания музыки в концерт­
ных залах и звукозаписывающих студиях. И зме­
нение характера звучания оркестра или голоса 
достигается с помощью усиления (ослабления) 
акустическими актюаторами тех или иных ком­
понент сигнала [10].

В предлагаемой статье ставится и решается 
новая и более сложная задача: требуется одно по­
мещение сделать акустически неотличимым от  
другого помещения. Иными словами, в задаче не­
обходимо, чтобы произвольный источник звука 
создавал в данном помещении (например, в обы ч­
ной комнате) такое ж е звуковое поле, какое он 
создает в другом помещении или в других акусти­
ческих условиях, например, на открытом воздухе.

В статье показано, что эта задача имеет реш е­
ние в виде замкнутой активной (“интеллектуаль­
ной”) поверхности 5, которая геометрически мо­
ж ет совпадать с границами (стенами) заданного 
помещения или мож ет располагаться внутри по­
мещения. При определенном законе управления 
актюаторами звуковое поле в объем е V внутри 5, 
создаваемое произвольным источником в V, бу­
дет неотличимым от поля, которое этот источник 
создает в объем е V  другого помещения. Практи­
чески такая активная поверхность может состо­
ять из набора однотипных тонких активных пане­
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лей, достаточно плотно (не менее одной панели 
на квадрате со стороной в полдлины волны) рас­
положенных на поверхности 5. Предполагается, 
что каждая панель имеет один виброактюатор, 
один акселерометр и микрофон, а также элект­
ронные устройства для предварительной обра­
ботки сигналов, интерфейсы и цепи управления, а 
вне панели объединены в единую сеть, которая 
управляется компьютером. В литературе (напри­
мер, [7, 9, 11-13]) имеются примеры разработки 
активных панелей различного назначения, мно­
гие элементы которых могут быть использованы 
при реализации предлагаемой здесь активной по­
верхности.

Как будет показано ниже, поле внутри замкну­
той поверхности S, следовательно, и акустичес­
кие особенности помещения, определяются в ос­
новном импедансами внешности 5, а действие ак- 
тюаторов на S эквивалентно изменению этих 
внешних импедансов. В предлагаемом методе уп­
равление актюаторами формируется таким обра­
зом, чтобы преобразовать матрицу внешних им­
педансов одного помещения в матрицу внешних 
импедансов другого (требуемого) помещения. 
Речь, таким образом, идет о методе активного со­
гласования импедансов. Однако, в отличие от 
имеющихся в литературе вариантов этого мето­
да, в которых согласуются локальные импедансы 
[6-9], в предлагаемом методе согласуются пол­
ные импедансные матрицы. Это отличие являет­
ся принципиальным: далее в статье будет показа­
но, что не существует локально реагирующей по­
верхности 5, активной или пассивной, которая бы 
давала решение поставленной задачи.

Первоначально разработка предлагаемого в 
статье метода была направлена на создание, на 
основе произвольного помещения, низкочастот­
ной заглушенной камеры. Однако область его 
практических приложений представляется значи­
тельно шире. Способность замкнутой активной 
поверхности быть акустически прозрачной 
(нерассеивающей) или, наоборот, блокирующей 
(полностью отражающей) избирательно для 
внешних и внутренних источников звука является 
основой как для кардинального решения класси­
ческой проблемы шума в помещении, так и для 
решения этой задачи по отношению к выделен­
ным звуковым источникам. Кроме того, способ­
ность воспроизводить любую акустическую об­
становку в некоторой области пространства (вну­
три S) делает предложенную активную систему 
полезной в студиях звукозаписи и в научных ис­
следованиях. Ниже излагается теория метода 
полного согласования импедансов и приводится 
аналитический пример, иллюстрирующий его ра­
ботоспособность.

Пусть имеется заполненная средой область V 
(которую также будем называть помещением),

ограниченная замкнутой поверхностью 5 и содер­
жащая некоторый источник звука. Разобьем S на 
N  участков и будем считать, что размеры участ­
ков ASj малы по сравнению с длиной звуковой 
волны, так что комплексные амплитуды давле­
ния pj и нормальной скорости у • на них постоян­
ны, у = 1,2,  .... N. Положительным направлением 
скорости и других векторных величин примем на­
правление внешней нормали к S. Введем понятия 
двух импедансных N  х  //-матриц Z, и Z, определен­
ных по отношению к границе 5, и покажем, что 
они, вместе с параметрами источника, полностью  
характеризуют акустические свойства области V. 
Матрица внутренних импедансов Z„ по определе­
нию, устанавливает связь между //-вектором  
внешних сил/ =  [/,, . . . , / Лг]г, приложенных к облас­
ти V на участках АS), и N  -  вектором ее откликов 
на эти силы -  нормальных скоростей v  = = [ v , , ..., 
y v]r участков AS/

f  = Ztv.  (1)
Зависимость от времени предполагается гармо­
нической и множитель ехр(-/см) всюду опущен. 
Аналогично, N  х  N  -  матрица внешних импедан­
сов Z характеризует свойства внешности поверх­
ности S:

q = Za, (2)

где q -  \q u . . . ,  q^Y -  вектор сил, приложенных к 
внешности S на участках ЛSj, и = [щ 9. . . ,  uN]T-  амп­
литуды нормальных скоростей участков ДSj9 вы­
званных этими силами.

Рассчитаем, используя введенные импеданс­
ные матрицы (1) и (2), поле в рассматриваемой 
области, создаваемое некоторым источником 
внутри V. П о теореме, доказанной в работе [14], 
поле давления в V может быть представлено в ви­
де сумм двух компонент

Р (х) = Po(x) + P i(x ), х е  V. (3)

Первая компонента р0(х) представляет собой по­
ле работающего источника в области V  с непо­
движной границей S:

v 0(s )  = 0 , SE S. (4)

Вторая компонента -  это поле вынужденных сов­
местных колебаний области V  и внешности S  под 
действием распределенной на S  внешней силы 
b(s) при неработающем источнике. В работе [14] 
показано, что распределенная сила &(s) равна дав­
лению /?0(s), т.е. силе, с которой первая компонен­
та поля действует на неподвижную границу 5. С 
учетом дискретизации поверхности 5, эта сила в 
нашем случае описывается //-вектором

b = [Po(s{)A Sb p Q(sN)ASN]Ty (5)
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где Sj -  это координата какой-либо точки на у-ом 
участке поверхности. Чтобы вычислить вторую  
компоненту решения (3), следует воспользовать­
ся условиями на S: нормальные скорости v , час­
тиц среды внутри S и скорости их внешности S 
должны быть одинаковы, а сумма си л /, и q r, дей­
ствующих соответственно на область V  и на 
внешность S, должны равняться силе (5):

V i =  « i ,  / i  +  «?i =  b .

Подставляя сюда соотношения (1) и (2), получим 
решение для второй компоненты поля в виде

V, = {Zi + z y 'b ,  / ,  = Z,(Z, + Z ) 'lb. (6)

Оно определено только на граничной поверхнос­
ти S. Хотя по нему можно однозначно вычислить 
значения второй компоненты давления на S, 
Pi(Sj) = - -fjilASp а также в любой внутренней точке 
х е  V, в дальнейшем мы ограничимся этим реш е­
нием, т.к. для метода согласованных импедансов. 
изложение которого следует ниже, достаточно 
знания граничных значений поля (6). Подчеркнем  
лишь, что поле в области V (точнее, его вторая 
компонента р х(х))ч согласно (6), определяется па­
раметрами источника звука (или вектором Ь), 
внутренними импедансами помещения Z, и импе- 
дансами Z его внешности (границы).

Введем теперь на всех участках поверхности S 
дополнительные (активные) внешние силы с амп­
литудами/, = [ / „  . . . , / ^ Г и  поставим задачу следу­
ющим образом: найти такие силы /,, которые де­
лают поле (3), (6) неотличимым от поля этого же 
источника в области V помещения с другими 
внешними импедансами Z . Покажем, что иско­
мые активные силы должны быть пропорцио­
нальны разности матриц внешних импедансов

fa  =  ( Z - Z ) v ,  (7)

где v  -  полные нормальные скорости на всех N  
участках поверхности S. Действительно, при дей­
ствии сил (5) и (7) нормальные скорости на 5 вто­
рой компоненты поля удовлетворяют векторно­
му уравнению

V, = (Zi+ z y \ b + f a) = (Zi + z y 'b  +
(о)

+ (Zi + Z)- , ( Z - Z ) v „  

откуда находим

v i =  (Zj +  Z y lb . (9)

Так как скорости первой компоненты поля равны 
нулю (см. (4)), то скорости v  полного поля на S 
также выражаются формулой (9), v =  v ,. Сравни­
вая решения (6) и (9) и учитывая, что граничные 
значения скорости (9) однозначно определяют 
поле во всей области V, нетрудно видеть, что ак­
тивные силы (7) так изменяют поле в V, что оно

становится таким же, как если бы область V была 
нагружена внешними импедансами Z  вместо Z. 
Другими словами, действие активных сил (7) эк­
вивалентно замене импедансов Z на Z  и, 
следовательно, соответственному изменению  
акустических свойств рассматриваегиой области 
(помещения). Активная сила с управлением (7), 
таким образохм, полностью решает поставленную  
задачу.

Для практической реализации активного воз­
действия (7) на каждом участке AS, поверхности S 
должна измеряться текущая амплитуда скорости 
Vj и формироваться сила f uj. Матрицы внешних 
импедансов для данного помещения Z и желаемо­
го помещения Z  предполагаются известными. 
(Метод их измерения подробно описан в работе
[15]. Помимо измерения скорости, этот метод 
требует измерения давления на каждом участке 
ДS j . )  Поэтому предлагаемая активная система 
должна состоять из набора сенсоров (акселероме­
тров и микрофонов) и виброактюаторов, устанав­
ливаемых на граничной поверхности S по одному 
на каждом ее  участке AS;. Кроме того, система 
должна содержать контроллер, формирующий 
для актюаторов управляющие сигналы в соответ­
ствии с (7). Устойчивость работы системы опре­
деляется свойствами матричного оператора

L = (Z, + Z)~'(Z , + Z). (10)

Этот оператор возникает, если к уравнению (8) 
добавить слагаемое обусловленное посторон­
ними источниками (помехой). При этом в правую  
часть решения (9) добавляется слагаемое L%. П о­
дробно устойчивость предлагаемой системы, ее  
точность и другие вопросы реализации будут ис­
следованы в последующих публикациях. В данной 
статье мы ограничимся простым примером, кото­
рый иллюстрирует работоспособность метода и 
дает оценки полей, управляющих сил и оператора 
(10) в одной конкретной задаче.

В качестве примера рассмотрим акустическое 
поле в сферическом помещении, ограниченном 
замкнутой сферической стенкой S радиуса R с л о­
кальным импедансом Zw. Задачу поставим следу­
ющим образом: с помощью распределенной ак­
тивной силы типа (7), действующей на стенку, 
сделать акустическое поле произвольного источ­
ника внутри помещения неотличимым от поля 
этого ж е источника в свободном пространстве. 
Данная задача решается аналитически. Поэтому 
вместо разбиения границы на участки и введения 
соответствующих импедансных матриц можно 
использовать непрерывные зависимости и импе- 
дансы по отношению к непрерывно распределен­
ным по сферическим гармоникам силам и скоро­
стям. Матрицы (1), (2) в этом случае являются 
бесконечномерными, но, в силу ортогональности 
сферических функций, диагональными, что и поз-
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воляет свести все матричные операции к расче­
там для отдельных сферических гармоник.

Положим сначала, что поле в помещении воз­
буждается монопольным источником с объемной  
скоростью g, расположенным на некотором рас­
стоянии I < R от центра сферы. Точное решение 
этой задачи излучения нетрудно получить тради­
ционным способом [16] в форме ряда по сфериче­
ским функциям. Опустив промежуточные вы­
кладки, амплитуду давления в точке помещения 
со сферическими координатами (г, ф, 6) можно за­
писать как

Рвх(г, 6 ) =

8
= Q ^ P n(.9)j„ (k l)[hH( k r ) - f j H(kr)

( И )

л  =  0

Здесь Q = pck2g/4n, рс -  характеристический им­
педанс среды, к  = со/с -  волновое число, Рп(>) -  по­
лином Лежандра первого рода порядка n j n и hn -  
сферические функции Бесселя и Ганкеля порядка 
/г, угол 9 отсчитывается от прямой, соединяющей 
монополь с центром сферы, который принят за 
начало координат, штрих обозначает производ­
ную по аргументу,

5„ = hn(kR) + ( iZ J p c ) t in(kR )y (12)

Д„ =  j„ (kR ) + (iZ Jpc)j'„ (kR ). (13)

Решение (11) состоит из уходящих волн (hn) и сто­
ячих волн (/„). Корни уравнений Ап = 0, п = 0 , 1 , . . . ,  
определяют собственные частоты помещения. 
На этих частотах поле стоячих волн максималь­
но. Выражения (12) удобно представить в следую­
щем виде

8 „ = A l ( Z : - Z w), (14)
t  L/ С

где

-  это локальный импеданс (отношение давления 
к скорости) безграничной среды с параметрами р, 
с  во внешности сферы радиуса R , когда давление 
и скорость распределены на S по форме п-ой сф е­
рической гармоники [16]. Из уравнений (11) и (14) 
видно, что если все 8п равны нулю, то поле в по­
мещении соответствует условиям свободного 
пространства:

P«(r ,e )  = Q ^ P „ m n(ki)ha(kr)  =
л = 0

= Q K (k r x) = р°°(г,в),

где г { = \ г -  /| — это расстояние от монополя до точ­
ки наблюдения. При суммировании ряда (16) бы­
ла использована теорема сложения сферических 
функций [16]. И з уравнений (11) и (14) также сле­
дует, что никакое пассивное покрытие с локаль­
ным импедансом Zw (однородным или неоднород­
ным по координате s) не может обеспечить усло­
вий свободного пространства. Исключение 
составляет лишь диапазон высоких частот

k R >  1, (17)

на которых для всех п имеют место приближен­
ные равенства tin ~  ihn, ® рс. Выбрав пассивное
покрытие с локальным импедансом Zw = рс, мож ­
но приближенно решить поставленную задачу на 
частотах (17), т.е. в диапазоне, где длины звуко­
вых волн много меньше размеров помещения.

Покажем, что с помощью активной силы типа
(7), непрерывно распределенной по стенке, мож­
но получить решение задачи на всех частотах, 
включая самые низкие частоты.

Запишем сначала решение (11) с помощью  
представления (3). Первая компонента поля, 
удовлетворяющая граничному условию (4), здесь 
равна

Ро(г, 0) =
ОО

=  Q ^ P n{Q )jn{kl)
п = 0

• , ,  ,  K (k R ) . л  (18)h„(kr)~ Jn(kr)
Jn(kR)

Она может быть получена обычным путем разло­
жения поля по сферическим функциям [16]. П о­
лагая в (18) г  =  Я, получим следующее выражение 
для давления на неподвижную стенку

с о

Ь&) = />о(Л, б) = J W  0)>
"=° (19)

ъ =
" (kR )2 j'n(kR)

Вторая компонента поля, согласно (6), равна

v,(/?,0 ) = £ v lnP„( 9),
П = 0

= К  =  Q jn(kl) 

Zw + Zin p c (kR )2An

ОО

P i(r ,Q )  =  ^ P u P n W jn ik r ) ,
n = 0

=  iQ j „ ( k l )

P 'n (k l)2 A j n(kR)

(21)
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Здесь было использовано легко доказываемое 
равенство (см. (13)):

/ Л Ю
ipc (Z w + Z in) 9

где

- M k R )—ipc—-----
U k R )

(22)

-  это импеданс среды во внутреннем объем е сф е­
ры при действии на границе силы, распределен­
ной по п-ой сферической гармонике. Складывая 
(18) и (21), нетрудно убедиться, что их сумма в 
точности совпадает с решением (11).

Введем теперь, в соответствии с (7), распреде­
ленную на границе г  = R активную силу

Д О )  =  Х / а1Л ( 0 ) ,  fan = (Zw- r n)Van, ( 2 3 )

и = О

где Vaj -  это  коэффициенты разложения полной 
скорости на 5 по сферическим гармоникам, а
Z~ -  импеданс внешности S в свободном прост­
ран стве-см . (15).

Так как полная скорость является откликом на 
силы (19) и (23), то имеет место следующ ее равен­
ство (см. также (20)):

со с о

2 > -л < 9) -  2 p-(e)z ^ +
я  =  0 л =  0 (24)

о о оо

П= 0

Z , -  Z„
Z w + Z in

V a n '

Отсюда, в силу ортогональности полиномов Ле­
жандра, находим

£ - и т л ю
liJ С

По этой скорости границы нетрудно рассчитать 
вторую компоненту поля давления внутри рас­
сматриваемой сферической полости

с о  I

РаЛг,Ю = й%Р,(ЮМк1)^^Мкг)
п  =  0

/ л т

и, после сложения с первой компонентой (18), 
полное поле давления с учетом действия актив­
ных сил:

P (r, Q) = Р0( Г’ Ю +  Р а Л ,Ю  =
ОО

= Q X  Pn(Q)Jn(l i i )hn(k r).
п =  0

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 49 № 6 2003

Как нетрудно заметить, поле (26) в точности 
совпадает с полем монополя в свободном прост­
ранстве (16). Это означает, что активная сила (23) 
преобразует поле (11) внутри области г < R в поле 
(26): “активная’' компонента поля подавляет в по­
ле (11) компоненту, состоящую из стоячих волн, и 
оставляет нетронутой компоненту из уходящих 
от источника сферических волн всех порядков.

Поскольку полученный результат верен для 
монопольного источника, расположенного в лю ­
бой точке рассматриваемой акустической полос­
ти, то, в силу принципа суперпозиции, он верен и 
для группы монополей. А  так как любой источ­
ник звука может быть смоделирован совокупнос­
тью монополей [17, 18], то  результат верен и для 
произвольного источника. Разница заключается 
лишь в значениях “блокированного” давления 
(19) и коэффициентов Ьп в уравнениях (24) и (25). 
Таким образом, доказано, что активное воздейст­
вие (7), (23) преобразует поле произвольного ис­
точника звука в сферической области с импеданс- 
ной границей в поле этого ж е источника в свобод­
ном пространстве. Так как при этом на частоту не 
накладывалось никаких ограничений, решение 
верно во всем частотном диапазоне. Тем самым 
поставленную задачу можно считать полностью 
решенной.

В заключение оценим величину необходимой 
активной силы (23), а также рассмотрим, как из­
меняется реально всегда присутствующая помеха 
под действием этой силы, т.е. является ли устой­
чивым полученное решение.

Пусть в рассматриваемой области имеется до­
полнительное поле (помеха), обусловленное сто­
ронними (расположенными вне области) источ­
никами звука и пусть значение его давления на 
границе S равно

/4 (0 )  =  ^ Р ^ п Р Л Ю . (27)
п  =  0

Нормальная к 5  скорость, следовательно, равна

п ( 0)  = X  p . ( e ) i # ^ n .
п = 0

ф с

Добавив эту скорость в правую часть равенства 
(24) и вновь проделав вышеизложенные выклад­
ки, получим, что поле давления в области г < R 
имеет вид

Р ( Г ,  9) =  р \ г ,  0) + X Р (28)
я  =  0

Здесь -  это поле (16), (26) источника в свобод­
ном пространстве, а слагаемое под знаком суммы -  
это помеха (27), измененная действием активной 
силы -  см. также (10). Коэффициент усиления ап
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a(kR)

kR

Рис. 1.

в (28) для п-ой сферической гармоники с помо­
щью соотношений (13), (15) и (22) может быть 
преобразован к виду

Zin + Z'j„(kR) = -ih'n(kR)j„0cR)(lcR)2An. (29)z,-„+ z :
Анализ этого выражения показывает, что модуль 
\ап\ на низких частотах (kR <  1) стремится к нулю 
как [(kR)n~ 7(2п -  1)!!], на высоких частотах (kR $> 1) 
он убывает как (kR)~\ а на промежуточных часто­
тах ограничен. Поэтому усиление помехи актив­
ной силой также ограничено. М ожно утверждать, 
следовательно, что не существует помехи, кото­
рая при действии силы мож ет возрастать сколь 
угодно сильно.

На рис. 1 представлена кривая зависимости от 
частоты результирующего коэффициента усиле­
ния помехи активной силой, рассчитанная по 
формуле

а
-  ОО оо

-п = 0 п = О

График соответствует сферическому помещению 
с поглощающим покрытием на стенке, имеющим 
локальный импеданс Z J p c  = 0.3 + 3i. Резонансы 
такого помещения имеют добротность порядка 
100. Предполагается, что помеха имеет простран­
ственный спектр вида \р^\ ~ г г х. Коэффициенты  
усиления отдельных сферических гармоник даны 
в (29). Как видно из рис. 1, максимальное усиле­
ние 1.8 наблюдается в окрестности первой анти- 
резонансной частоты помещения kR = 1.4. На всех 
других частотах активная система подавляет по­
меху.

Н а рис. 2 изображена полная активная сила
(23), действующая на стенку

b(kR)

Рис. 2.

I/-I = JJl/«(p> е)!:dS
S

1/2

отнесенная к силе давления (16), с которой рас­
сматриваемый источник действует на поверх­
ность г  = R  в условиях свободного пространства

-,1/2

е)Г^
-  5

Как видно из графика, распределенная на S ак­
тивная сила имеет амплитуду того ж е порядка, 
что и звуковое давление, вызванное источником. 
Н а низких частотах, однако, активная сила возра­
стает как 1 /kR, что является следствием неудачно­
го выбора модели источника: задание объемной  
скорости источника на низких частотах означает 
стремление амплитуды смещения поверхности 
источника к бесконечности. Если амплитуда сме­
щения источника ограничена, то амплитуда ак­
тивной силы будет также ограничена.

Таким образом, анализ решения задачи пока­
зал, что произвольное замкнутое помещение (в 
данном случае, сферическая полость с импеданс- 
ной границей) мож ет быть преобразовано в низ­
кочастотную заглушенную камеру с помощью  
вполне доступных средств и без каких-либо неж е­
лательных вторичных эффектов.

Работа выполнена при частичной поддержке 
гранта Президента РФ НШ-2247.2003.1.
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Active Control of Sound in a Room:
Method of Global Impedance Matching

Yu. I. Bobrovnitskii

The problem of acoustic identity of two different rooms is formulated and solved theoretically by using an ac­
tive closed surface. The corresponding law governing the operation of active elements is based on the matching 
of impedance matrices. The solution obtained is validated by a simple example.
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