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Исследуется возбуждение и распространение акустических волн вдоль криволинейных границ двух 
сред. Строятся формальные высокочастотные асимптотики, которые могут быть использованы 
для приближенных расчетов в случае сред с мало отличающимися скоростями. Проведено числен­
ное исследование дисперсионных уравнений и коэффициентов возбуждения волн на малоконтраст­
ной границе сред.

ВВЕДЕНИЕ

Высокочастотные асимптотические разложе­
ния позволяют эффективно вычислять акустиче­
ские поля. При этом обычно ограничиваются 
старшим членом асимптотического разложения 
(см. например [1]). Однако для конкретных значе­
ний параметров точность таких приближенных 
формул может оказаться недостаточной. В част­
ности, при исследовании волн, сосредоточенных у 
криволинейной границы раздела двух сред, в
асимптотическую формулу наряду с частотой 
входит параметр, пропорциональный разности 
скоростей звука. Для сред с мало отличающимися 
скоростями звука стандартные асимптотические 
формулы могут оказаться непригодными для на­
хождения акустических полей. Возникает необ­
ходимость вывода новых приближенных формул, 
которые имели бы более широкий диапазон при­
менимости. Такие приближенные формулы мо­
гут быть построены как асимптотические разло­
жения по двум (или более) параметрам.

Для рассматриваемых в данной работе волн, 
сосредоточенных у криволинейной границы двух 
сред, таким дополнительным параметром являет­
ся разность медленностей волн в контактирую­
щих средах. В зависимости от соотношения пара­
метров выделяются случаи существенного кон­
траста и малого контраста. В первом случае 
выявляются два типа волн. Волны первого типа 
напоминают волны соскальзывания, бегущие с 
выпуклой стороны границы раздела, волны вто­
рого типа имеют характер волн шепчущей гале­
реи, бегущих с вогнутой стороны. Для описания 
волн обоих типов можно пользоваться стандарт­
ными асимптотическими разложениями. В случае 
малого контраста волны оказываются смешанно­
го типа. Они подчиняются более сложному дис­
персионному уравнению. Для их описания выво­
дятся новые приближенные формулы. Выясняет­

ся, что эти формулы имеют равномерный 
характер по параметру, характеризующему “кон­
траст" сред.

Первая часть работы повторяет результаты, 
полученные ранее [2]. Во второй части рассмат­
ривается возбуждение волн, бегущих вдоль гра­
ницы раздела двух сред, падающих на границу лу­
чевым полем. Сначала в случае значительного 
контраста вычисляются коэффициенты возбуж­
дения волн первого типа. Затем исследуется воз­
буждение волн на малоконтрастной границе сред 
и при асимптотическом переходе к значительно­
му контрасту находятся коэффициенты возбуж­
дения волн второго типа. Если скорость в среде с 
вогнутой стороны границы больше, чем в среде с 
выпуклой стороны, происходит сшивание при­
ближенных формул с полученным ранее [3] 
асимптотическим разложением поля головной 
волны рефракционного типа. В случае обратного 
соотношения скоростей в средах выявляется эф­
фект экспоненциально слабого тунелирования 
падающей волны в волны типа шепчущей гале­
реи. В конце статьи приводятся результаты чис­
ленного анализа дисперсионного уравнения для 
волн смешанного типа и вычисляются коэффици­
енты возбуждения таких волн.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть гладкая поверхность 5 разделяет две 
акустические среды £2, и £22. Пусть £22 -  выпуклая. 
Скорости в областях постоянны. Без ограничения 
общности можно считать, что скорость в первой 
среде равна единице. Введем кусочно-постоян­
ную медленность

г е £2,, 
г g  £22.
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Стационарное волновое поле (множитель ехр(- 
1Ш) всюду опущен) удовлетворяет уравнениям 
Гельмгольца

Ди(г) + со~м(г) = 0, r e  Г2,,

Aw(r) + (o2N 2u (r )  = 0 , г е  0 2.

На границе S  выполнены условия непрерывности 
давления и нормальных смещений

lim и = lim ич lim ^  = к lim (2.1)
/ ! - * + о  я  - > - 0  л - » + О О П  п-*-ООП

Здесь п -  нормаль к границе, к -  отношение плот­
ностей акустических сред.

Будем искать волны, сосредоточенные вблизи 
5 и удовлетворяющие условиям излучения на бес­
конечности.

Можно ожидать существования двух типов 
волн, распространяющихся вдоль границы. Вол­
ны первого типа бегут вдоль границы с волновым 
числом со и в области 0 { аналогичны волнам со­
скальзывания. Будем искать их в виде формаль­
ного асимптотического разложения

и = ехр(|до  + /<о1/3ф($, а )) U fa  V,, а)со~;/3. (2.2)
у = о

Здесь введены геодезические координаты ($, а , 
п), так что 5  -  длина дуги геодезической на грани­
це S, и произведено растяжение нормали

со 2/3л, л > 0 ,  

сo V  п <  0.
(2.3)

Показатель q определяет растяжение нормали в 
области 0 2 и> как будет показано ниже, его вели­
чина зависит от асимптотического порядка раз­
ности N  -  1.

Волны второго типа сосредоточены в основ­
ном вЙ 2и распространяются с волновым числом 
соN. Такие волны будем искать в виде формально­
го разложения

и = exp(i(<oN)s + /(co/V)1/3(p($, а ) )х

~ (2.4)
х £  U fa  v2, a)((oNyJ,\

j  = о
где растяжение нормали произведено следующим 
образом

(со N )qn,

(о) N f \

п>  0, 

п<  0.

Процедура определения функций ф и Uj состо­
ит в подстановке разложений в уравнения 
Гельмгольца и в краевые условия (2.1) и в прирав­

нивании членов одного порядка по большому па­
раметру. Ограничимся лишь старшим членом 
асимптотических разложений (2.2) и (2.4).

СЛУЧАЙ ЗНАЧИТЕЛЬНОГО КОНТРАСТА
Для построения асимптотик (2.2) и (2.4) важно 

знать асимптотический порядок величины N  -  1. 
Предположим сначала, что N -  1 = 0(1).

Рассмотрим волны первого типа. Подставляя 
разложение (2.2) в уравнение Гельмгольца в Q, и 
приравнивая члены при одинаковых степенях со, 
получим стандартную для волн соскальзывания
[4] рекуррентную систему уравнений

З Д о  = 0, 2 0tfi + 2 itfo  = 0, ...

К
h

(3.1)

Радиус кривизны геодезической р и расходимость 
h зависят от поверхностных координат 5 и а; 
штрих обозначает производную по 5 .

Производя аналогичные преобразования в об­
ласти 0.2, получим в старшем порядке (при со2) 
уравнение

+ = о,
ап

откуда следует, что показатель q в (2.3) должен 
быть выбран равным единице. Тогда имеем сле­
дующие рекуррентные формулы:

j R q U q =  0 ,  j H q U i  =  О ,  Л I q С /2 - 2 ф , ( / 0  =  0 ,  . . . ,

М 0 = (N 2 - l )  + — . (3'2)
3v,

Краевые условия при п -  0 приводят к соотно­
шениям

£/,.(*,+0, а ) = U f a  -0 , а ),

d U j _ f a  +0, а )  _  dUj j s , -0 , а )  (3.3)
Ov, ~ К dv,

Здесьу‘ = 0, 1 ,... и положено U_{ = 0.
Уравнения (3.1), (3.2), условия (3.3) и условия 

излучения при Vj — *■ ±<~ определяют рекуррент­
ную систему задач Штурма-Лиувилля. Решение 
первого уравнения (3.1), удовлетворяющее усло­
виям излучения, имеет вид

U0 = A0(s, a )w ,( l j -v ) ,

v = (2/p),nv„ 5 = 2 " W  a 4 )
Здесь Wj() -  функция Эйри, a £(s, а) иД0(5, a) -  по­
ка произвольные функции. Решениями U0 и U{ 
уравнений (3.2) являются экспоненты
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Uj  = BjCKpi-iDVi), D = J n 2 -  1, y = 0 , 1(3.5)

Знак выбран в (3.5) в соответствии с условия­
ми излучения в Q.2 ПРИ v i — •* -°°- В случае N  < 1

ветвь корня фиксируется так, что D  = i J 1 -  N 2.
Подставляя (3.4) и (3.5) в граничные условия

(3.3), получим В0 = 0.

" Д )  = 0. (3.6)

Для того, чтобы определить зависимость амп­
литуды А0 от sy рассмотрим уравнения в следую­
щем порядке. С помощью (3.5) исключим из рас­
смотрения внутренность £22- При V, > 0 функция 
U{ должна удовлетворять неоднородному уравне­
нию Эйри

% U  1 =

краевому условию (здесь и далее точка обознача­
ет производную функции)

lim U xv j +0
и условию излучения при V! — ► +°о. Для разреши­
мости этой задачи Штурма-Лиувилля правая 
часть должна удовлетворять некоторому усло­
вию совместности. Избавляясь от неоднороднос­
ти в краевом условии и применяя результаты [4], 
условие разрешимости может быть записано в 
виде

( 1 р ч lft’ 1 V  л
0 V6 p 2 й рО к/ 0

Окончательно поле волны первого типа дает­
ся в Q { приближенной формулой

и = А0 (0)ехр 1Ш + 1( “У ' В + Ш *
о (3.7)

х Я т Н т щ { % -  v),

R = р(0, a )/p (s, а ) , Я  = /ДО, a)/h(s,  а ) .
Рассмотрение волн второго типа может быть 

произведено аналогичным образом. Приведем 
лишь окончательную формулу для поля в £2 ,:

и = А0(0 ) 7 ^Я ехр|((соЯ )5 -  a>Dn +

s  ™

.(соЯУ/ 3  pn ds .к N  rds
+‘Ы  ! р в + 1 т > к \ -

ок о
Параметр г) определяется из дисперсионного 
уравнения

v(T)) = 0 (3.9)

(здесь v  -  функция Эйри, экспоненциально убы­
вающая на +°°) и является вещественным. При 
N >  1 волны (3.8) распространяются вдоль грани­
цы без затухания. При N <  1 зависимость от п ста­
новится осциллирующей, что отвечает уходящим 
от границы волнам. При этом появляется затуха­
ние, характеризуемое множителем

(ЗЛО)

СЛУЧАЙ АСИМПТОТИЧЕСКИ  
МАЛОГО КОНТРАСТА

Формулы (3.7) и (3.8) справедливы для D  = 
= 0(1). Они остаются справедливыми также для 
меньших значений D, если D > О(ог1/3). Для D  = 
= О(ог1/3) асимптотический характер разложений
(3.7) и (3.8) теряется, поскольку последние два 
слагаемых в показателях экспоненты становятся 
одного порядка. Такого же порядка оказываются 
и все дальнейшие, не приведенные в формулах, 
члены.

Для того, чтобы получить асимптотику волн, 
сосредоточенных около криволинейной границы 
сред с мало отличающимися параметрами, введем 
коэффициент 5, так что D 2 = (0_2/3 8 , и будем счи­
тать 5 = 0 (  1). Тогда растяжение нормали в £2, и в
Q.2 должно быть произведено с одинаковыми по­
казателями q = 2/3, и формулы (2.2) и (2.4) стано­
вятся похожими.

Рассмотрим формальное разложение (2.2). В
рекуррентная система уравнений остается та­

кой же как в случае D  = 0 (  1) для волн первого ти­
па. Приравнивая члены при одинаковых степенях 
со в уравнении Гельмгольца в С12, несложно полу­
чить рекуррентную систему

(i£o + 6 )t/0 = 0» (i£o + S) f/1 + i£ i U q = 0,
В старшем порядке решение дается функцией 

Эйри, удовлетворяющей условиям излучения при
V! --- -

/ 0 \ 2 /3
U0 = B0v & - d - v ) ,  = 5. (4.1)

Используя граничные условия для поля ич на­
ходим

в  _  А

"  A° v ( E - d ) ’
’  (4.2)

wi(£) _  1  v ( % - d )
v v i ( ^ )  к  v ( i - d ) '

Чтобы найти зависимость амплитуды А0 от 
длины дуги 5 , так же как и в случае D  = 0(1), надо 
рассмотреть уравнения в следующем порядке и 
выписать условия их разрешимости. Подставляя
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(3.4) и (4.1) в уравнение для Ub домножая на ре­
шение

W(v)  =
W i(^ -v ) , v > О,

..  w i(£) v C ^ - d - v ) ,  v < 0

сопряженной задачи и интегрируя, найдем усло­
вие разрешимости в виде дифференциального 
уравнения для А0 [2]

П р '  \ К  1 Q \ aМ б р +2* + 2й > 0 = °-
Здесь введена функция

Q = (( 1 -  К)§ + K ^w fa) + к

Окончательно асимптотика волн, сосредоточен­
ных вблизи границы, имеет в старшем порядке 
следующий вид (п > 0 )

и = А0(0)ехр<

х  R
т  « - « - * > •

(4.3)

Параметр  ̂ в асимптотике (4.3) определяется из 
дисперсионного уравнения (4.2) и является функ­
цией точки на границе S.

Аналогичным образом можно построить ф ор­
мальное асимптотическое разложение по параме­
тру со = соМ В старшем порядке для п > 0 получим

и = С0 (0)ехр /CDS + /
0

(4-4>

P ( s , a )  = (л (1 - к )  +  ^)н ^(л + Ю  +

+ (к- ' -  1 )у^(л +d) ,  d = N ^ nd.

Параметр Г| определяется из дисперсионного 
уравнения

wi0l + ^ )  = 1 у (л ) 
w t( r \ +d )  К^(Л)'

(4.5)

Отметим, что разложение (4.3) переходит в^  Л*
(4.4) при замене со на со, на Т) + ^ и с/ на d  .В  слу­
чае асимптотически малого контраста такие за­
мены приводят к различию формул в членах по­
рядка 0 (со-1/3).

Можно проверить, что формулы (4.2) и (4.3) 
дают равномерную по d  асимптотику волн перво­
го типа, а формулы (4.5) и (4.4) равномерны для 
волн второго типа. Действительно, пусть D = 
= 0(1). Тогда параметр d  становится большим, и 
функции Эйри в дисперсионном уравнении (4.2) 
могут быть заменены асимптотиками. Полагая 
£ = 0(1) и заменяя в (4.2) функцию Эйри v(£ -  d) 
ее асимптотикой, приходим к уравнению

K ^ d w i ^  +  i w ^ - O ,

откуда находим

s  = s ° - • • • 9

где -  корень уравнения (3.6). Легко убедиться, 
что показатели экспонент в (4.3) и (3.7) при этом 
совпадают. Кроме того, величина Q асимптотиче­
ски переходит в кdw]  (%°) и перестает зависеть от
s. Таким образом, формула (4.3) при больших d  и 
q = 0(1) переходит в асимптотику (3.7).

Обратимся теперь к асимптотике (4.4). Пола­
гая в (4.5) Г) = 0(1) и заменяя асимптотикой функ­
цию Эйри w{(r\ + d ), приходим к уравнению

v ( ti) - k v (ti) =  0,

откуда

л = Л° + Л  + ...,
J d

где г\° -  корень уравнения (3.9). Функция P(s, а) 
может быть представлена в виде

Р ~ -wj(T| + d).

Кроме того,

w { ( r \  + d - v ) / w 1(t) + d ) ~

~ e x p ( - J d v )  = exp(-coDn).

Таким образом, асимптотика (4.4) переходит в
(3.8) с

А 0(0)  = C0(0 )w {(~d(0) + 4 ).

ВОЗБУЖДЕНИЕ ВОЛН 
ПАДАЮЩИМ ПОЛЕМ

Рассмотрим процесс возбуждения волн, изу­
ченных в предыдущих параграфах. Очевидно, что 
волны первого типа зарождаются в зоне Фока в 
окрестности точки падения касательного луча на 
границу S. Помимо нормали растяжению под-
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вергнем и координату s и будем искать решение в 
виде

и = e x p ( i (o s )^ 0 ,(c , v)co

_  ,Л/3«-1/3 -2Яa  = со 2  Ро s.

-Р з
(5.1)

Здесь р0  -  радиус кривизны геодезической на 5 в 
точке границы свет-тень.

Подставим представление (5.1) в уравнение 
Гельмгольца и приравняем члены при одинако­
вых степенях большого параметра со. В старшем 
порядке получим параболическое уравнение, к 
которому применим преобразование Фурье. В ре-

А

зультате трансформанта Фурье t/0 (4* v, а) в Й, 
запишется в виде

и0 = A0(£ ,a )w j(S -v ), v > 0.

Падающее поле в рассматриваемой малой окре­
стности границы свет-тень имеет в старшем по­
рядке вид плоской волны с некоторой амплиту­
дой А(а). Его преобразование Фурье, как извест­
но [4], следующее:

A ( a ) - ^ v ( £ - v ) ,  v > 0.
7 л

Рассмотрим случай существенного контраста 
D = 0(1). Найдем

и 0 = 5 0( t  а )е -iDian п <  0 .

Амплитуды А0 и В0 находятся из граничных ус­
ловий (2.1). В старшем порядке акустическое по-

А  А

ле не проникает в £22< Bq = 0* Для формула 
оказывается такой ж е, как и в случае акустически 
мягкой границы [4]:

г _  А (а ) v (£)Ап =

что приводит к следующей асимптотике поля в
Я,:

4-00
и ~ А (сс)^к>5

л
(5.2)

Интеграл в (5.2) может быть вычислен по вы­
четам. Для асимптотически больших значений 
координаты а  наибольший вклад дает вычет в 
ближайшем к вещественной оси полюсе. Этот 
вклад сшивается с асимптотикой (4.2) первой вол­
ны. Сравнивая амплитуды, найдем коэффициент 
возбуждения

А0 (0, а ) = -2А(а)л/лг'у(^°)/н'1(^°). (5.3)

Здесь -  корень дисперсионного уравнения (3.6).

Перейдем к случаю асимпотически малого 
контраста, D  = 0 (о г1/3). Используя выражение 
(5.1), аналогично предыдущему, получим

A0( t  a )  =

_  A (a ) k v (3 ; -</ ) v ( E ) - v ( 4 - < O v ( | )  (5 -4 >
7 л k v (£ -< /)w, ( $ ) - v ( 5 -d )w ,($ ) '

Вычисляя вычеты в нулях знаменателя (5.4), ко­
торые совпадают с решениями дисперсионного 
уравнения (4.2), и производя сшивание с асимпто­
тикой (4.3), найдем коэффициенты возбуждения 
волн

А 0( 0 , а )  =  А ( а ) 2 7 л /
Q (0 , а )

(5.5)

Формула (5.5) справедлива для волн, представ­
ленных как разложением (4.3), так и разложени­
ем (4.4). Несложно проверить, что при увеличе­
нии 5 для волн первого типа она переходит в (5.3).

Чтобы найти коэффициенты возбуждения 
волн второго типа, описываемых формулой (3.8), 
произведем в (5.5) замены, указанные в конце § 4,

С0 (0) = A ( a ) 2 ^ Wl(n + Ar4/3£/),

а затем произведем асимптотический переход к 
D = 0(1). Заменяя функцию Эйри wx асимптоти­
кой, для случая N  > 1 получаем экспоненциально 
малую амплитуду •

г  2  7 л/к J  2  з V r i 0  ,7 )
С ~ ' х 57Г рГ з х  - X l 1  KJ

*  •

Для случая N  < 1 получаем

„  2  7 л/к  
С ------ гтг- ехр.3/2 ^ - | у 3 _ |Т Л° - / к - / ^ ,

- N 2
U J  д/2/з ■

(5.6)

(5.7)

Таким образом, в случае существенного контрас­
та, волны первого типа достаточно хорошо воз­
буждаются падающим полем, но быстро затуха­
ют. Волны второго типа при N  > 1 возбуждаются 
экспоненциально слабо, но далее распространя­
ются практически без затухания. Для N  < 1 коэф­
фициент возбуждения волн второго типа оказы­
вается порядка 0 (ог1/2), но при распространении 
вдоль границы такие волны имеют затухание, оп­
ределяемое множителем (3.10).

Асимптотики (5.6) и (5.7) справедливы приЛ^= 1, 
когда точки падения касательного луча и луча,
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Р и с. 1. Геометрическая трактовка асимптотики (5.7).

член в показателе экспоненты в (5.7) дает - -  /У3 ~

2

«  - / С О -  р072  8 3/2 *  /С 0 (Т 2  -  T j ) .

2

Асимптотика (5.6) также допускает геометри­
ческое истолкование. Старший член в ее экспо­
ненте отвечает туннелированию волны, распро­
страняющейся по лучу, отстоящему от границы S 
на расстоянии (N  -  1)р0  (см. рис. 2). Рассмотрим 
волну, бегущую в ft 2 с угловым фактором 
/соАр0\|/ = i(oNs. Заметим, что такая волна в стар­
шем порядке зависит от радиуса г по закону

V(r) = exp ±со N

В' в

Р и с. 2. Геометрическая трактовка асимптотики (5.6).

падающего на 5  под углом полного внутреннего 
отражения, близки. Асимптотика (5.7) согласует­
ся с результатами [3]. При этом фазовый множи­
тель в старшем по со порядке отвечает разности

фаз волн, пробегающих отрезок А’А и дугу В А  в 
области £22  (см. рис. 1). Действительно, полагая

N =  1 +со, найдем т, =|АА| = p0 sin\y= р0 л/2Ё(1 -г /4 ),

т2 = N\BA  | = Ар0\|/ = р0 Л/2ё(1  -  11е/12). Старший

Теперь мысленно продолжим эту волну за грани­
цу S. При г  = рqN  фактор, определяющий зависи­
мость от угла \д, совпадет с фазовым множителем 
волны, бегущей в 0.г по лучу В'В. При этом

V(p0N)  = ±ш(л/1 -  А^ 2  -  arccos(Ar I )) =

что совпадает с половиной показателя экспонен­
ты в (5.6). Таким образом, экспоненциальный 
множитель в (5.6) описывает туннелирование 
акустической волны из точки В  в точку А и анало­
гичное туннелирование волны шепчущей галереи 
из области С12 в область С1г.

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ФОРМУЛ 
ДЛЯ МАЛОГО КОНТРАСТА

Для малых значений контраста при 8  = 0 (  1) не­
обходим численный анализ дисперсионных урав-

Im§

Р и с. 3. Мнимые части решений ̂  дисперсионного уравнения (4.2) в зависимости от параметра d.
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iq

Рис. 4. Модули коэффициентов возбуждения в зависимости от d.

нений и формул для коэффициентов возбужде­
ния волн. Ограничимся ситуацией с равными 
плотностями сред, к = 1. Дисперсионное уравне­
ние (4.2) имеет бесконечное множество решений. 
При увеличении параметра как было указано в 
§ 4, корни дисперсионного уравнения группиру­
ются в две полубесконечные последовательнос­
ти. Одна, отвечающая волнам первого типа, стре­
мится к нулям функции Эйри и»!, лежащим на лу­
че arg(^) = Ti/З. Пронумеруем эти корни числами 
- I ,  -2 , -3 , ... Другая серия корней (4.2) отвечает 
волнам второго типа и при d  — ► ±«> стремится к 
нулям функции v, лежащим на отрицательной 
полуоси ц. Пронумеруем эти корни числами 1, 2, 
3, ... Мнимые части решений дисперсионного 
уравнения характеризуют затухание волн и пред­
ставляют наибольший интерес. Эволюция Im^ 
при уменьшении параметра d  представлена для 
решений £_2, £_1э и £ 3 на Рис- 3 -

Коэффициенты возбуждения волн представ­
лены на рис. 4. Для волн первого типа коэффици­
енты возбуждения почти не зависят от контраста. 
При малых положительных значениях параметра 
d  коэффициенты возбуждения волн второго типа 
оказываются больше коэффициентов возбужде­
ния волн первого типа. При увеличении d  наблю­
даются характерные максимумы, а затем проис­
ходит экспоненциальный спад, согласующийся с

эффектом туннелирования, описываемым фор­
мулой (5.6). Одновременно с этим уменьшаются и 
мнимые части показателя Г), т.е. уменьшается за­
тухание волн. Для отрицательных d  коэффициен­
ты возбуждения волн второго типа убывают при 
увеличении контраста степенным образом, что 
согласуется с (5.7).

Настоящая работа поддержана грантом РФФИ 
02-02-16560.
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Waves Concentrated Near Weak-Contrast Boundaries
I. V. Andronov

Excitation and propagation of acoustic waves along curvilinear boundaries between two media are investigated. 
Formal high-frequency asymptotic expressions practicable for approximate calculations in the case of media 
with slightly different velocities are derived. Dispersion equations and wave excitation coefficients at weak- 
contrast boundaries are investigated numerically.
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