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Методом возмущении исследованы процессы нелинейного распространения первоначально гармо­
нической акустической волны в микронеоднородных средах, содержащих дефекты, обладающие 
квадратичной гистерезисной нелинейностью и релаксацией; определены частотные зависимости 
эффективных параметров нелинейности для процессов самовоздействия квазигармоиической вол­
ны и генерации ее высших гармоник.

ВВЕДЕНИЕ

Гистерезисные уравнения состояния использу­
ются для объяснения явления амплитудно-зави­
симого внутреннего трения (АЗВТ) обычно в 
твердотельных материалах с несовершенной уп­
ругостью. В работах [1-7] были предложены и 
получены различные виды безынерционных гис­
терезисных уравнений, т.е. зависимостей вида с  =
= о(е, s ign s), (а  -  напряжение, г -  деформация), 
описывающих деформирование таких материа­
лов на относительно низких частотах. Безынер- 
ционность этих уравнений отвечает тому, что на­
пряжение о  в данной точке среды в момент вре­
мени / определяется деформацией г и знаком 
скорости деформации г в этой же точке в этот же 
момент времени. Для сред с безынерционной не­
линейностью эффективные параметры нелиней­
ности (вообще говоря, различные для различных 
волновых процессов) являются постоянными, не 
зависящими от частот взаимодействующих акус­
тических волн. Результаты экспериментальных 
исследований эффектов АЗВТ (нелинейных по­
терь, сдвига резонансных частот и генерации выс­
ших гармоник) свидетельствуют о том, что пара­
метры нелинейности некоторых поликристалли- 
ческих металлов и горных пород зависят от 
частоты. В работах [8, 9] для объяснения таких 
закономерностей была предложена и исследова­
на реологическая модель микронеоднородной 
среды -  одномерной цепочки жестких линейных 
упругих элементов и относительно мягких нели­
нейных вязко-упругих (релаксационных) дефек­
тов. В этих работах рассматривались трехволно­
вые процессы в средах, содержащих дефекты с 
квадратичной упругой нелинейностью, и было 
показано, что, в результате нелинейной релакса­
ции дефектов на частотах первичных и нелиней­

но-генерируемых волн, параметры квадратичной 
нелинейности микронеоднородных сред стано­
вятся частотно-зависимыми, т.е. такие среды об­
ладают дисперсией упругой нелинейности. Ко­
нечно, одна только реология не может в полной 
мере вскрыть физическую природу этого явления 
-  его механизмы для различных сред могут быть 
также различными, однако предложенная реоло­
гическая модель адекватно описывает поведение 
линейных и нелинейных акустических свойств 
широкого класса микронеоднородных сред (в ча­
стности, поликристаллических металлов и гор­
ных пород), и позволяет, по-существу, качествен­
но понять и объяснить результаты эксперимен­
тальных исследований нелинейных эффектов 
(НЭ) в подобных средах. Для каждой такой среды 
проявление амплитудно-частотных зависимостей 
НЭ сугубо индивидуально, поэтому, наряду с не­
линейными, релаксационные свойства микроне­
однородных сред также могут быть использова­
ны для их классификации и диагностики.

В настоящей работе проведен теоретический 
анализ НЭ, возникающих при распространении 
первоначально гармонической акустической вол­
ны в микронеоднородных средах, содержащих де­
фекты с квадратичной гистерезисной нелинейно­
стью и релаксацией; определены частотные зави­
симости эффективных параметров нелинейности 
для процессов самовоздействия волны и генера­
ции ее высших гармоник.

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ 
МИКРОНЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ 

С КВАДРАТИЧНОЙ ГИСТЕРЕЗИСНОЙ  
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ И РЕЛАКСАЦИЕЙ

Как и в работах |8, 9J, рассмотрим реологичес­
кую модель среды, состоящей из одномерной цс-
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почки линейных упругих элементов и относи­
тельно мягких нелинейных вязко-упругих дефек­
тов, для которых зависимость “напряжение а  -  
деформация является гистерезисной:

sign^, 4) = £ £ [£ -/(£ , sign4)]+ri4, (1)

/ ($ .  sign 4) =

Y.s:> 4 > 0 , 4 > 0 ;

_ 1 -У 2 ^  + (Y. + Уг)Ъ&> 4 > ° -  4 < 0 ; (2)

~ 2 $ < 0 ,  4 < 0 ;

Y 4 ^ 2 +  (У з  +  Y J ^ m t  ^ < 0 ,  4 > 0 ,

где Е' -  модуль упругости жестких элементов, £ -  
относительная упругость дефекта по сравнению с
упругостью линейных жестких элементов (£ 1),

•
р -  коэффициент вязкости, qw и q -  амплитуда и 
скорость деформации, у,^ -  параметры гистере­
зисной нелинейности, |у1в*|2;т 1, |yw | 1. Здесь,
для определенности, рассматриваются дефекты, 
описываемые квадратичным упругим гистерези­
сом [10] (или гистерезисом отрыва |3|), однако 
полученные ниже выражения для коэффициен­
тов нелинейности Л;,(со) и Вр(со) будут справедли­
выми и для дефектов с неупругим, но также квад­
ратичным, гистерезисом [10] (или гистерезисом 
трения [3]).

При малой концентрации дефектов уравнение 
состояния микронсоднородной среды имеет вид
[8,9]:

Уравнение состояния (3) является релаксаци­
онным и содержит линейное и нелинейное релак­
сационные слагаемые. Линейная и нелинейная 
релаксация такой среды обусловлены релаксаци­
ей дефектов, причем нелинейная релаксация про­
является дважды: первый раз за счет линейной, 
поскольку нелинейная функция в уравнении (3) 
определяется линейным откликом дефектов, и, 
второй раз. релаксацией самой нелинейной функ­
ции. В низкочастотном приближении, т.е. при 
со/W  <  1, со -  частота акустической волны, уравне­
ние (3) сводится к простому, безинерционному 
уравнению:

Распространение квазигармонической волны в 
среде с безинерционной гистерезисной нелиней­
ностью (2) исследовалось в работах [10, 11].

НЕЛИНЕЙНОЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ 
КВАЗИГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

Зададим граничное условие в виде: £(х = 0, /) = 
= £0sinco/, и рассмотрим НЭ, возникающие при 
распространении продольной (вдоль оси х) акус­
тической волны в такой среде. Подставляя урав­
нение состояния (3) в уравнение движения (рUtl = 
= о л, где г = Ux> U -  смещение, р -  плотность) и 
решая его методом возмущений, получим выра­
жения для волны (в виде ряда Фурье) и для нели­
нейных декремента затухания 5(е,) и изменения 
скорости распространения ДС(£,)/С волны на ос­
новной частоте со:

а (е )  = Е

о о

-JJ /? (e)iV (^  W)d^dW
0 0

( 3 )

sign/?(e))]jV(£, W)d(3dW0 0
Ж е ) ,  s ig n / j ( e ) ) ] N ( i ; ,  w)d(3d\v

0 0
oo 1

JJtf(£)/V(C W )d^dW
0 0

«  lei,

где /?(£) = у  J' £ {x)e~m ~x)dx, W = t,E/x\ -  релакса-

ционная частота дефекта, N  = /V(C, W) -  функция 
распределения дефектов по параметрам £ и W.

£(л-,Г) =  ^  £ , ,( -v )  S in  ( (Лр1 -  крх  -  Ф,,(л) ],
р  =  1

X £p(*> ^ £ |(х )’
р  =  2

£|(-0
£„ехр | —/Ул [А | л* 1 

I + т ± £0[ 1 - е х р М , ,  ,*,*)]

ф|(-*) = Bi.\k\х-

1 +

£р{ х )  = Ja:p + В 2рЕ%крх ,

cp,,(.v) = p<p,(-t) -  рВ , pk tx  + arctgCBpMp), (8)

| ф /, ( л - ) - / я р | ( л - ) |  < =  л .
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8(£,) = А,(со)е,(л),
АС(е,)

с = Д ,(to)e,(.v), (9)
А,.„(СО) == f

Р М р Ж  + УГ)
0 0 

1
В,.гш  -  | |  J m t Z L  d V w,

JJ2^(p'co-+ W‘ )
0 0

( 10)

X
A,(C0)Д,(со) - J b

W(£, VV)

JoC Il +«0/W )2]s/:

«I

1̂
[1 — (co/W) ] ±  2

a
W W )

0 1 )

d$dW ,

Ap( со)
S„(co)

= Ju:p + b; J | N & , W) X
ooCI 1 + ((0 / W)2 J[ 1 + (pco/lV)2] 1/2 (12)

cos[pT  + arc tg (V «P)] № и /
sin[p4/ + arctg(/yap)|

где: со,, = pco, kp = со,/С, С = (£/p)1/2, 'F 
= 2arctg(co /ИД,

hiik в микронеоднородной среде, становятся час­
тотно-зависимыми (причем их знаки могут быть 
любыми), а, во-вторых, каждый из этих коэффи­
циентов является линейной комбинацией коэф­
фициентов ар и Ьр. И з выражений (8), (12) видно, 
что при возбуждении в микронеоднородной среде 
с гистерезисной нелинейностью и релаксацией 
гармонической волны на частоте со в ней возника­
ют волны на частотах рсо, при этом амплитуда 
каждой высшей гармоники одинаково (квадра­
тично) зависит от амплитуды исходной волны, 
пройденного расстояния и пропорциональна эф ­
фективному параметру нелинейности Dp(со) =

= л//\“(со) + Я,,(со), зависящему от частоты со ис­
ходной волны и номера гармоники р:

D M = J o T -р + ьр х

х я
N ( ^  W)

",C 2U + (co/W)2j[ 1 + (p m /W )2]m
d^dW .

(14)

В квазистатическом приближении, когда со/W — *■ 0, 
выражения (7)-( 12), (14) упрощаются и переходят 
в выражения для среды с безынерционной (т.е. 
частотно-независимой) гистерезисной нелиней­
ностью [10, 11], при этом коэффициенты нели­
нейности Ар(0) и Вр(0) определяются коэффици­
ентами ар и Ьр (раздельно) и концентрацией де­
фектов:

124 7Г( у , + у ,  + Уз + у4)> 0 ,
f^(Y. + У 2 + Уз + У а) + g~(Yi -  У2 + Уз -  УЛ

«2 = з^(У 1 + У2-Уз-У4).
(13)

ь ~ =  у^(У1+У 2-Уз-У 4)  + ^ ( У . - У 2 -Уз  + У4),

2
Ар((о)Е\(х) и ^(co)£,(.v) -  коэффициенты ряда
Фурье от нелинейной функций уравнения состо­
яния (3). (Выражения для коэффициентов ар и Ьр 
для сред с упругим и неупругим гистерезисами 
приведены в работе [11].)

Из выражений (7)—(12) следует, что релакса­
ция гистерезисных дефектов приводит к тому, 
что, во-первых, коэффициенты Л;,(со) и Вр(со), оп­
ределяющие нелинейные потери, изменение ско­
рости волны, амплитуды и фазы высших гармо-

Определим теперь параметр г  = Ксо), равный 
отношению декремента затухания 5(£j) к относи­
тельному изменению скорости волны AC(£,)/C; 
этот не зависящий от амплитуды волны безраз­
мерный параметр является важной характеристи­
кой АЗВТ [1-3, 5]:

/•(со) = A M
в м '

(16)

Очевидно, что в области низких частот (со W*, 
W* -  эффективная частота релаксации дефектов) 
г(0) = r0 = ax/b { = const, а при со > W* -  параметр 
/Хсо) может, вообще говоря, быть любым: его зна­
чение (и знак) определяются частотой волны со и 
функцией распределения дефектов N = /V(£, W). 
Далее, с целью упрощения расчетов, мы рассмот­
рим различные распределения дефектов по ре­
лаксационным частотам IV. полагая, что £ = const.
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ЧАСТОТНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ  
НЕЛИНЕЙНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ДЛЯ СРЕДЫ С ОДИНАКОВЫМИ  
И РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ДЕФЕКТАМИ

Наиболее простые выражения для коэффици­
ентов Др(со), Вр{со) и параметра /-(со) получаются 
при монодисперсном распределении дефектов по 
релаксационным частотам: N(\V) = А'05( W  -  W0). 
Так, например, выражение для r(co/W0) имеет вид:

/•( со/ W0)
/-0(1-(со/УУ„Г) + 2(со/УУ„) 

1 -  (co/VV,,)2 -  2r0(co/VV0)
(17)

Из выражения (11) следует, что (при г0 > 0) ко­
эффициенты A {(w) и В ,(н) положительны в час-

тотных диапазонах сo/W0 < р, = /*0 + (1 + г0~ )ш  и

co/VVq < р2 = —/*0 + (1 + /'Г,)10 < Р |, соответственно, 
так что параметр t\u>/W0) -  положительный на 
низких (со/W0 < р2) и высоких (со/VV0 > р,) частотах, 
в диапазоне р2 < co/VV0 < р, является отрицатель­
ным. На рис. 1а, б, в приведены зависимости ко­
эффициентов Л рсо/И^/ЯрО) (а), Ярсо/И^ЯрО) (б), 
и параметра r(co/W0) (в) от отношения co/VVq, по­
строенные для среды, содержащей одинаковые 
дефекты, при различных значениях параметра /*0. 
Из этих рисунков видно, что в низкочастотном 
диапазоне (со WQ) -  Л,(со/1Уо)/в,(0) = г0, 

I(со/VVq)^ ,(0) = 1, в высокочастотном (со W0) -  
эти коэффициенты стремятся к нулю (как со-3), в 
области средних частот (со * W0) коэффициент 
/ipco/lVoVS^O) несколько превышает значение г0, 
а /У|(со/VV'q)//?,(0) -  уменьшается до нуля и меняет 
знак. Соответственно ведет себя и параметр 
/Xco/Wq): на низких и высоких частотах Kco/VV',,) = /*0, 
а на средних -  его значение и знак изменяются.

На рис. 2а, б, в приведены зависимости коэф­
фициентов ДрсоЛ^уярО) (а), йрсо/И^уврО) (б) и 
параметра /-(со/И7,) (в) от отношения со/И7,. постро­
енные для среды с распределенными по релакса­
ционным частотам дефектами (при r0 = I):

N( W)  =
N ,о

\n (W J W ,)W '
U7, < (18)

(При таком распределении дефектов по релакса­
ционным частотам среда обладает частотно-не-

Рнс. L. Частотные зависимости коэффициентов 
Л^оУН'оУвцО) (a), tf|((o/VVo)/#,(0 ) (б) и параметра 
/Ч0 )/W0) (в) для среды, содержащей одинаковые де­
фекты, при различных значениях /*0: /  -  г0  = 0.5: 2 -  
'о= 1:5- /-0 = 2.

Ai/ZMO)
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л х/в{{ 0 ) г2

соДР

Рис. 3. Частотные зависимости коэффициента 
Г2 (о)/И̂ ,) для сред с одинаковыми (0) и распределен­
ными (7-3) дефектами: I -  \\\  = 102  с"1; W2 = 103  с"1; 
2 -  IV, = 102  с’ 1; W2  = 104  с"1; 3 -  VV, = 102  с"1; W2 = 105  с"1.

зависимым линейным декрементом в диапазоне 
VP, < со < W2.) В этом случае частотные зависимо­
сти коэффициентов Л,(со/И^)/В,(0), B^to/W ^/B^O) 
и параметра Ксо/VP,), в основном, качественно 
совпадают с изображенными на рис. 1.

На рис. 3 приведены зависимости нормирован­
ного квадратичного коэффициента нелинейнос­

ти Г2((о/1Р,) =
Р 2(со/УР,) 

0 2( 0)
от со/VP,, построенные для

сред с одинаковыми ( VP0 = VP,) и распределенными 
по закону (18) дефектами. В области низких час­
тот этот коэффициент равен 1, а при увеличении 
частоты он уменьшается и стремится к нулю, при­
чем с увеличением верхнего предела VP: функции 
распределения (18) наблюдается более медленное 
уменьшение этого коэффициента, что связано с 
увеличением эффективной частоты релаксации 
IP*. Аналогичные частотные зависимости имеют

Рис. 2. Частотные зависимости коэффициентов 
Д,((оДР,)/В,(0 ) (а). /7,(со/VV,)//?,(()) (б) и параметра 
/-((D/IV,) (в) при гq = 1 для сред с различными распреде­
лениями дефектов по релаксационным частотам: 1 -  
IV, = 102  с-1; VV2  = 10? с"1; 2 -  IV, = 102  с '1; VV2  = 10J с"1;
3 -  IV, = 102  с"'; W2  = К) 5  с”1.
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место и для других коэффициентов нелинейности метров этого уравнения и функции распределе­
ния дефектов но релаксационным частотам и уп­
ругостям.

Работа выполнена при поддержке РФФИ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе, в рамках реологической 
модели микронеоднородной среды, содержащей 
вязко-упругие дефекты с гистерезисной квадра­
тичной нелинейностью, исследованы эффекты  
самовоздействия первоначально гармонической 
волны и генерации ее высших гармоник. Получе­
ны аналитические выражения для нелинейных 
коэффициентов Л;,(со) и Вр(со), ответственных за 
эти процессы, и показано, что. в отличие от среды 
с такой же гистерезисной нелинейностью, но без 
релаксации, когда нелинейность среды не зависит 
от частоты акустического воздействия, гистере­
зисная нелинейность микронеоднородной среды с 
релаксацией является частотно-зависимой, при­
чем с ростом частоты акустической волны эф ­
фективные параметры нелинейности такой сре­
ды асимптотически стремятся к нулю. Несмотря 
на то. что в статье рассмотрен вполне определен­
ный класс сред, описываемых квадратичным уп­
ругим гистерезисом, полученные выражения для 
коэффициентов нелинейности А;,(со) и Вр(со) спра­
ведливы и для сред с гистерезисом неупругим, но 
также квадратичным [10], поскольку зависимос­
ти НЭ от амплитуды волны определяются сте­
пенью нелинейности уравнения состояния одного 
дефекта (для обоих гистерезисов эти степени рав­
ны 2), а зависимости от частоты волны -  функци­
ей распределения дефектов но релаксационным 
частотам (и упругостям).

Авторы надеются, что проведенное исследова­
ние и основанный на нем анализ установленных в 
эксперименте амплитудно-частотных зависимос­
тей различных НЭ, возникающих при распростра­
нении и взаимодействии упругих волн в какой- 
либо микронеоднородной релаксирующей среде, 
показывают возможность определения общего 
вида ее нелинейного уравнения состояния, пара-

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Давиденков Н.Н. О рассеянии энергии при вибра­

циях // ЖТФ. 1938. Т. 8. № 6. С. 483-499.
2. Granato A.V., Lucke K.J. Theory of mechanical dam- 

pins due to dislocations // J. Appl. Phys. 1956. V. 27. 
№ 6. P. 583-593.

3. Asano S. Theory of nonlinear damping due dislocation 
hysteresis // J. Phys. Soc. Jap. 1970. VA29. № 4. P. 952- 
963.

4. Nazarov V.E., Ostrovsky LA., Soustova LA., Sutin AM. 
Nonlinear acoustics of micro-inhomogeneous media // 
Physics of the Earth and Planetary Interiors. 1988. V. 50. 
№ 1. P. 65-73.

5. Лебедев А.Б. Амплитудно-зависимый дефект мо­
дуля упругости в основных моделях дислокацион­
ного гистерезиса // ФТТ. 1999. Т. 41. № 7. С. 1214- 
1221.

6. Gusev V., Lauriks W., Thoen J. Dispersion of nonli- 
nearty, nonlinear dispersion, and absorbtion of sound in 
micro-inhomogeneous materials/ / JASA. 1998. V. 103. 
№6. P. 3216-3226.

7. Guyer R.A., Johnson P.A. Nonlinear mesoscopic elasti­
city: evidence for a new class materials // Physics Today. 
1999. №4. P. 30-36.

8. Nazarov V.E., Zaitsev V.Yu., Beliaeva I.Yu. The equation 
of state of microinhomogeneous media and the frequen­
cy dependence of their elastic nonlinearity // Acoust. 
Lett. 1999. V. 22. № 12. P. 236-241.

9. Nazarov V.E., Zaitsev V.Yu., Beliaeva I.Yu. Nonlinear 
transformation of acoustic waves in microinhomoge­
neous media with relaxation // Acta Acustica. Acustica. 
2002. V. 88. № 1. P. 40-49.

10. Назаров B.E., Сутин A M . Генерация гармоник 
при распространении упругих волн в твердых не­
линейных средах // A k v c t . журн. 1989. Т. 35. № 4. 
С. 711-716.

11. Назаров В.Е., Радостин А.В., Островский Л.А., 
Соустова И.А. Нелинейные волновые процессы в 
средах с гистерезисной нелинейностью. Часть I // 
Акуст. журн. 2003. Т. 49. № 3. С. 405—415.

Wave Processes in Microinhomogeneous Elastic Media 
with Hysteretic Nonlinearity and Relaxation
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Abstract—The nonlinear propagation of an initially harmonic acoustic wave in a microinhomogeneous medi­
um containing defects with quadratic hysteretic nonlinearity and relaxation is studied by the perturbation meth­
od. The frequency dependences of the effective nonlinearity parameters are determined for the self-action of 
the quasi-harmonic acoustic wave and the higher harmonic generation processes.
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