
АКУСТИЧЕСКИМ ЖУРНАЛ, 2007. том 53. № 3. с. 386-399

УДК 534.26

ПРИМЕНЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ДЛЯ АНАЛИЗА РАССЕЯНИЯ ЗВУКА 

НА СЛУЧАЙНЫХ ВНУТРЕННИХ ВОЛНАХ ОКЕАНА
© 2007 г. А. К. Морозов, Д. А. Колоси

Woods Hole Oceanographic Institution, Woods Hole, MA, 02543 USA 
E-mail: amorozov@whoi.edu, jcolosi@whoi.edu 

Поступила в редакцию 22.11.06 г.

Рассматривается рассеяние узконаправленного слабо расходящегося звукового пучка на случайных 
неоднородностях флуктуирующего океана в приближении метода связанных акустических мод. 
Случайный коэффициент рефракции звука определяется в виде разложения по модам внутренних 
волн с энергетическим спектром Гаррета-Манка, и'задача решается с помощью стохастических 
дифференциальных уравнений для статистических моментов первого и второю порядка. Уравне­
ния определяются в соответствии с методом кумулянтных разложений. Существование узконаправ­
ленных слабо расходящихся пучков звуковых лучей при дальнем распространении звука было од­
ним из последних отрытий Л.М. Бреховских. которому он придавал большое значение. Концентра­
ция звука в виде узких пучков вдали от оси подводного звукового канала была замечена 
экспериментально и получила объяснение в работах Бреховских и его учеников Гончарова, Курте - 
пова. Петухова. В работе рассчитывается интенсивность рассеянного поля звукового пучка для раз­
личных частот и глубин источника. Получены аналитические выражения для коэффициентов диф­
ференциального уравнения. Анализируется обмен энергией между акустическими модами в процес­
се дальнего распространения слабо расходящегося звукового пучка. Проводится сравнительный 
анализ расчетов, сделанных предлагаемым методом и традиционно используемым методом Монте- 
Карло в приближении параболического уравнения.
PACS: 43.30, 43.30.Вр, 43.30.Ft

1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящается исследованию  
рассеяния слабо расходящегося пучка звуковых 
лучей 11-4] при дальнем распространении в океа­
не через случайное поле внутренних волн.

В соответствии с современными представлени­
ями акустики океана акустическая энергия в оке­
ане рассеивается на флуктуациях скорости звука, 
вызванных в первую очередь наличием внутрен­
них волн. Статистика акустических флуктуаций в 
случайном океане определяет структуру опти­
мальных алгоритмов обработки сигналов и по­
тенциальные характеристики систем измерений. 
Стохастические свойства акустических полей, 
рассеянных внутренними волнами при достиж е­
нии условий насыщения на больших расстояниях, 
изучены недостаточно. В соответствии с совре­
менной лучевой теорией предполагается высокая 
чувствительность траекторий к малым возмущ е­
ниям начальных условий и параметров среды. 
При дальнем распространении этот эф ф ект ведет 
к усложнению акустического поля и в конечном  
итоге к лучевому хаосу. Методы, основанные на 
возмущении звукового поля, распространяюще­
гося вдоль исходных лучевых траекторий, плохо

применимы для расчета звукового поля в таком 
случае. Поэтому приближение параболического 
уравнения и теория связанных мод являются ос­
новным инструментом исследования низкочас­
тотного поля звука на больших расстояниях. 
Группа авторов [5-7] изначально рассматривала 
акустическое поле в приближении параболиче­
ского уравнения, обосновала применимость мар­
ковского приближения и получила дифференци­
альные уравнения для статистических моментов. 
Дозьер и Тапперт [8] предложили статистиче­
скую теорию  распространения звука в океане со 
случайными внутренними волнами на основе раз­
ложения по нормальным модам и стохастичес­
ких дифференциальных уравнений в марковском 
приближении. Эта теория не учитывала межмо­
довые корреляции. В статье [9] были получены 
приближенные аналитические выражения для меж­
модовых корреляций, применимые на не слишком 
больших расстояниях от источника. Марковский 
подход развивался далее в статьях [10-12]. О бзо­
ры по методам анализа статистических моментов 
случайного поля с помощью дифференциальных 
уравнений в марковском приближении можно 
найти в книгах [13. 14]. Поскольку коэффициен-
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ты в модовом разложении акустического поля в 
океане со случайной средой удовлетворяют си­
стеме простых дифференциальных уравнений со 
случайными параметрами, в статистической фи­
зике существует много примеров процессов, соот­
ветствующих такой модели. Такие дифференци­
альные уравнения так же, как и уравнения Лан- 
жевена со случайным аддитивным шумом, 
называются стохастическими, несмотря на то что 
флуктуации в них входят параметрически. Эта 
форма стохастических уравнений в общем случае 
была изучена в ранних работах К ю бо и Ван-Кам- 
пена [15-17] и применительно к рассеянию звука 
в [18]. Эти результаты положены в основу анали­
за, проводимого в настоящей работе.

Целью настоящей работы является обобщ е­
ние теории стохастических дифференциальных 
уравнений для корреляции мод звукового поля на 
случай учета взаимных модовых корреляций и де­
монстрация возможности использования метода 
для моделирования детальной пространственной 
картины интенсивности акустического поля в 
присутствии внутренних волн. Обсуждается соот­
ветствие данного подхода с марковским прибли­
жением, развитым в работах [5-12]. Первона­
чальное акустическое поле берется в виде слабо 
расходящегося пучка как интересный пример для 
такого анализа. Интенсивность рассеянного поля 
рассчитывается для различных частот и глубин 
источника. Получены аналитические выражения 
для коэффициентов дифференциального уравне­
ния. Найден быстрый, вычислительно эффектив­
ный вариант решения уравнения, позволяющий 
значительно увеличить число учитываемых мод.

Статья организована следующим образом. 
Настоящая секция 1 является вступлением. В сек­
ции 2 рассматриваются и сравниваются два 
различных подхода для обоснования ди ф ф ерен­
циальных уравнений для среднего значения рас­
сеянного поля. В секции 3 выводится дифферен­
циальное уравнение для функции корреляции и 
описывается быстрый алгоритм вычислений. 
В секции 4 рассматривается статистическая мо­
дель внутренних волн со спектром Гаррета Манка 
и связь ее параметров с коэффициентами диф ф е­
ренциального уравнения. В секции 5 рассматри­
ваются особенности вычислительного алгорит­
ма. В секции 6 обсуждаются условия генерации 
узкого слабо расходящегося пучка. В секции 7 
представлены результаты компьютерного анали­
за полученных дифференциальных уравнений 
для распространения акустического пучка в при­
сутствии поля внутренних волн и сравнение полу­
ченных результатов с моделированием методом 
Монте-Карло. Секция 8 посвящена итогам и вы­
водам.

2. Д В А  Р А З Н Ы Х  П О ДХО ДА  
К О БО С Н О ВАН И Ю  УРАВНЕН ИЯ  

ДЛЯ М АТЕМ АТИ Ч ЕСКО ГО  ОЖ И ДАН И Я  
М ОДОВЫ Х КОЭФ Ф ИЦИЕНТОВ

Допустим, что скорость звука в океане с(х, z) 
состоит из средней скорости звука профиля с (г), 
зависящего только от координаты глубины z и 
возмущения 8с(х, z), зависящего также и от рас­
стояния по горизонтали х, с(х, z) = с  (л) + 8с(х, z). 
Предполагая, что акустическое давление имеет 
форму р(х, z ) = *F(x, z)exp[/(Ko* -  озг)], можно ис­
пользовать параболическое дифференциальное 
уравнение для волновой функции 4 /(х, z).

-2 /к 0^ р  = -  ^  + ( Ko - K2(x, z) )4C (1)с/х Э г “
где к = со/с(х, г), к() = со/с0, со = 2л/.

Представление волновой функции как разло­
жения по невозмущенным модам ср„Ц) имеет вид:

Л’

44-к.г) = X  (2)
т = 1

где d 2

dz 
= со/ С .

 ̂ + к2 (г) -  к2 Ф„ =  0; m  г) =  У 0(г). к  =

Модовые амплитуды А т(х) удовлетворяют 
системе обыкновенных дифференциальных урав­
нений

ЭЛЭ х п = Х - К с )
V

2к о Ап -  i  X  Р""'л т ( 3 )
т= 1

со стохастической стационарной матрицей свя­
занных мод с коэффициентами

о

тп -

о

Ьс (х , z)
со

Ф»(г)Ф«(г)</г. (4)

где D  -  глубина океана.
После исключения множителей с детермини­

рованными осцилляциями из комплексных ам­
плитуд мод, уравнение принимает вид

ди
Эх

■V

- = X  exP ( - /A^)P m „exP( ik nx )u m.
т = 1

где

и„ = A ne \ p ( - i k nx ) \  кп = к„ -  к„
2 ко

или в матричной форме
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д и
дх

iM U ,

где М  -  квадратная симметричная матрица со слу­
чайными, связанными с флуктуирующей средой 
компонентами,

U  = {tf„} =  {Л„ехр(-г7с„л-)Ь U (x = 0) =  U0,
( 6)

М (х )  = { - e \ p ( - i k mx ) ртп(х ) exp ( i к„х)}.

В том случае, когда матрица М  есть многомер­
ный гауссов процесс, из (5) и (6) строго следует 
уравнение для среднего значения (U). Система сто­
хастических дифференциальных уравнений (5) со 
случайными параметрами М  типична для многих 
процессов статистической физики. Решение стоха­
стических уравнений типа (5) было в общей форме 
рассмотрено в работах Кюбо и Ван-Камиена [15— 
17]. Это решение имеет вид операторной экспо­
ненты с временным упорядочением Со’):

N
х  < ( M ( x i )M (x 2) . . .M ( x m) ) ) d x ld x 2. . .d x m

= exp
X

*1 1 J d'x2 (М  (х \ )М (х 2 ))
о о

Принимая во внимание (7), найдем

dx
(U) = - ^ d x  (M (x)M {x ))dx  х

х  expC -J 'r/.v , J " 1 d x2 (M (xx)M (x2))dx2)U 0 =

= -\ xo(M(x)M(x'))dx(U).

В итоге, после замены переменных получим

d_
dx

(U )  = - \ { M ( x ) M { x - l ) ) d ^ { U ) , (8)
0

U = ехр0

X

i^M {x ')dx '
о

U  о-

т = 0

где £ =  х  — х \

После некоторого переходного процесса инте­
грал стабилизируется и становится не зависимым 
от расстояния со значениями, соответствующими 
бесконечным пределам. Это позволяет получить 
уравнения в окончательном виде:

со

~ { U )  = - \ { M ( x ) M { x - l ) ) d i , { U ) .  (9)
о

X x l хт -  1
' " Я - 1  М (х {) . . .М (х т _, )dxr. . .d xm_,.  

т=0 оо 0

Если случайные процессы М(х) и ( ^ М (x )d x )

являются гауссовыми, то все его кумулянты по­
рядка выше второго равны нулю и кумулянт 
((М (х1)М (х2))) = (М (хх)М{а-2)), где «■» -  оператор  
кумулянта; (•) -  оператор среднего значения. О т­
метим, что компоненты ((M,,(xi)d.x"M(Xj)<Lxj...)) в 
общ ей экспоненциальной форме исчезают для 
всех порядков, где п > 1, когда dx  — *- 0, и можно 
найти простой кумулянтный интеграл для индек­
са экспоненты [ 151:

При выводе (9) мы не использовали предпо­
ложения, что процесс марковский, при этом су­
щественным требованием являлась нормальность 
случайной матрицы М. Дополнительным преиму­
ществом данного подхода является также ф ор ­
мальный учет членов очень высокого порядка.

Другой подход основан на предположении, что 
случайный процесс (U) марковский и не требует, 
чтобы матрица М(х) была гауссовым процессом.

Рассмотрим один шаг дифференциально-раз­
ностной схемы и предположим, что шаг настоль­
ко мал, что рассеяние можно описать в прибли­
жении метода малых возмущений.

Стандартное разложение по возмущению в ви­
де экспоненциального ряда имеет вид:

о
X

U  = exp,, i^ M (x ')d x
о

и»  =

X X X

1 + / j M (x ')d x  -  ^ M (x ')M (x " )d x 'd x "
о о о

+
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Дифференцируя усредненное значение (£/), мы 
можем найти уравнение для каждого шага итера­
тивного процесса, начиная с (U) =  UQ:

X

£ { U )  = - j ( M ( x ) M ( x ') ) d x 'U 0.
о

При марковском приближении мы предпола­
гаем, что на каждом шаге первоначальное сред­
нее значение ((/),•_, не зависит от последующих

А
величин М  (х).

{ U ) i ~ { U) l - '  = -  ]  ( M ( x ) M ( x ) ) d x ' ( U )  =

= - J  { М ( х ) М { х - % ) ) d % { U ) \  % = * - х ”.

О

Далее предположим, что интеграл устойчив, 
когда длина шага Ах  бесконечно возрастает, и 
стремится к пределу. В результате получим раз­
ностное уравнение, аналогичное (8):

со

' =  ( 10)
о

которое можно решать как дифференциальное 
уравнение

оо

‘Ш й  = - j ( M ( x ) M ( x - ^ ) ) d ^ ( U ) .  (11)
о

Заметим, что в последнем случае мы не делали 
предположения о  нормальности матричного про­
цесса М . Физика пределов в (8) и (10) совершенно 
разная. В уравнении (9) с ростом расстояния верх­
ний предел на самом деле стремится к бесконеч­
ности. Нетрудно численно сравнить точное реш е­
ние (8) с приближенным (9), и всегда при доста­
точно больших расстояниях они практически 
совпадают. Выбор предела в разностном уравне­
нии (10) второго подхода не так легко обосновать. 
Применительно к рассеянию на внутренних вол­
нах, довольно трудно строго оправдать само мар­
ковское приближение, особенно в случае учета 
колебаний с длинами в несколько десятков кило­
метров. В дальнейшем мы будем придерживаться 
первого подхода и считать, что М  является нор­
мальным матричным процессом.

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ  
ДЛЯ ФУНКЦИИ КОРРЕЛЯЦИИ

Уравнение для моментов второго порядка сле­
дует из предыдущего анализа, если его применить
к случайной переменной у =  [UmU* | = UU*7\ где 
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* означает сопряженный оператор и 1 -  транспо­
нированный.

Рассмотрим снова уравнение (5). Умножим его 
справа на матрицу {/*' затем сопряженное урав­
нение (5) умножим слева на U  и просуммируем. 
Сумма дает дифференциальное уравнение для 
матрицы UU*T:

и * т = iM U U *T, = - iU U * TM * T,о х  дх
*Г (12)

= i(M U U * T - U U * TM * T)OX
или для у:

^  =  i (M y  - у М * т ). (13)
ОХ

Уравнение для среднего значения UU*T можно 
получить, используя результаты, полученные в 
предыдущем разделе для (U), после преобразова­
ния уравнения (12) в форму, эквивалентную (5). 
Это преобразование основано на переформирова­
нии матрицы у  размера N  х  N  в вектор-столбец у с 
размером iV2 х  1 в результате последовательного 
объединения столбцов из у. Матрица у = {y ^ l =
= (JU*т преобразуется в вектор у  =  (у )  по правилу:

I = m + (п -  1) х N.

Это же преобразование устанавливает соот­
ветствие между квадратной матрицей (М у -у М * т) 
и вектором-столбцом ( /  ® М  -  М * ®  А)у , а также 
между уравнением (13) и его тензорной формой, 
которая имеет вид

=  М у,

где М  = ( /  ® М  -  М * ®  /); ® -  кронекеровское 
(тензорное) произведение.

Ниже приведем некоторые положения из ли­
нейной алгебры о б  используемых здесь свойствах 
кронекеровского или тензорного произведения.

1) Определение кронекеровского произведения:

С  = А  ®  В:

Ср„ =  { « * / £ }  =  { а и Ь т н }\  

р = т + (к -  I )N; q = /z + ( / -  1 )N.

2) Основное свойство тензорного произведе­
ния, которое будет использоваться в дальнейшем 
для преобразований:

( A ® B ) ( C ® D )  = (А С  ®  B D ). (14)



390 М ОРОЗО В, колоси
3) Обратное преобразование размерности N2 х 

х  I — ► N x  N  устанавливает соответствие:

(А  ® В )у  — -  B y  А 1,

где А и В  любые N  х  N  матрицы, и N2 х  1 вектор- 
колонка у  , связанная с у  обратным преобразова­
нием размерностей N2 — ► /V х N.

Отметим, что матрица М  имеет размерность
N 2 х  N 1, где N  -  число акустических мод. Для вы­
соких частот число акустических мод может быть 
более 1 0 2, и тогда значение N1 может быть боль­
ше, чем 10s. Следующие преобразования позво­
ляют уменьшить размерности матриц в уравнени­
ях до первоначального значения N  х  N.

Уравнение для корреляции следует из резуль­
татов (9), (11) и (13):

сЦУ) =
dx

оо

\ ( М ( х ) М ( х - % ) ) ^ (  у>.
О

Следующее преобразование использует вы­
шеупомянутое свойство (14) тензорного произве­
дения.

дх
- / ®

•го _

[ { ( М ( х ) М ( х - Ш ^
и

L0  J

j  ( (М * (х ) М * (х —E,))dE,
L0

/  +

+ j ( M * ( x ) ® M ( x ,  £,))<!$ +
о

со

+ j ( M * ( x - & ® M ( x ) ) d E ,
о

< y > -

(15)

Применяя свойство (14) к формуле (15) полу­
чаем рабочую форму уравнения для корреляци­
онной матрицы (у), использующую первоначаль­
ную форму матрицы М.

+ J  (М (х )  ( у ) ( х )М * Т(х  -  
о

Дальнейшие преобразования уравнения для 
корреляционной функции основаны на свойствах 
модели внутренних волн.

4. МОДЕЛЬ СТО ХАСТИ ЧЕСКО ГО  ПОЛЯ  
ВНУТРЕН Н И Х ВОЛН СО СПЕКТРОМ

Г А РРЕ Т А -М А Н К А

Флуктуации скорости звука, вызванные интер­
ференцией внутренних волн, могут быть пред­
ставлены в виде разложения по собственным  
функциям внутренних волн, имеющим случайные 
гауссовы коэффициенты с интенсивностями, со­
ответствующими спектру Гаррета—Манка. П о­
дробно данная модель описана в работе [19]. Сме­
щение внутренней волны, £(.v, z) согласно этой 
модели, запишется как

1

х sin [ 7 tJ^w(z)l J  dkxcij(kx)e x p ( ik xx ) 9
J  = 1 -с о

где Е.(кх, z) -  горизонтальная пространственная 
составляющая флуктуаций; спектр а / к х) -  ком­
плексная гауссова случайная величина; кх -  гори­
зонтальное волновое число внутренних волн;

^ w(z) = -7 7 -7 ; f°  N (z )d z  -  вертикальная координата 
N qB jz

из метода ВКБ; £ 0  = 7.3 м; В  = (z )d z \  N(z) -
частота плавучести; N 0 = тг/600 цикл/с -  экстрапо­
лированная поверхностная частота плавучести; J  
-  индекс для внутренних волн. Используя опреде­
ление коэффициента связанных мод (4), получим

^  = -\ {M {x)M {x-^ ))d ^ { у ) -
о

-<у  ) \ ( M « ( x ) M * ( x - t ) ) Tc l t  +  

о
со

+ j(M (x -? ,) (y ) (x )M * T(x))dZ> + 
о

с*-* 2

J = 1 о

xsin[ny^(z)](pm(z)<p„(z) = к0̂ (,—— • х  (19)
О

со  ОX ^a/(A:.t)pz/V(z)3/2sin[Ky^vv(z)1cpm(z)(pn(z),
J= 1 о
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где \1С = 24.5 -  безразмерная константа; g = 
= 9.8 м/с2; акустическое волновое число к,, опре­
делено в (1);

со

PmnO') = J d k p mn(k )e x p ( - ik x ) ;
— СО

СО

( 20)

Рmnik) = ^  J  d x p na(x )e x p ( ik x ) .
—  СО

Предположим стационарность стохастических 
коэффициентов связанных мод. Тогда функция 
взаимной корреляции в соответствии с теоремой  
Винера-Хинчина есть обратное преобразование 
Фурье от взаимной корреляции функции спек­
тральной плотности:

Pm «W p«(*-4)> = \  d lc (pmn(k)p? i(,k ))exp (-ik t,),( 21)
( Р М Р Ж ) )  = £ Х |  2)G mn{J)G kl{J ), (22)

У = 1

где

< м м 2> =  4 - — Д  х
M jJ 2 + j l K 2

X у 1+ - к)

к] + к ) 2 ' - 2( K  + k ] f -
log

\ к 2х + к ] )т + к ^
2 . ,2,1/2

( K  + k j)  - k j  J
, (23)

' * =  3 ;
8 1 j

< K ( ^ ) |2) “  2 2  1 2 2’
M jJ 2 + j%k~j + 0.5k~

G mH( J )  = k0̂ O'
pX 2

8
x (24)

//x  J* W ( z ) 3/2sin [лУ^(г)]срт(г)Ф„(г),
0

где акустические моды <p„(z) определены в (2), к,=  
= J(x)/(2N()B).

Аппроксимация Лоренса, предложенная в (24), 
использовалась прежде (см., например, [8]). Эта 
аппроксимация дает очень хорош ее соответ­
ствие с точным уравнением ((24), левая часть) и 
позволяет значительно упростить окончатель­
ный вид уравнений. О тметим, что для аппрокси­

мации спектральной плотности (24) выполняется 
утверждение (25):

<Рт«С О Рн(-Х )> =  (Pm«(-V-^)p*;(.v)>. (25)

5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫМ АЛГОРИТМ
Рассмотренная выше модовая модель внутрен­

них волн с аппроксимацией спектра (24) позволяет 
получить аналитическую форму коэффициентов в 
дифференциальном уравнении (16). Рассмотрим 
первый член правой части уравнения (16).

оо ДГ ̂  со

X  = ^ { M { x )M { x - 't ,) )d t) = |е х р (-г £ ,л )  х
о п = 1 о

х (РтЛх )Рпк(х  ~ £)) exp[/(A:n -  kk)^ \e x p ( ik kx)dC; =

dx Na N}

= f y У 8 1 1
J ^  ^  + S 1a» w u . m
0 П = 1 j  = I y*

X
я ь

k j
Кк) + 0.5kx

|exp ( ik x%)
dk,
2 k

X

x  exp [i(kn -  k lc)^ ] d ^ e x p (H ix )e x p ( - i l:mx )  =
a dx r  
-  f 8л/2 1

,2
J J  + 1 +J= I 0

Na dx (26)

r  1 I  j  J  “t" / 4 -

х[ехр(-72А7|^|))ехр[г(Лп-/с*)^]^ехр(/^д:) =

v* о Г у  i ,
= I  1 т ^ х г 2 ехр (- ,' М с ™(-/ ) х

У = 1 -n = 1

x G akV )
1

J 2 k j - i ( k n - k k)
exp (I'M ) ( =

(V.i j

-  х Х Х {С(Л<ад>£'у = l 7 J  +  У *

В (26) используется новое обозначение:

С ( У )  =  { G mn( J ) }  =

= j Ко^о^-ДД jA ,(z )V2Siri( л:У^.(г) |ф ,,(г)фт ( г №
1/2 Н

о

Г xrI/2/7
C.v(7) -  K0C o ^ X j ( V ( z ) 3/2 X

0

х  sin [^ Jq ,,(-)]ф,Дг)фт(г № /(  V2A-7 -  i (k m -  k n)) L
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Диагональная матрица Е  вводится следующим  
образом: Е  = {exp(iknnx )\.

Заметим, что второй член из правой части (16) 
равен сопряженному и транспонированному пер­
вому.

«ю

j( M * ( x ) M * ( x  -  t,))T dt, =
О

M (x )M (x — %))d^
/

*г

Преобразования третьего и четвертого слага­
емых делаются аналогично первому:

К |«  У » = J ( М ( х - ^ ) ( y ) ( x ) M * ( x ) T)d£, =
О

оо

-  J { М { х -Ъ >){у){х)М (х))сК } =
О

.-V, -'V.

e x p [- /(* m -  <pm„(-v- ОРмОО) х
п = I к = О

хех р [Д /:т -А ,г) 4 ] ^ < у пЛ> е х р [- /(^ -А :/).х:1 =

Ч Ч л;

X  X  ехР Н ( * «  -  *«)*] X  , 1 •> G m nV) Х
п = 1 А: = J  = 1

K M _ ,/+ j l  “

/  <хо

Х С АТ ^ е х р (» * * 0 ^

\

О ч-о о
К к ]  +  0 .5 к 2х

х

х  ехр [/(Ат -  (у„*) ехр [—|'(Лл -  £;)*1 =

СО

^ « Y »  = |< М (* )< У>(*)М *г(х - 0 > ^  =
О

=  I ( М ( х )  ( у ) ( х ) М ( х - $ ) ) d $  = 
о

= 1
J = 1

Ч Ч- I I
п = 1 к = 1

8.У2 1____ :
.2
*

e x p \- i{ k m- k „ ) x ] x

x G mn(J)( Упк)
J 2 k ,  -  i(k k -  к,)

x

x  GW(J) exp [-/(&*

_  8 л/2  1
ТГ Л/f r2

1

./ = 1 я M j  J 2  +  j

T { E G (J )E } (y ) { E G s (J )E } .
J*

Алгоритм для численной реализации имеет вид:

Ц &  = - X ( y ) - ( y ) X * T + Y l ( ( y ) ) + Y 2( ( y ) ) .  (27)

Знание матрицы корреляций модовых ампли­
туд (у) = (C/l/**) позволяет получить оценку про­
странственной корреляции и средней интенсив­
ности суммарного поля как функции от дальности 
и глубины. В данной работе мы сосредоточим  
внимание на пространственном распределении 
интенсивности узкого пучка в случайном глубо­
ком океане. Окончательное уравнение для сред­
ней интенсивности акустического поля с корре­
лированными модами запишется как

/V N
(\р(х, z)|2) = <Y,„„>expL/(A:m — A:II).vl(p(11(z)<p11(z).

m n

■V.

= 1
J  = 1

Ч  Ч  г
8^ 2II

-л = l к = 1

1

я  m j j 2+ A
exp [ - /(£ „  -  к п)х \  x 6. ПРИМЕР ВЫ ЧИСЛЕНИЙ -  СЛАБО  

РАСХОДЯЩИЙСЯ АКУСТИЧЕСКИЙ
ПУЧОК

х  GmJ J )
J l k j - i { k m- k n)

х

х ( Y«*> С «(У ) exp | - / ( kk -  к ,)x  \

J = 1

S j 2  1
к  M i . /  + y*

{ £ С Л(У )£ } < у > { £ 0 ( ./ )£ } ,

Распространение в океане узкого гармониче­
ского пучка является простым и интересным при­
мером для моделирования рассеяния акустиче­
ской энергии па внутренних волнах, так как он 
имитирует пространственные эффекты распро­
странения пучка лучей, сохраняя при этом эф ­
фективность вычислений на одной частоте. При 
этом учет межмодовых корреляций позволяет 
рассчитывать детальную пространственную кар­
тину рассеянного поля. Наличие узких слабо рас­
ходящихся пучков лучей было впервые обнару-
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жене и описано Бреховских 11. 2] и детально в 
работах [3—4]. В работе [20] показано, что акус­
тический источник с относительно небольшой 
апертурой при определенных условиях в канони­
ческом подводном звуковом канале способен кон­
центрировать энергию в очень узкий слабо расхо­
дящийся пучок. В докладе [21] обсуждались осо­
бенности рассеяния узкого пучка на внутренних 
волнах океана. В работе [22] докладывалось о 
формировании слабо расходящегося пучка внут­
ренних волн приливного происхождения и его 
рассеянии на случайных волнах Россби. Согласно 
Бреховских, условием возникновения концентри­
рованного акустического пучка является гладкий 
экстремум угловой зависимости длины лучевого 
цикла D ( a s) , где а у-  угол исхода луча. И з симмет­
рии функции D ( a s)  для любых волноводов оч е­
видно, что такие экстремумы существуют всегда, 
при угле излучения a s = 0. Лучи с углами, отлича­
ющимися только знаком, а , = - а 2 = а л, пересека­
ются под этими углами в точке поворота цен­
трального луча пучка. Если источник, помещен­
ный в точку поворота центрального луча, имеет 
диаграмму направленности ± а у, то излученная им 
энергия будет сохраняться в пространстве, огра­
ниченном этими двумя пересекающимися луча­
ми. Сфокусированный акустический пучок ф ор­
мируется сосредоточенным спектром мод с оди­
наковыми или очень близкими циклами лучей Dh 
соответствующих нормальным модам в прибли­
жении ВКБ. Это простое и очевидное условие на 
возбуждение акустического пучка в лучевом при­
ближении на одной частоте.

Модовый подход (2) дает более строгое необхо­
димое условие для формирования слабо расходя­
щегося пучка. Допустим, акустический пучок 
сформирован в соответствии с лучевым подходом, 
описанным выше, и необходимо определить усло­
вие. при котором дифракция не будет размывать 
его при дальнем распространении. Представим по­
ле в виде ряда по модам уравнения Гельмгольца:

N

чч*,*) = - р У  Ст ехр(/ктл:)фп(г) =
т = Ie x p (iK i.r )  хХ

X  Св ехр[1(кя - к |)д:]ф)|(г),
т = 1

где Ст -  коэффициенты или модовые амплитуды 
ряда. Заметим, что если все разности волновых чи­

сел (к„, -  к,) кратны одной и той же величине п ^ ,

то фазовые соотношения коэффициентов в модо- 
вом разложении будут повторя ться в пространстве 
с периодом D. Величина D  = 2п/(кт -  кт _ ,). С этим

же периодом будет точно повторяться простран­
ственная конфигурация пучка, и дифракционное 
расхождение будет отсутствовать. В случае, ко­
гда разности (кт -  к,) различны и взаимно просты, 
сложная и неповторяющаяся интерференция мод 
порож дает волновой квазихаос. Данное условие 
эквивалентно локальной линейности функции 
волнового числа моды от номера моды.

В приближении ВКБ это условие эквивалент­
но следующ ему [23]:

I d Q  
а  ~ Q d l

где а  =  ^  -  обозначение для условно введенной

пространственной частоты, соответствующей дли­
не цикла слабо расходящегося звукового пучка;

/  = -  \zdz (c~2(z) -  co s2y/ c‘o ) i/2 -  лучевой интеграл,KJ'
принимающий для распространяющихся мод дис­
кретные значения; х  -  угол скольжения лучевой 
траектории и <:0 -  скорость звука, соответствую­
щие оси подводного звукового канала.

Согласно [24, 25], а  является важнейшим пара­
метром в теории лучевого хаоса, и условие (28) яв­
ляется условием на вырождение лучевого хаоса.

Многие реальные каналы не удовлетворяют 
точно условиям (28), но тем не менее имеют 
очень маленькую производную лучевого цикла 
по косинусу угла и практически позволяют созда­
вать очень узкий пучок и держать его форму на 
протяжении тысяч километров. Звуковые пучки, 
излученные с  2000 и 1300 м и с частотами 100 и 
250 Гц в каноническом подводном волноводе, в 
дальнейшем рассматриваются как примеры для 
вычисления рассеяния акустической энергии во 
флуктуирующем океане с внутренними волнами. 
Распространение пучка с глубины 1300 м соответ­
ствует случаю распространения звука вдоль оси 
подводного звукового канала. Звуковой пучок, 
излученный с глубины 2000 м на частоте 250 Гц, 
рассчитанный методом нормальных волн, пред­
ставлен на рис. 1. Здесь, как и во всех следующих 
рисунках, не отражается затухание, обусловлен­
ное цилиндрическим расхождением волны, а ре­
зультаты представлены в дБ по отношению к 
максимальному уровню интенсивности. Верти­
кальный размер начальной гауссовской апперту- 
ры примерно равен 150 м. Модовый пакет, г.е. за­
висимость интенсивности мод по глубине, соот­
ветствующий данному акустическому пучку, 
показан на рис. 2, шкала линейная.
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дБ

НК) 200 300 400 500 600 7(H) 800 9(H) 1000
Д ал ь н о сть , км

Рис. 1. Узкий акустический пучок, излученный с глубины 2(ИХ) м на частоте 250 Гц.

Рис. 2. П акет возбужденных мод узкого пучка.

дБ 

-  0.02

-0.01

7. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА

Основная цель численного моделирования -  
сравнить пространственно распределенную ин­
тенсивность звукового пучка, рассеянного внут­
ренними волнами, полученного с помощью мето­
да дифференциального уравнения для корреля­
ции и метода стохастического моделирования 
Монте-Карло.

А к у с т и ч е с к и е  п а р а м ет р ы . Моделирование 
проводилось для двух частот I (К) и 250 Гц с учетом 
150 нормальных акустических мод. Расчет прово­
дился для канонического профиля скорости звука 
Манка.

c(z) = 150o(l + 0.00737^2^ ^ °  -  I +

Общее описание используемой модели было 
дано выше. Конкретные параметры модели, из­
бранные для численных расчетов, представлены 
в виде четырех групп.

+ ехр

где c(z) -  скорость звука, м/с: z  -  глубина, м.
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2 0 0  400 600 800 ИНН) 12(H) 14(H) 16(H) 1Х(Н) 2(НИ)
Дальность, км

Рис. 3. Интенсивность слабо расходящегося акустического пучка от источника звука на глубине 2(ИИ) м на частоте 
1(H) Гц: а) подход на основе стохастических дифференциальных уравнений; б) метод Монте-Карло.

Пучок возбуждался гауссовым источником:

где к,, = 27i//c0, с0 = 15(H) м /с ,/-  частота 100 и 
250 Гц, zs -  глубина источника, рассматривались 
1300 м и 2000 м; фактор ширины пучка А выби­
рался в пределах 50-80, чтобы соблюсти условия 
генерации узкого пучка.

П а р а м е т р ы  м о д е л и  в н у т р е н н и х  в о л н . Мо­
дель внутренних волн была основана на двумер­
ной аппроксимации спектра Гаррета-Манка в 
соответствии с (17)—(24) с индексом внутренних 
волн У, число мод внутренних волн в наших рас­
четах N j = 50. Частота плавучести N(z)  определя­
лась как N  = 3ехр(с/1300) цикл/ч. Использовались 
2,: горизонтальных волновых чисел с предельной 
величиной 2л/1000 1/м, шаг по горизонтали -  25 м.

Внутренняя волна нормировалась по энергии та­
ким образом, чтобы на глубине с частотой плаву­
чести N  = 3 цикла/ч ее эффективное смещение 
равнялось 7.3 м. Потенциальный градиент ско­
рости звука рассчитывался пропорционально 
A (̂z) и вертикальному смещению внутренней 
волны, как в [19J.

Ч исленное реш ение д и ф ф ер ен ц и а льн о го  у р а в ­
нения . Использовались два простых подхода к ре­
шению дифференциального уравнения (27). Сум­
мирование с постоянным шагом НИК) м или метод 
Эйлера сравнивалось с методом Рунге-Кутта (3),
(4) при том же шаге. Численная дифференциаль­
но-разностная система уравнений была устойчива, 
и оба метода показали близкие результаты.

М о д ель  М о н т е-К а р ло . Для стохастического 
моделирования Монте-Карло использовались 200 
реализаций случайных неоднородностей профи-
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2(H) 4(H) 6 0 0  Х00 1000 12(H) 14(H) 1600 1Х(К) 2(ХХ>
Д ал ьн о сть , км

Рис. 4. Интенсивность слабо расходящегося акустического пучка от источника звука на глубине 2(ХХ) м на частоте 
250 Гц: а) подход на основе стохастических дифференциальных уравнений; б) метод М онте-Карло.

ля скорости звука, вызванных внутренними вол­
нами в соответствии с моделью (17Н24) для 
акустического пучка, распространяющегося на 
расстояния до 2(ХХ) км. Численное моделирование 
распространения звукового давления осуществ­
лялось с использованием широкоуглового при­
ближения Грина для параболического уравнения. 
Горизонтальный шаг для численных решений па­
раболического уравнения был равен 3.8 м. и вер­
тикальный -  2.44 м. Результаты численных расче­
тов представлены на рис. 3-6.

Интенсивности, полученные методом диффе­
ренциальных уравнений и методом Монте-Карло, 
демонстрируют высокую степень совпадения. 
Расчет интенсивности с помощью дифференци­
альных уравнений дает несколько более сильный 
эффект рассеяния. Неполное совпадение объяс­
няется тем, что для метода Монте-Карло исполь­

зовалось широкоугольное параболическое урав­
нение. а система дифференциальных уравнений 
для корреляционных функций модовых коэффи­
циентов была получена для мод стандартного уз­
коуглового параболического приближения. До­
полнительный рассеивающий эффект был связан 
также с переходом к бесконечному пределу в 
уравнении (9), (10).

В дополнение к среднему уровню интенсивнос­
ти легко определяются другие статистические па­
раметры мод. На рис. 6 показано распределение 
энергии по модам для 250 Гц для 150 мод при го­
ризонтальном шаге КХХ) м. Энергетическое рас­
сеяние изначального гауссова спектра в соседние 
моды и расширение модового спектра происходят 
в соответствии с законом диффузии, или квадрат­
ного корня. В то же время, центр спектра смеща-
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Д ал ь н о сть , км

Рис. 5. Интенсивность слабо расходящегося акустического пучка от источника звука на глубине 1300 м на частоте 
250 Гц: а) подход на основе стохастических дифференциальных уравнений; б) метод М онте-Карло.

Д ал ь н о сть , км

Рис. 6. Эволюция модового спектра звукового пучка при распространении в океане на частоте 250 Гц. линии уровня 
следуют с шагом 2.5 дБ.
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ется в сторону нулевой моды, распространяю­
щейся вдоль оси подводного звукового канала.

8. ВЫ ВОДЫ
О бобщ ение метода дифференциальных урав­

нений для статистических моментов второго по­
рядка позволило учесть межмодовую корреля­
цию и предложить эффективный алгоритм для 
расчета рассеяния звука на низких звуковых 
частотах во флуктуирующем океане. Показано, 
что метод Ван-Кампена для системы стохастиче­
ских дифференциальных уравнений с гауссовой 
случайной матрицей и марковское приближение 
при определенных условиях дают одинаковые 
уравнения. Получены дифференциальные урав­
нения с коэффициентами в аналитической форме 
для статистических моментов первого и второго 
порядка для случайных возмущений, вызванных 
случайным гауссовым полем внутренних волн с 
энергетическим спектром Гаррета-Манка. Пока­
зано, что подход на основе дифференциальных 
уравнений может эффективно использоваться для 
практических вычислений среднего простран­
ственного распределения интенсивности акусти­
ческого поля. Получено хорошее совпадение ре­
зультатов вычислений с методом статистического 
моделирования М онте-Карло. Проанализирова­
но рассеяние энергии слабо расходящегося аку­
стического пучка при дальнем распространении 
звука в глубоком океане с возмущением, вызван­
ным присутствием случайных внутренних волн со 
спектром Гаррета-Манка. Проведен анализ энер­
гетического модового спектра вдоль трассы рас­
пространения слабо расходящегося звукового 
пучка. Продемонстрирован диффузионный ха­
рактер расширения модового спектра в зависи­
мости от дальности распространения пучка, одно­
временно с диффузией энергии в сторону нулевой 
моды на оси подводного канала.
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Abstract—The scattering of a weakly divergent narrow sound beam by random inhomogeneities of a fluctu­
ating ocean is considered in the coupled-mode approximation. The random index of sound refraction is de­
scribed using the Garrett-Munk internal wave spectrum. The problem is solved using the stochastic differential 
equations for the first- and second-order statistical moments of the acoustic field. The equations are formulated 
according to the cumulant expansion method. The existence of weakly divergent narrow sound beams in the 
long-range sound propagation was one of the last discoveries of L.M. Brekhovskikh. to which he attached much 
importance. The concentration of sound into narrow beams away from the axis of the underwater sound channel 
was first observed experimentally and then explained by Brekhovskikh and his former students Goncharov, 
Kurtepov, and Petukhov. In the present paper, the scattered field intensity of a sound beam is calculated for 
different frequencies and source depths. Analytical expressions are obtained for the coefficients of the differ­
ential equation. The intemiode energy transfer that accompanies the long-range propagation of a weakly diver­
gent sound beam is analyzed. A comparison with the conventionally used Monte Carlo simulation in the para­
bolic equation approximation is performed.
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