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Рассматривается трехмерная задача рассеяния акустической волны на компактном препятствии об­
щего вида в пластине, описываемой моделью Уфлянда-Миндлина. Устанавливается формула, вы­
ражающая рассеянное поле через аналитическое продолжение диаграммы направленности, а также 
формулы связи каналов рассеяния, позволяющие вычислять амплитуды поверхностных волн через 
вычеты диаграммы направленности. Для препятствий, не излучающих энергии, устанавливается 
единственность решения задачи рассеяния в отсутствие поглощения. Приводится пример локализо­
ванной сдвиговой волны.
PACS: 43.20. ТЬ. 43.40.Dx, 43.40. Fz

1. ВВЕДЕНИЕ

А нализ свойств рассеянных полей позволяет 
наиболее полно понять акустические свойства 
откры ты х систем. В [1] и др. работах А.Г. Кю рк- 
чана, В.Ф. Апельцина и их соавторов, где иссле­
довались задачи рассеяния на компактных пре­
пятствиях, получены формулы разложения рас­
сеянных полей по плоским волнам и показано, 
что плотностью в этих разложениях выступает 
аналитическое продолжение диаграммы рассеян­
ного поля. Задачи рассеяния в присутствии пла­
стины имеют дело с полями более сложной струк­
туры. Вдали от препятствия рассеянное поле 
представляет собой совокупность волн разной 
природы: пространственных и поверхностных. В 
задачах, имеющих трансляционную симметрию и 
сводящихся к двумерным свойства дальних полей, 
исследовались в [2 ]. [3]. где предполагалось, что 
пластина совершает лишь изгибные колебания, 
описываемые моделью Жермен-Лагранжа [4]. В 
этих работах было установлено, что и в присут­
ствии бесконечной пластины рассеянное поле 
можно представить в виде разложения по плос­
ким волнам. Однако вблизи контура интегриро­
вания в комплексной плоскости угла появляются 
дополнительные полюсы, вычеты в которых со­
ответствуют поверхностным волнам. В результа­
те возникает формула связи каналов рассеяния, 
согласно которой амплитуды рассеянных поверх­
ностных волн равны вычетым в соответствую­
щих полюсах от аналитического продолжения 
диаграммы направленности расходящейся волны.

В [5] эти результаты обобщ ены  на модель пла­
стины Уфлянда-М индлина. Однако в этой работе 
накладывалось ограничение на частоту, гаранти­
рующее отсутствие второй распространяющейся 
моды. В [6 ] результаты [2], [3] распространены на 
трехмерные задачи рассеяния для пластины Ж ер­
мен-Лагранжа.

В данной работе рассматриваю тся трехмер­
ные задачи рассеяния на компактных препятстви­
ях в присутствии пластины, описываемой моде­
лью Уфлянда-М индлина, причем ограничение 
работы [5] снимается.

2. М ОДЕЛЬ У Ф Л Я Н Д А -М И Н Д Л И Н А

2.1. Условия на пласт ине

При исследовании совместных колебаний аку­
стической среды и находящейся с ней в контакте 
тонкой упругой пластины в ряде случаев можно 
ограничиться учетом лиш ь изгибных деформа­
ций пластины и использовать модель Ж ермен- 
Лагранжа для их описания. В диапазоне более вы ­
соких частот необходимо вводить поправки.

В модели Уфлянда-М индлина, которая поми­
мо изгибных учитывает такж е сдвиговые деф ор­
мации, состояние пластины описывается тремя 
скалярными функциями: смещением срединной 
поверхности н(л% у )  и двумя углами %(л\ у )  =  у ) ,
£v(.v. у)), характеризующими поворот. Эти ф унк­741
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ции подчиняются следующей системе динамиче­
ских уравнений

^ ( ( 1 - а ) Д §  +  (1 +  o ) V d i v 2 j ) -
.3  2 (О

-  K 'C h(^  + Vvv) + — 1̂ Ю \  = 0,

K2G/z(div§ + Aw) + oTg/w  = P |. = 0. (2)

Здесь D = Eh' цилиндрическая жест-
1 2 0 - o ')

кость, E -  модуль Юнга, а  -  коэффициент Пуассо­
на, G -  модуль сдвига, h -  толщина пластины, g -
ее плотность, со -  частота и к2 -  поправочный ко­
эффициент. Акустическое давление Р(л\ у, z) под- 
чиняюется уравнению Гельмгольца

(A + k 2)P (x ,y ,z )  = 0
и играет роль внешней нагрузки в уравнении (2 ). 
Оно связано со смещением пластины w условием 
неразрывности. Если пластина находится в одно­
стороннем контакте с акустической средой, зани­
мающей полупространство {z > 0 ),

у )  =
1 ЭР(.у. у.О) 

9 0 со2 Эг

уравнение на Wj и такж е проинтегрируем по обла­
сти Q. В ы чтем  это тождество из первого и проин­
тегрируем по частям. Учитывая выражения (4) и
(5) для силы и момента, получим

-§  (1 -  o)JJ((V^)(V$2') + (V^)(V^)),/Q -
12-^(1 +a)JJdiv^ldiv§2JD

12

+ со2
1

12

+ к“G/?JJVw2 • Vw,JS2 - ( t i ~ Q h j j w 2w {cIQ = 
li n

= - J"J F 2 | r = 0 W|C/£2 + J  M , - § 2d s -  |  F 2w xds.12 Ш  i)il

М еняя индексы в тождестве (6 ) и вычитая одно 
равенство из другого, получим формулу Грина

где 0 „ -  плотность акустической среды.

Уравнениям (1), (2) теории Уфлянда-Миндли- 
на отвечают следующие выражения для перере­
зывающей силы F  и изгибающих моментов М, с 
которыми деформированная пластина действует 
на тело, прикрепленное к ней вдоль линии /

12

J ( M ,  • ^ 2 + F 1 vv2 - M 2 - ^ | - / 72 vvi ) J . v .

Э12

f=-kM̂ + 4  (4)
M = - f ( ( l - o ) | ^  + ( l+ o ) d iv ^ e vj .  (5)

Здесь ev -  единичный вектор, направленный 
вдоль нормали v к линии /.

П олагая в (6 ) Р 2 =  Р , , w2 = w ,, £ 2 = и выде­
ляя мнимую часть, получим

Im Jj*P |: = 0нтЮ = Im J  (М • \  + Fw)ds. (8 ) 
12 эй

2.2. Формулы Грина
Для дальнейшего анализа задач рассеяния нам 

понадобятся формулы типа формул Грина. О тме­
тим, что в случае пластины Ж ермен-Лагранжа 
вывод аналогичных формул приведен в [7].

Пусть (P h u j, ^i) и (Р2, ws, ^2) удовлетворяют в 
некоторой конечной области Li на пластине урав­
нениям (1), (2), (3). Рассмотрим уравнение (1) для 
первого решения, домножим его скалярным об­
разом на и проинтегрируем по области Q. Т е­
перь обратимся к уравнению (2 ), написанному от­
носительно второго решения. Домножим это

2.3. Обобщ енное импедансное условие 
и поверхност ные волны

И з системы (1), (2), (3) можно исключить 
функции £(л\ у) и и-(л\ у), что позволяет записать 
краевое условие на пластине в форме обобщенно­
го импедансного условия. Для этого вычислим ди­
вергенцию уравнения ( 1 ) и при помощи уравнения
(2 ) исключим функцию имеем

СД2 + ? , Д - ^ 1 - г ) ) 2 £ % М > -
dz (9)

- ( Р 2Д-УУ(1 - £ ) ) Р ( л \  у ,0 )  = 0.
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Здесь аналогично [8 ], [5] введены обозначения

_  0 о=  ( ;  + i  V I CO2, F , =
W 'C 12 D)

Qh~oy
\2 k2G

ko = N

D '

СО"

k 'G / i

роОТ
D

Отметим, что волновое число к{) и параметр N 
совпадают с волновым числом и соответствую­
щим параметром в модели Ж ермен-Лагранжа. 
Таким образом, полагая F{ = F2 = £ = 0, мы полу­
чаем краевое условие, отвечающее модели Ж ер­
мен-Лагранжа. В системе (1), (2). (3) этому отве­
чает предел при к2Dh — - и gA3СО2 — -  0.

Задача отражения плоской волны

Р{‘ = /\exp(/b :cosd 0 cos<p() + 

+ / к у  cos d 0 si п ф0 -  i к z s i n d 0 )

от пластины, описываемой условием (9), имеет 
простое решение

Р  = р :) + 4/?(fl0 )exp(/A.vcosfl0 cos<p0 + 

+ /Aycosd0 sin(p0 + iAzsind0),

где коэффициент отражения имеет вид

/?(*) =
L ( f l ) - 2 L ,(d)

Ц Ъ )

L(d) = »*sind(Jfc4cos4d-F ,ft2cos2d -

-*J(1 -  e)) + i-, (A),
L ,(ft) = /V(l — £) + F2k~ cos'

( I D

Краевое условие (9) допускает существование 
поверхностных волн

Р = ехр(/ц .г- л/р2 -  k~z).

Волновое число [X найдем из дисперсионного 
уравнения

/(М2) =  (М4 - ^ 1Й2 -* о ( 1  -« ))л /м 2- * 2— (12)

- ( f , | i 2 + A '(l -Е ))  = 0.

Рассмотрим сначала уравнение для мод в изо­
лированной пластине

|44 - F , p 2- k t ( ]  - е )  =  0.
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На комплексной плоскости параметра ji распола­
гаются 2  пары корней этого уравнения ц = ±р0, 
u = ±[i,, где

йо = j  + J f t  + k i U - e h  

и! =  у -  J ^  + koO - е ) .

Корни ц() и - р 0 всегда, то  есть при любом соотно­
шении параметров пластины, вещественны. Кор­
ни р, и -р ,  комплексны, если £ < 1 , и веществен­
ны, если £ > 1. То есть, при г  < 1 имеется одна рас­
пространяющаяся мода, а при е > 1 появляется 
вторая.

Введем величину р 2 = 1 Можно
показать, что при £ < 1 имею т место неравенства
\х] < \х] < 0  < 0  < р (2, , а при £ > 1 выполняются не­

равенства 0 <  р ; < р 2 < Цо- А нализ дисперсионно­
го уравнения (12) с помощью правила знаков Де­
карта [9] показывает, что при лю бых значениях 
параметров задачи на полубесконечном интерва­
ле р > р 0 существует одно реш ение к,. При £ > 1 и 
к < р2 на интервале [т а х (р ,, А), р2] появляется вто­
рое решение к2. Других положительных решений 
дисперсионного уравнения ( 1 2 ) не существует.

3. ПОЛЕ Т О Ч Е Ч Н О Г О  И С Т О Ч Н И К А
Рассмотрим поле точечного источника, распо­

лагающегося в некоторой точке r0 = (х{), у0, г0) в 
акустическом полупространстве, ограниченном 
бесконечной пластиной Уфлянда-М индлина. Это 
поле является решением следующей краевой за­
дачи

(Д + k 2)G (x ,y ,z ;  г0) =
= - Ь ( х  -  x0)8(j> -  3»0)5(z -  z0), г > 0,

(Д2 + Г ,Д - * 4(1 - £ ) )
3G(,v, у, 0; г0)Э г

-  {F2A — А/( 1 — £))G (x , у , 0; г0) = 0.

(13)

Решение будем понимать в смысле принципа пре­
дельного поглощения.

Решение задачи (13) м ож ет бы ть получено при 
помощи двукратного преобразования Фурье по 
координатам л и у■ оо + оо

С (г,г0) = —  f f ехр(/А(л-- . r 0) + i'ji(y-  >’(,)) х
(14)

х (ехр(—y|z — z0|) + чЯ2 + (42)ехр(-у(г + г0)))—у --



744 А Н Д Р О Н О В

Здесь у = J x 2 + ц '  — к2, а г(Х2 + р2) -  Фурье образ 
коэффициента отражения ( 1 1 )

~sph 2 К  i k r - Ы12.,. , .  .
с  Т / ^о(ф’д; Го)’ (15)

где

г (Г )  =
/ ( Г )  + 2 / ,(Г )

/ ( О

/,(Г) = /V(l -e )  + F ,r .

^ g(<P< д; г„) =
i k  - /* p 0 cos(q>-<p0)

8 j t (16)
x  { e - i k ^ \  " ■ > }

3 ./. Асимпт от ика на бесконечности

Интегральное представление (14) позволяет по­
лучить асимптотику функции Грина на больших 
расстояниях от источника, то есть при |г| — -  +<*>. 
Применим двумерный метод перевала [10J. Вклад 
в асимптотику дают точка перевала X = Axos t>cos<p. 
|i = Acosdsin<p и возможно полюсы. Вклад точки 
перевала имеет вид расходящейся сферической 
волны. В сферических координатах (г, ф, О), (/*- 
радиус, ф -  долгота, Ь  -  широта) имеем

В клады  такж е могут давать вычеты в полюсах 
т = к, и т = к2. Если точка наблюдения удаляется 
от пластины, то вы четы  в этих полюсах оказыва­
ю тся экспоненциально малы. Однако, в том слу­
чае, если точка наблюдения стремится к беско­
нечности вдоль пластины, то есть г = const, выче­
ты  даю т круговые поверхностные волны (р -  
радиус в цилиндрической системе координат)

G*urf/ eiKiP~iK' \ c (<f>J; r0) e ' ^ ' k \  (17)
л

Диаграммы поверхностных волн (17) выражают­
ся формулами

¥б-(Ф.у; г„) .  J - e * ' -О
2 2 , к ,

(18)

Q  = 5к^ -  ( 4 к 2 + 3 / г ,)К у  + 2 F \ к г -  к ц (  1 -  е) -  2 F 2J k )  -  к '  

’ N (  1 -  £) +  F 2к ]
(19)

Отметим, что полюсы т = к, и т = к2 не зависят 
от точки наблюдения. Точка перевала т = kcosft 
ни при каких условиях не приближается к полю ­
сам. Диаграмма 4/G является мероморфной ф унк­
цией угла Анализируя формулы (16) и (17), не­
сложно установить, что

¥ о-(Ф-2; г0) = - 2 7С/^ Res T J tp , гп),
к о = о*

где

в; ■ а - ®  -  п„(?+$ )  -  ■

Вернемся к представлению (14) для функции 
Грина G(r, г0). Произведем замену переменных 
интегрирования сначала по формулам X = тсояф, 
u = тятф , а затем перейдем от т к 0  по формуле

T = Acos0. При этом л]х~-к~ =-/Asin0. В результа­
те получим

G (r, г0) = Г cos 0d0 f </ф х
87t“J J

з  о

2 л

х  ехр(/А(л* -  л'o)co s 0 cosф +  i k ( y - y 0) cos6 s u ^ ) x

х  (exp(/A |z -  z01 sin 0 ) + /?(0 )exp(/A(z + z0)sin 6 )).

Здесь интегрирование по 0 ведется по половине 
модифицированного контура Зоммерфельда (см.
рис. 1 ) от +/оо до к/2 , обходя полюсы в точках 0 f 

и 0 * слева.
Если точка наблюдения лежит выше точки ис­

точника, то  есть z > z0f знак абсолютной величи­
ны мож но убрать, после чего отделим в показате­
ле экспоненты слагаемые с координатами точки 
наблюдения от слагаемых, содержащих коорди­
наты  точки источника. Учитывая также выраже­
ние (16) для диаграммы ф; г0) сферической
волны , получим

2л

G (r, г0) = f c o s O r /o f^ x
J  J  ( 20)з о

х  ехр(/А(лсо.чф + y s ii^ )c o s 0  + ik zs in O ^ /O , ф; г0).

Ф ормула (20) дает разложение функции Грина по 
плоским волнам, уходящим на бесконечность по 
действительным и по комплексным направлени­
ям. Амплитудное распределение в этом интегра-А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж УРНАЛ 'ом 53 № ft 2007
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ле совпадает с аналитическим продолжением диа­
граммы расходящейся сферической волны. О т­
метим, что при применении метода перевала к 
интегралу (2 0 ) для вычисления асимптотики даль­
него поля легко получить выражение (15).

4. ЗА Д А Ч И  РА ССЕЯН И Я

4.1. У словия излучения

Пусть в ограниченной области полупростран­
ства находится некоторое препятствие £2 , вызы­
вающее рассеяние. Тогда к полю (10), которое 
мы будем далее назы вать геометрической ча­
стью. добавится некоторое рассеянное поле Р(л|. 
Рассеянное поле Р Л) представляет собой волну 
или совокупность волн, убегающих от препят­
ствия на бесконечность. Для математически кор­
ректной постановки задачи рассеяния необходимо 
помимо условий на препятствии задать условия на 
бесконечности, которы е бы отбраковы вали вол­
ны. приходящие от бесконечно далеких источни­
ков. Эти условия, назы ваем ы е условиями излу­
чения. мы зададим в виде асимптотик функций 
P,v> и соответствую щ их этой части акустическо­
го поля составляю щ их смещений w(*v) и углов по­
ворота §(Jf).

О т рассеянного поля будем требовать такого 
же поведения на бесконечности как у функции 
Грина. То есть будем требовать, чтобы вдали от 
препятствия рассеянное поле Pis) можно было 
разделить на две составляю щ ие Psph и Psurl. Со­
ставляющая Psph представляет собой расходящу­
юся сферическую волну

pH*_2neik,- ,Kl24> ( c p . f l ) ,  r — + o o .  ( 2 1 )
кг

Составляющая P urt является поверхностным вол­
новым процессом, экспоненциально затухающим 
при удалении от пластины. В зависимости от чис­
ла положительных решений дисперсионного 
уравнения ( 1 2 ) поверхностный волновой процесс 
представляет собой одну или две расходящиеся
круговые волны />,"г1, Р Т ' , каждая из которых 
имеет асимптотику вида

2Т1 /кр-т/4
чЫ ф ) . р — -  +со. (2 2 )

Рис. 1. Контур интегрирования в интеграле разлож е­
ния по плоским волнам.

решить систему уравнений (1). (2). Асимптотики 
деформаций пластины имеют вид

а , ( < р ) .

(23)

Р,-(Ф). Р +оо.

где амплитуды а , и (i, выражаются через \|
Итак, в качестве условий излучения в задаче 

рассеяния на компактном препятствии в присут­
ствии пластины Уфлянда-Миндлина потребуем, 
чтобы рассеянное поле в дальней зоне представ­
ляло собой сумму полей Psp\  P*urt и возможно

Р Т ' . имеющих асимптотики вида (2 1 ) и (2 2 ) соот­
ветственно. Для деформаций пластины потребу­
ем выполнения асимптотик (23). Амплитуды ЧДф, 
гЗ), ф,(ф), ф2(ф), а,(ф), Р,(ф), а 2(ф) и р 2(Ф) в этих 
асимптотиках должны быть ограниченными 
функциями своих аргументов, а асимптотики 
должны допускать дифференцирование: асимп­
тотики акустических полей -  однократное по г, 
асимптотики смещений -  однократное по р. а 
асимптотики углов -  однократное по р и примене­
ние оператора дивергенции.

Поверхностные волны давления Р™ сопро­
вождаются деформациями пластины. Смещения

surf иWj могут бы ть найдены из условия неразрывно­

сти (3). Для нахождения углов поворота ^ url надо

4.2. Интегральное представление

Пусть гладкая поверхность Е, опирающаяся на 
пластину по гладкому контуру Г, окружает препят­
ствие, вызывающее рассеяние. Рассмотрим об­
ласть Т , ограниченную поверхностью I ,  пластиной
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и полусферой SK большого радиуса R. Применим в 
этой области формулу Грина для рассеянного поля 
Р Л) и функции Грина G. При этом будем считать, 
что точка источника расположена в области °1Л 
Имеем

- Я " < г „ ) = ] | ( / > и ( г ) ^ ^ -
эг

_^ Г ^ С(Г’ Г°)} /5(г)-
Здесь п -  нормаль к границе области У.

Поверхность д ° У  состоит из трех частей: полу­
сф еры  больш ого радиуса S* части пластины П, 
заклю ченной между контуром Г и окружностью 
С* и поверхности X. В интеграле по пластине вос­
пользуемся условием неразрывности и тожде­
ством (7)

- P (s\ r 0) = J J (|> < V )“ -
.Vй

д р (’\ г ) „ ,  л , с, ,
------ ^ — С ( г, r 0)J i/5 (r)  +

+ (Г)
э с ( г , г п) a p ,s,(r)

дп Э п
C(r, r 0) \dS(r) +

+ р 0« 2 J  (w<v)(A*t y)Ff;(.v,y; г0) -

ГиС*

Г0) +

+ у) ■ М с(х, у ,  г0) -  Мыс*, у) ■ %G{x, у , г о) )ds

(Величины F(h М(;, и  wg обозначают силу, мо­
менты, утлы и смещения, отвечающие функции 
Грина).

Теперь устремим радиус R большой полусфе­
ры к бесконечности и воспользуемся асимптоти­
кой функции Грина и асимптотикой рассеянного 
поля. С учетом характера убывания полей на бес­
конечности несложно заметить, что в пределе ис­
чезаю т вклады от поправочных членов асимпто­
тических разложений, а при дифференцировании 
старших членов можно дифференцировать толь­
ко экспоненциальные множители по радиальным 
переменным. Такое дифференцирование сводит­
ся к умножению на ik в интеграле по полусфере SR 
и на /к, в интеграле по окружности Ск. В резуль­
тате интегралы по полусфере SR большого радиу­
са и по окружности CR в пределе исчезают. Таким 
образом, рассеянное поле может быть восстанов­
лено в произвольной точке г0 по его значениям на

введенной вспомогательной поверхности X по 
формуле типа формулы Кирхгофа

-Р “ ' ы  - Я ( ^ ’(П ЭО(эГ' Го)-
I

ЭР|5,(г) \
----- г, r 0) Jd S (r)  +

+ 0oa>2J(wts>(jc, y )F c (x, у; r 0) -  (24)
Г

-  F(s)(x, y )w G(x, у; r„) +

+ | (l)(x, у) ■ M G(x, у; r 0) -  y) ■ %c (x , y; r 0 ))cIs.

В правой части формулы (24) рассеянное поле 
можно заменить полным. Действительно, вклад 
геометрической части поля ( 1 0 ) равен нулю, в чем 
легко убедиться, если провести аналогичны е вы­
кладки в области, ограниченной пластиной и по­
верхностью X.

4 3 . Разложение по плоским  волнам
Будем рассматривать правую часть формулы

(24) как результат применения оператора к функ­
ции Грина (для удобства воспользуемся симмет­
рией функции Грина и поменяем ролями г и г0)

- р " \ г) = A G (r; г0)

О ператор Л содержит интегрирование по г0 по 
ограниченной поверхности X и конечному конту­
ру Л. Подинтегральные выражения являются 
ограниченными функциями, ввиду чего интегра­
лы сходятся равномерно по параметру г. Ввиду 
этого при вычислении асимптотики рассеянного 
поля при |гп| — ► +оо можно произвести замену 
функции Грина ее асимптотикой под знаком  ин­
теграла. В результате получаем асимптотику (21) 
с диаграммой, выражающейся формулой

W ,< P )  = Л Ч '^ й .ф ;  г0).

М ожно также заменить функцию  Грина в ф орм у­
ле (24) ее разложением по плоским волнам (20), а 
затем поменять порядок интегрирования. В ре­
зультате представление (2 0 ) унаследуется рассе­
янным полем

2 к

Р " \ г) = J c o s O ^ e J ^ x
.V 0 (25)

х  exp(/A.vcos0 cos0  + /TrycosOsind) +
+ ikzs\nQ)x¥(Qy ф).

Отметим, что поскольку поверхность X вы бира­
лась произвольной охватывающей препятствие.
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формула (25) будет справедлива при всех z  > г*, 
где -  максимально удаленная от пластины то ч ­
ка препятствия. В частности, в задаче дифракции 
на наборе отверстий формула (25) справедлива 
при любых z > 0 .

Аналогичным образом переносится на рассе­
янное поле и формула связи каналов

V: = - 2 я $  Res Ч*. (26)
1 к о = а*

Эта формула устанавливает связь каналов рассе­
яния и позволяет вычислять амплитуды поверх­
ностных волн через вычеты аналитического про­
должения диаграммы сферической волны. А на­
логичная формула для случая пластины Ж ерм ен- 
Лагранжа установлена в [6 ].

5. БА ЛА Н С ЭНЕРГИИ 
И ЕДИ Н СТВЕН Н О СТЬ РЕШЕНИЯ

5.1. Оптическая теорема
При выводе формул (25) и (26) не были задей­

ствованы условия на препятствии, вызывающем 
рассеяние. Поэтому формулы остаются справед­
ливы и для решений неправильно поставленных 
задач (например подобных рассмотренной в [8 ]), а 
также для задач излучения. Мы лишь предполага­
ли, что решение существует, и что препятствие 
(или излучатель) может быть окружено конечной 
поверхностью. В этом параграфе мы сформули­
руем критерий корректной постановки краевых 
условий на препятствии в задаче рассеяния. Для 
этого получим формулировку баланса энергии 
(см. [II], [5]). В области У  применим формулу
Грина к полному полю Р  и Р и отделим мнимую 
часть. Затем продеформируем поверхность L в 
поверхность рассеивателя ЭQ  и перейдем к преде­
лу R — -  +оэ. Выкладки с использованием тож де­
ства (8 ) повторяют приведенные при выводе ф о р ­
мулы (24). Отличие состоит в том, что теперь 
вклад интеграла по полусфере большого радиуса 
и интеграла по окружности не исчезает. В резуль­
тате получим следующее тождество

Е  = Еа + Еи \  (27)

где Е -  поток энергии, взятый у отраженной вол­
ны, Еп -  поток энергии, поглощаемый препят­
ствием. Eis) -  поток энергии излучения, который 
уносится рассеянным полем. Справедливы ф о р ­
мулы

4я" -----------
Е = - — - м л а д о  У (б 0,0 )),

р0 СОА;
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+ “  J  (F w  + M - l ) d s  ,
апп{: = 0 }

J j i w ,  ф)|2с о х ^ Ш ф  +

+ Х < 2 ; | |¥ Д Ф )|2<ЛР •
j

Здесь п -  нормаль к поверхности препятствия, 
суммирование в последней формуле проводится 
по распространяющимся поверхностным волнам 
(J = 1 и если есть вторая волна / = 2 ). а величины 
Qj приведены в (19)).

5.2. Единственность решения

Пусть условия на препятствии, вызывающем 
рассеяние, таковы , что Еа > 0, то есть препят­
ствие не излучает энергию. Это имеет место, на­
пример, при выполнении условий Дирихле или 
Неймана на Э£2 и условий жесткой заделки w = О, 
^  = 0  на контуре dQ  n  {z =  0 ), вдоль которого тело 
прикреплено к пластине. Тогда тождество (27) 
позволяет доказать единственность решения Р за­
дачи рассеяния. Действительно, предположим 
противное, то есть пусть существуют два реше­
ния Р { и Р2. Тогда их разность Р = Рх-  Р2 является 
решением задачи без падающего поля, то есть с 
А = 0. Тождество (27) позволяет заключить, что по­
ле Р не уносит энергию на бесконечность {Bs) = 0). 
Анализ величин Q ; показывает, что Q} > 0. Тогда 
из £ (л) = 0  следует *г(Ф, <р) = 0  для действительных 
углов. Ввиду аналитичности Ч* = 0 и по формуле
(25) поле Р = 0 при z > z*. В область с < с* поле Р 
продолжается нулем как решение уравнения 
Гельмгольца. Таким образом, Р { = Р2 и тем самым 
поле давления единственно.

Ввиду условий неразрывности единственно и 
поле смещений. Что же касается углов то мож­
но предложить конфигурацию препятствия, до­
пускающую неединственность сдвиговых дефор­
маций. Пусть, например, препятствие вырезает 
на пластине круговой контур радиуса р(), на кото­
ром выполнены условия импедансного типа F = 
= ZjW, М  =  Z„fe. При специальном выборе импе- 
дансов возможно существование ненулевого ре­
шения однородной задачи. Будем искать его в ви­
де Р = 0. w = 0, q = rot(//ec). Подставляя в (1) (2), по­
лучим уравнение для функции и

-  с )А и (х , у) + 9 /?со 
1 2

-K 'G h )u (x ,y )  = 0 .
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Abstract—The three-dimensional problem of the sound wave scattering by a compact obstacle of a general 
form in an Uflyand-Mindlin plate is considered. A formula that expresses the scattering field in terms of the 
analytic continuation of the directivity pattern is derived, and the formulas that describe the coupling of the scat­
tering channels and allow the calculation of the surface wave amplitudes from the residues of the directivity 
pattern are obtained. For the case of nonradiating obstacles, the uniqueness of the solution lo the scattering 
problem in the absence of absorption isestablished. An example of a localized shear wave is considered.

При 0 ()/? со2 < 12k:G имеем экспоненциально убы­
вающее решение, выраж аю щ ееся через функ­
цию Макдональда.

Сила F. отвечающая этому реш ению , тож де­
ственно равна нулю, поэтому Zf  м ож ет бы ть лю ­
бым, а моментный импеданс Zm вы раж ается ф ор­
мулой

S V А, (К3 р0) Ро/

Важно, что этот импеданс вещ ественный. П оэто­
му Eq = 0. Если условие 0 о/?2со2 < 12к2С не выпол­
нена, сдвиговая волна оказы вается убывающей
как 0 ( 1/л/р), а моментный импеданс становится 
чисто мнимым.
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