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С помощью функционального алгоритма Новикова-Гриневича-Манакова, предназначенного для 
восстановления двумерных рассеивателей, сравнивается рассеивающая способность жестких и мяг­
ких цилиндрических рассеивателей. Численным моделированием подтверждается существование 
жесткой взаимосвязи между амплитудой и фазой волны, рассеянной на квазиточечном рассеивате­
ле, а также на рассеивателях с малыми волновыми размерами в виде мягкого цилиндра, мягкой сфе­
ры и воздушного пузырька в жидкости.
PACS: 43.60.Pt, 43.20.Fn

ВВЕДЕНИЕ

Алгоритм Новикова-Гриневича-М анакова 
(НГМ) является строгим функционально-анали­
тическим алгоритмом решения обратной задачи 
рассеяния без привлечения итераций. Он позво­
ляет восстанавливать двумерные рефракционно- 
поглощающие рассеиватели, описываемые функ­
цией v(r), на основе монохроматических данных -  
амплитуды рассеяния /(k , 1) = /(ф , ф'). Значения 
/ ( ф, ф') измеряются (или пересчитываются из экс­
периментальных данных в ближнем поле) для 
всех углов падения ф падающей плоской волны, 
характеризуемой волновым вектором k = [к0, ф) 
(к0 -  волновое число в фоновой однородной непо­
глощающей среде) и всех углов рассеяния ф'; 1 = 
= (&о> ф)- Сущность НГМ-алгоритма со ссылками 
на соответствующие публикации его авторов 
описана в [1], где на моделях акустических иде­
ально жестких (выполняется граничное условие 
второго рода) и мягких (условие первого рода) 
рассеивателей с различными волновыми разме­
рами исследованы пределы практической рабо­
тоспособности данного алгоритма. Показано, что 
алгоритм сохраняет устойчивость, даже когда

норма данных |[Д<р, <р')|| = J j^ tp J ^ < p '|/ (< p , ф’)|2,
являющаяся своего рода характеристикой силы 
рассеивателя, в 10-20 раз превышает пороговое 
значение 1/(Зл), первоначально указанное авто­
рами алгоритма при определении достаточного 
условия сходимости алгоритма. Тем самым, воз­
можно адекватное восстановление даже сильных 
рассеивателей, для которых рассеянное поле со­
измеримо с падающим полем или превосходит его 
в отдельных областях внутри рассеивателя.

Представляемая работа тесно связана с ре­
зультатами исследования работы [1], и, фактиче­
ски, является ее продолжением. Поэтому можно 
посоветовать заинтересованным читателям сна­
чала обратиться к этой публикации [1]. В ней, в 
частности, поясняется, что функция К(г, к) = К(г, ф) 
характеризует обобщенное волновое поле. На 
этапе восстановления значения угловых гармо-

л *

ник этого поля К (г, q), где q -  целочисленный но­
мер гармоники, находятся из системы уравнений, 
линейных относительно неизвестных (несмотря 
на то, что эффекты многократного рассеяния при 
восстановлении учитываются):

оо

X  C (r,q ,q ')k (r ,q ') = D (r,q ).  (1)
q '  =  —сю

Здесь матрица при неизвестных C(r, q4 q)  и правая 
часть D(г, q) предварительно вычисляются (реше­
нием систем линейных уравнений) из данных/(ф, ф’) 
и зависят от этих данных нелинейно, за счет чего 
учитываются процессы многократного рассея­
ния. Тогда искомая функция рассеивателя v(r) в 
любой фиксированной точке г = {х,у \  связана ли-

.Э
fa* +

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ 
РАССЕИВАТЕЛЕЙ С МАЛЫМИ 

ВОЛНОВЫМИ РАЗМЕРАМИ
Самостоятельный интерес представляют ре­

зультаты восстановления алгоритмом Новикова- 
Гриневича-Манакова граничных рассеивателей с 
предельно малыми волновыми размерами к{Уа 1.
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нейно с К (г, q): v(r) -  -k0 î
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Рис. 1. Мягкий рассеиватель цилиндрической формы с волновым размером кф = 0.05; \\f\\ = 2.7/(Зл):
-  центральные сечения рассеивателя, восстановленного при отсутствии шумовых помех с учетом многократных рас­
сеяний v (а) и в приближении Борна vborn (б);
-  центральное сечение результата восстановления в приближении Борна 5-образного (точечного) рассеивателя с еди­
ничной амплитудой, когда данные рассеяния сформированы в том же приближении: } (в).

Далее рассматриваются рассеиватели круговой 
цилиндрической формы с радиусом а. На рис. 1 а и 
2а изображены полученные из алгоритма оценки 
v для мягкого (||/1| ~ 2.7/(Зл)) и жесткого (||/|| ~ 
~ 0.02/(Зл)) рассеивателей, соответственно, с оди­
наковым размером кф = 0.05. Эти оценки имеют 
два важных отличия. Во-первых, амплитуда боко­
вых осцилляций по отношению к амплитуде глав­
ного максимума заметно больше в случае жестко­
го рассеивателя. Это связано с тем, что при дан­
ном размере кф рассеяние на мягком цилиндре 
носит сугубо монопольный характер, а на жест-

х К Г 4

32*/Ао

Рис. 2. Центральное сечение жесткого рассеивателя 
цилиндрической формы с волновым размером кф =
= 0.05 и \Ц'\\ ~ 0.02/(Зл), восстановленного при отсут­
ствии шумовых помех (результаты восстановления 
при учете многократных рассеяний и в приближении 
Борна совпадают).

ком -  монопольно-дипольный [2, 3J. Поэтому для 
жесткого цилиндра относительная доля мощно­
сти поля, рассеянного в обратном направлении и 
направлениях, близких к нему, больше, чем для 
мягкого цилиндра. Как следствие, оценка по 
НГМ-алгоритму, не учитывающая рассеяние на­
зад, приобретает боковые осцилляции, сильнее 
выраженные в случае жесткого цилиндра. Во- 
вторых, абсолютные значения оценки v гораздо 
больше (в 200 раз при рассматриваемом кф) для 
мягкого рассеивателя, чем для жесткого, что свя­
зано с различной силой рассеяния при одинако­
вом волновом размере: нормы ||/ || отличаются 
более, чем в 130 раз. Жесткий рассеиватель, начи­
ная с размера порядка кф = 0.05 и менее, стано­
вится эквивалентным (с точки зрения наблюдае­
мого вне цилиндра рассеянного поля) некоторому 
борновскому рассеивателю, т.е. рассеивателю, не 
порождающему перерассеяния. Другими слова­
ми, оценка vborn в приближен™ однократного
рассеяния совпадает с оценкой v (рис. 2). При 
этом обусловленность всех решаемых систем 
уравнений алгоритма практически равна 1, т.е. 
идеально хорошая. Напротив, борновская оценка
уЫ)ГП мягкого рассеивателя при кф = 0.05 имеет
сильно выраженную мнимую часть (рис. 16), от­
сутствующую в учитывающей перерассеяния 
оценке v (рис. 1а), хотя R e v ^  близка к v . Об­
ратная обусловленность матрицы С(г, </, q)  в (1), 
т.е. отношение абсолютных значений минималь­
ного и максимального собственных чисел данной 
матрицы, составляет ц(г) ~ 0.4-0.5, в зависимости 
от точки восстановления г. При дальнейшем 
уменьшении кф, форма и пропорции оценки v не

АКУСТИЧЕСКИМ ЖУРНАЛ том 55 № I 2009



РАССЕЯН ИЕ НА А КУ СТИ ЧЕСКИ Х  ГРАН ИЧН Ы Х РАССЕИВАТЕЛЯХ 5

изменяются; ее полная ширина по уровню 0.7 со­
ставляет около Ао/4, где А<, -  длина волны в фоно­
вой среде. Эта оценка v , пронормированная на 
свой объем, является некоторой предельной эф­
фективной аппаратной функцией НГМ-алгорит- 
ма. нелинейного относительно данных рассеяния. 
Это связано с тем, что при кф < 0.05 волновые 
размеры рассеивателя столь малы, что такой мяг­
кий цилиндр представляет собой почти “точеч­
ное" препятствие с круговой диаграммой рассея­
ния.

Таким образом, рассеивающая способность 
мягкого цилиндра, по сравнению с жестким, ока­
зывается гораздо больше, при одном и том же 
волновом размере кф 1. Сопоставление сече­
ний рассеяния мягкого (oS0fl) и жесткого (ohard) ци­
линдров с соответствующими радиусами а = и 
а = tfhartl подтверждает этот вывод. Так, при кф <  1

[2]: G^f, ~
па<soft

^0asofl'n
> 0 hard ~ g (V*hard)32ahard-

kna0usofi-
Из условия o S0ft = o hard вытекает соотношение, 
связывающее волновые размеры “эквивалент­
ных” по силе жестких и мягких рассеивателей:

Msoft = ехР

Из (2) следует, что кфsofI« 2.8 х  10-4 при кфша = 0.5; 
Vsoft « 6 х 10-15 при кфЬмЛ = 0.25; кфт(1 = КТ30 при
Mhard я  0.172; кф,ой * 1.3 х 10~89 при кфЬа1й = 0.1. 
При одинаковом сечении рассеяния мягкий ци­
линдр имеет гораздо меньшие размеры. Незначи­
тельное уменьшение размеров жесткого цилин­
дра влечет значительное (на много порядков!) 
уменьшение размеров “эквивалентного" мягкого 
цилиндра. Жесткий цилиндр становится квази- 
борновским при кфЬаrd < 0.05. Мягкий же цилиндр 
не становится квазиборновским ни при каких фи­
зически реализуемых размерах. Действительно, 
уже при кфЪат6 = 0.167 вытекающий из (2) размер
мягкого цилиндра кф^ь = 10~32 выходит на уровень, 
соответствующий (при скорости =1500 м/сек и ча­
стоте =1 МГц) планковскому размеру 10"35 м. При 
этом ненулевое значение Imvborn в борцовской 
оценке мягкого рассеивателя с кф^й = 10"30 все 
равно присутствует (рис. 3), свидетельствуя о на­
личии процессов “перерассеяния". Одновремен­
но, оценка v того же мягкого цилиндрического 
рассеивателя по НГМ-алгоритму является чисто 
действительной величиной, практически совпада­
ющей, при данном кфюп* с функцией Re v ^ ,,. От­
сутствие Im v означает, что даже в случае чрезвы­
чайно малых, физически принципиально нереа­
лизуемых, волновых размеров рассеивателей.

х 1 (Г3

Р ис. 3. Центральное сечение мягкого рассеивателя 
цилиндрической формы с волновым размером к ф  =

= КГ30 и \[f\\ ~  0.14/(3л), восстановленного при отсут­
ствии шумовых помех в приближении Борна vborn;
оценка v при учете многократных рассеяний имеет 
Rev =Revborn,Imv =0.

НГМ-алгоритм способен учесть процессы пере­
рассеяния, происходящие на расстояниях, на 30 по­
рядков (!) меньших т.е. далеко за пределами 
реальной разрешающей способности алгоритма. 
Этот факт объясняется строгостью математиче­
ского аппарата алгоритма. Однако даже при та­
ких предельно малых размерах мягкого рассеива­
теля норма данных |[/|| = 0 .14/(Зл) и амплитуда 
оценки v оказываются на порядок больше, чем в 
случае квазиборновского жесткого рассеивателя 
с кф = 0.05 (рис. 2). С другой стороны, при одном 
и том же размере а жесткий цилиндр является го­
раздо более слабым, чем мягкий, причем это раз­
личие в силе рассеивателей проявляется тем силь­
нее, чем меньше их размер. Так, жесткий рассеи­
ватель при кф = 10~30 имеет норму данных \\f\\ =
= 8.2 х 10^°/(37С). Его оценка v , совпадающая с 
у Ы ) т , в т о ч н о с т и  повторяет форму и пропорции 
оценки для жесткого рассеивателя при кф = 0.05 
(рис. 2), однако амплитуда оценки v составляет 
= 1.5 х 10-61.

Интересно сопоставить приведенные резуль­
таты сравнения волновых размеров мягкого и 
жесткого двумерных рассеивателей с результата­
ми в трехмерном случае. Так, сечения рассеяния 
для мягкой и жесткой сфер с радиусами а = asof, и 
а = ahard, соответственно, составляют при кф <  1
[2]: Gsof, « 4%asoft; ohar(l « (1/9)(кфша)4паЫт1. Из 
условия oS0ft = a hard следует связь: кфмГ1 =
= ( T 7 /6 ) ( ^ hard)3. Тогда кфтй = 5.5 х 10“2 пари 
кф hard = 0-5; Vsofi “  4.4 х 10-1 при кфЫп] = 0.1;
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Assort = 4.4 х КГ16 при k0ahaid = 10"5; и, наконец, уро­
вень планковского размера £0asof, = Ю“32 достига­
ется при &0ahard = 3 х 10"". Таким образом, при 
уменьшении волнового размера жесткой сферы, 
соответствующий волновой размер мягкой сфе­
ры уменьшается гораздо быстрее, но кубическо­
му закону k{yaso(l ~ (Mhard)3* хотя эта зависимость и 
не столь резкая, как в двумерном случае.

РАССЕЯНИЕ НА ТОЧЕЧНОЙ 
НЕОДНОРОДНОСТИ 

И НЕОДНОРОДНОСТИ С МАЛЫМИ 
ВОЛНОВЫМИ РАЗМЕРАМИ 

МОНОПОЛЬНОГО ТИПА

Проблема рассеяния на точечной неоднород­
ности привлекала внимание исследователей в об­
ласти квантовой теории рассеяния [4), а в настоя­
щей работе рассматривалась в связи с анализом 
акустического рассеяния на объектах с малыми 
волновыми размерами, на границах которых вы­
полняется граничное условие 1 -го рода. Вопрос о 
точечном рассеивателе интересен по нескольким 
причинам. Во-первых, как будет показано, про­
цесс рассеяния на точечном рассеивателе всегда 
сопровождается многократным рассеянием, что 
интересно уже само по себе. Во-вторых, НГМ-ал- 
горитм учитывает многократные рассеяния, что 
делает процедуру восстановления нелинейной от­
носительно экспериментальных данных. В связи с 
этим вопрос о виде аппаратной функции данного 
алгоритма более сложен, чем в системах с линей­
ной обработкой. В-третьих, алгоритм не учиты­
вает рассеяние назад. Поэтому точечный рассеи­
ватель, одинаково рассеивающий во всех направ­
лениях, может служить иллюстрацией характера 
и степени тех искажений результата восстановле­
ния, которые вызваны присутствием рассеяния 
назад.

При к{)а < 0.05 волновые размеры рассеивателя 
столь малы, что акустически мягкий цилиндр яв­
ляется как бы “квазиточечным” препятствием с 
круговой диаграммой рассеяния. При этом оцен­
ка такого рассеивателя в приближении однократ­
ного рассеяния vborn оказывается комплексной
величиной. Можно полагать, что функция vborn (г) 
эквивалентна оценке эффективного квазиточеч- 
ного слабого (борновского) комплексного рассе­
ивателя. Этот комплексный рассеиватель создает 
то же самое рассеянное поле, что и мягкий ци­
линдр, но только за счет однократного рассеяния. 
В связи с этим возникает возможность проверить 
существование взаимнооднозначной связи между 
амплитудой и фазой волны, рассеянной на мяг­
ком рассеивателе с малыми размерами. Суще­
ствование жесткой аналитической связи между 
амплитудой и фазой волны, рассеянной на аку­

стической “точечной" неоднородности (6-образ­
ном рассеивателе -  достаточно сильном рассеива­
теле с исчезающе малыми размерами), было ра­
нее показано теоретически в [5]. Вывод следовал 
как из общих соотношений для волновых полей 
(уравнений Марченко-Ньютона-Роуза), так и не­
посредственно из выражения для поля, рассеян­
ного на неоднородности скорости цилиндриче­
ской формы с малыми волновыми размерами. 
Было показано, что в случае 6-образного рассеи­
вателя с произвольной амплитудой v5(r) -  5(г -  г0), 
находящегося в точке г(), вторичные источники 
v5(r)w(r, а), возбуждаемые падающим полем м0(г, а) 
в области рассеяния, в приближении монопольно­
го характера рассеяния можно представить в виде:

v s(r)w(r, а )  = р 5 ( г - г 0)и0(г, а ) , (3)

где а  -  индекс, описывающий параметры падаю­
щего поля (его конфигурацию и частоту, положе­
ние источника); и(г, а) -  полное поле, сформиро­
ванное в результате рассеяния. Оказывается, что 
процессы рассеяния запаздывающих и опережа­
ющих волн протекают различно, хотя между ни­
ми существует взаимосвязь. Однако для обоих 
этих типов рассеяния эффективный множитель р 
оказывается комплексной величиной. Это озна­
чает, что в “точечной” области рассеяния имеют 
место процессы перерассеяния, для описания ко­
торых не достаточно первого приближения Бор­
на. В то же время, такой рассеиватель можно све­
сти к квазиборновскому путем введения множи­
теля р, учитывающего все внутренние процессы 
рассеяния на 5-рассеивателс. Значение р характе­
ризует амплитуду и фазу вторичного источника, 
который возбуждается внешним полем, падаю­
щим на точечную неоднородность. Другими сло­
вами, р является перенормированным коэффици­
ентом пропорциональности между значением ам­
плитуды вторичного источника, порождаемого 
внешним полем в точке г0, и локальным значени­
ем этого поля. Тогда в уравнении Липпмана- 
Швингера

и(г, а )  = и0(г, а )  +

+ | с 0( г - г 'Д 0М г > ( г ' ,  a)dr’ Vr

соотношение (3) позволяет учесть эффекты пе­
рерассеяния для точечного рассеивателя v(r) = 
= vs(r) ~ 6(г -  г0) в форме сдвига фазы, описывае­
мого комплексным коэффициентом р:

и(г, а )  = и0(г, а )  + G0(r  -  г0, £0)|3и0(г0, а )  Vr, (4)

где G0 -  классическая функция Грина однородной 
безграничной непоглощающей среды с волновым 
числом к0. Из (4) следует, что Р однозначно харак­
теризует амплитуду и фазу рассеянной на точеч­
ной неоднородности волны.
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Множитель р = |р|ехр(/ф) отражает в себе при­
сутствие реальных процессов перерассеяния. Его 
фаза ф и модуль |р оказываются жестко связан­
ными [5]. Так, для физически реализуемых запаз­
дывающих волновых полей при используемой да­
лее временной зависимости ~ехр(-/со/) эта связь 
имеет вид:

sinф = - |р |/4 ,  или |р|2 + 41т(р) = О 
в двумерном случае;

(5)

sin ф = - ipi 4п.. -, или |р|2 + -p lm (p ) = О
(4п/к0) IKI к0 (6)

в трехмерном случае

Зависимость, аналогичная (6), вытекает также из 
выражения (4) и соотношения, полученного в [4] 
для пространственного фурье-образа рассеянно­
го поля при анализе квантовомеханической зада­
чи рассеяния на сингулярном 6-образном потен­
циале в уравнении Шредингера. Тем самым, связь
(5), (6) является строгим и чисто классическим 
аналогом результата, полученного Л.Д. Фаддее- 
вым для 5-рассеивающих потенциалов в кванто­
вой механике. Ее существование подтверждается 
далее численным анализом аппаратной функции 
НГМ-алгоритма. В силу исчезающе малых разме­
ров рассеивателя, соотношения (5), (6) справедли­
вы для любой конфигурации падающего поля с 
радиусом кривизны волнового фронта, много 
большим длины волны.

Множитель Р, для которого проверялось вы­
полнение соотношения (5) в случае акустически 
мягких цилиндрических рассеивателей при кф 1 
(рассеяние на таких цилиндрах носит монополь­
ный характер), можно рассчитать следующим об­
разом. Рассматривается модельная задача рассея­
ния на точечной двумерной неоднородности с
единичной амплитудой у§1} ( г )  = 5(г -  г0), для кото­
рой прямая задача строго решается в приближе­
нии однократного рассеяния:/ ( ф, ф') = / § '  (ф, ф') =

= —Ц  при г о = 0, w0(r, а )  = и0( г, k) = ехр(/'кг). То-
(2тс)2

гда в (3): (г)и(г, а )  = v8 ((г)и0(г, а ), откуда Р =

= Рб'1 = 1 в этом случае. Решение обратной задачи 
в том же первом борновском приближении по
данным /§ 1}(ф, ф’) дает оценку Vgl)(r) (рис. 1в).
С другой стороны, борновская оценка (г)
мягкого цилиндра (полученная при таком же па­
дающем поле на основе строгих данных рассея­
ния, в которых играют роль процессы перерассе­
яния) оказывается комплексной величиной:

рис. 1 б, кф = 0.05. Тогда для данного цилиндриче­
ского рассеивателя:

причем это отношение не зависит от г, поскольку 
все три функции vg’/m axvs1, Revbom/rnaxRevboni

Г  Г

и -Im vborn/max|Imvborn| , нормированные на свое
г

максимальное значение, совпадают.
Расчет из (7) значений |Р| и Бшф = 1тр/|р | для 

мягких цилиндрических рассеивателей с различ­
ными малыми волновыми размерами показал, 
что взаимосвязь (5) выполняется практически с 
машинной точностью. Так, при кф = 0.005: |р| = 
= 1.114533676. -4 зтф  = 1.114533646 (отличие в 
9-ом знаке); при кф = 0.05 : |Р| = 1.80286786, 
-48шф = 1.80286798 (отличие в 8-ом знаке). При 
кф = 0.5 уже появляется отклонение характера 
рассеяния от монопольного, и понятие множи­
теля р, определяющего правую часть соотноше­
ния (3), теряет смысл, поскольку требуется учет 
составляющих рассеянного поля более высокого 
порядка, чем монопольное рассеяние.

Надо заметить, что множитель р можно так­
же рассчитать непосредственно из (4), подстав­
ляя аналитическое значение рассеянного поля 
wsc(r, а) = и(г, а) — н0(г, а) в монопольном при­
ближении. Поскольку значение р не зависит от 
положения центра рассеивателя г0, то далее вез­
де полагается г0 = 0, u0(r0, а) = exp(/kr0) = 1; зна­
чения usc приведены в [2]. Для мягкого двумер­
ного цилиндра при кф <  1 и любого k: Msc(r, а) =

= M r ,  к) -  Мкф)Н{)° (*о|г \)/Н(01) (кф); С0(г, =

= —(г/4) / / q1 } (̂ но|г|), где У0, Н(01) -  функции Бесселя и 
Ханкеля (1-го рода) нулевого порядка. Тогда из
(4) вытекает: Р = - 4 и 0(кф)/Н{01} (кф), ImP =

= -4]1(кф)/\Н(01) (кф)\2, и, следовательно, взаимо­
связь (5) строго выполняется. Аналогично в трех­
мерном случае для рассеяния на абсолютно мяг­
кой сфере радиуса а (кф <  1): msc(г, к) ~ 
~ -sin(feoa)exp{M|r| -а)}/[к$\г\]. Подстановка в (4)

с учетом G0(r, к0) = ехр(/£0|г|) дает: р =

= ^  (кф)ехр(-1кф), Imp = sin2(кф), т.е. имеет
ко к0

место взаимосвязь (6). Соотношение (6) также 
удовлетворяется и в случае монопольного резо­
нансного рассеяния на газовом пузырьке радиуса 
а (кф <  1), колеблющемся в жидкости с плотно­
стью ро и скоростью звука с0. При этом моно-

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 55 № 1 2009



8 БАДАЛЯН и др.

г\(х; у = 0)

Рис. 4. Сильный точечный рассеиватель (|(3| = 3.9, ф = -77.16°):
-  центральное сечение действительной (толстая линия) и мнимой (тонкая линия) части результата восстановления с 
учетом многократных рассеяний (а) и в приближении Борна (в);
-  значения обратной обусловленности в центральном сечении (б).

польное рассеяние на несколько порядков силь-
. . ,  exp(i*0|r|)нее дипольного: wsc(r, к) « А ---—г-; , где Л =

*о1г1
К а  I Зк= ---------- --------------, cores = I—— -  резонансная

(cores/co) - 1  - i k 0a А/я р0
частота, к -  модуль сжатия газа в пузырьке. Дан­
ное выражение для corcs приведено в предположе­
нии, что газ внутри пузырька описывается линеа­
ризованным адиабатическим уравнением состоя­
ния, а влиянием лапласовского капиллярного 
давления можно пренебречь (т.е. при соблюдении 
условия кф <  1 радиус пузырька все же не слиш­
ком мал). Из подстановки wsc в (4) следует: р = 
= - 4пА/к0, и связь (6) остается в силе. Учет капил­
лярного давления изменяет только cores и не при­
водит к нарушению (6).

Интересно сопоставить приведенные резуль­
таты, полученные для акустически мягких неод­
нородностей малых волновых размеров, с резуль­
татами восстановления модельного точечного 
рассеивателя vs(r) ~ 5(г -  г0). Подстановка в (4) 
асимптотического выражения для wsc(r, к) = и -  и0 
в двумерном случае

M r ,  к )  = -njn(i  + /)

х /(к, , -  * $  ♦

ехр(/*0|г|)
X

|г  ——► ОО

р
(2л)

V(p, <р\

При этом амплитуда |(3| и фаза ф коэффициента 
рассеяния Р подчиняются связи (5). Результат вос­

становления точечного рассеивателя с |р| = 0.1, 
ф = -1.43° по данным/§ на основе НГМ-алгоритма
v = v5, т.е. с учетом перерассеяний, близок по
форме и величине к результату аналогичного 
восстановления двумерного мягкого рассеивате­
ля цилиндрической формы с предельно малыми 
волновыми размерами к0а = 10~30 (рис. 3). Следо­
вательно, это несильный точечный рассеиватель. 
Однако процессы “перерассеяния” все же замет­
ны, поскольку борновская оценка данного рассе­
ивателя v M  = v6 bom содержит ненулевую мни­
мую часть, отсутствующую в оценке v§, получен­
ной с учетом перерассеяний. Рассеиватель с |р| = 
= 1.7, ф = -25.15° относится к рассеивателям сред­
ней силы. Восстановленные значения v8 близки к
случаю двумерного мягкого рассеивателя цилин­
дрической формы с размером кф = 0.05 (рис. 1а, б). 
Здесь процессы “перерассеяния” существенны, 
поскольку борновская оценка v6 born заметно от­
личается присутствием мнимой части от резуль­
тата его восстановления на основе НГМ-алгорит­
ма. Для сильного точечного рассеивателя с |(3| = 
= 3.9, ф = -77.16° (рис. 4) уже заметно отличие 
формы воспроизведенной функции v6 от преды­
дущих случаев |(3| < 1.7. У борновской оценки 
(рис. 4в) увеличивается амплитуда ложной мни­
мой части Imv5 born, а амплитуда Rev5 bom, наобо­
рот, становится существенно меньше, чем ам­
плитуда v5. Предельно сильный рассеиватель,
который еще восстанавливается достаточно 
устойчиво НГМ-алгоритмом, характеризуется 
|Р| = 3.999, ф = -88.72°. При |р| = 3.999999 (это зна­
чение уже предельно близко к максимально допу­
стимому |р | = 4), ф = -89.96° устойчивость оцен-
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Рис. 5. Сильный точечный рассеиватель (|р| = 3.999999, ф = -89.96°), иллюстрирующий границы работоспособности 
алгоритма Новикова-Гриневича-Манакова. Содержание графиков аналогично рис. 4.

ки v6 утрачивается даже при отсутствии шумовых
помех в данных рассеяния (рис. 5). Критерием 
устойчивости решения служат значения обратной 
обусловленности т](г) матрицы C(r, q, q)  при не­
известных А'(г, q)  системы (1), приведенные на 
рисунках 46, 56. Чем сильнее точечный рассеива­
тель, тем хуже обусловленность. При возникно­
вении неустойчивости, значения Т|(г) в соответ­
ствующих точках г падают до =10~5 (рис. 56), так 
же как и при восстановлении граничных рассеи­
вателей [1].

Итак, благодаря учету перерассеяний на этапе 
восстановления точечного рассеивателя, резуль­
тат восстановления v6(r) оказывается действи­
тельной функцией. В то же время, результат вос­
становления этого же рассеивателя в приближе­
нии Борна v5 born(r) всегда является комплексной 
величиной, даже при самых малых значениях |($|. 
Это подтверждает, что точечный рассеиватель 
обязательно создает эффекты перерассеяния 
собственного ближнего ноля, и никогда не стано­
вится слабым рассеивателем.

Рассеяние на мягких рассеивателях с малыми 
волновыми размерами реализует и иллюстрирует 
реальное существование жесткой взаимосвязи 
между амплитудой и фазой волны, рассеянной 
квазиточечным рассеивателем. В случае рассеи­
вателя, близкого к 8-образному (в виде сильной 
неоднородности с исчезающе малыми размера­
ми), факт существования связи между амплиту­
дой и фазой рассеянного сигнала означает, с фи­
зической точки зрения, что процесс перерассея­
ния может происходить внутри и в окрестности 
очень малой неоднородности. Однако для абсо­
лютно мягких рассеивателей внутреннее давле­
ние и внутреннее поле равны нулю, поэтому 
процессы перерассеяния внутри рассеивателя

отсутствуют. Тогда в этом случае механизм реа­
лизации универсальной связи между амплитудой 
и фазой можно объяснить лишь процессами ди­
фракции, происходящими во внешнем, относи­
тельно мягкого рассеивателя, поле, в сочетании с 
процессами перерассеяния на границе этого рас­
сеивателя, происходящими на ничтожных про­
странственных масштабах.

Модель исчезающе малого рассеивателя вы­
явила интересное и важное свойство НГМ-алго- 
ритма -  способность (ввиду математической стро­
гости алгоритма) находить такие черты рассеива­
теля, которые проявляются на расстояниях, 
заведомо много меньших потенциальной разре­
шающей способности любого из методов рекон­
струкции. Используется, таким образом, не раз­
решающая способность, а строгость метода, поз­
воляющая найти решение в виде действительной 
функции рассеивателя в области, в которой “раз­
глядеть" эти свойства невозможно.

Полученный результат фундаментального ха­
рактера -  однозначная связь амплитуды и фазы 
поля, рассеянного от квазиточечного рассеивате­
ля -  может быть применен на практике для кон­
троля качества решения (т.е. качества восстанов­
ления исследуемого объекта), обеспечиваемого 
тем или иным алгоритмом томографирования, в 
котором экспериментально измеряемые данные 
рассеяния обрабатываются нелинейным образом 
для учета процессов перерассеяния. А именно, 
высокое качество восстановления, свидетель­
ствующее об адекватности алгоритма, имеет ме­
сто, если аппаратная функция этого алгоритма 
оказывается действительной величиной при пол­
ных данных рассеяния. Другими словами, алго­
ритм, адекватно учитывающий процессы пере­
рассеяния, должен восстанавливать точечную не­
однородность как действительную хорошо 
локализованную функцию. При этом в качестве
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тестовых данных может служить рассеянное поле 
от точечной неоднородности, рассчитанное тео­
ретически согласно найденному соотношению.

Настоящая работа выполнена при поддержке 
гранта Президента РФ № НШ-2906.2008.2 и гран­
та № 07-02-00239 Российского Фонда Фундамен­
тальных Исследований.
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