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Приведены результаты экспериментальных и теоретических исследований низко-частотных эф ­
фектов амплитудно-зависимого внутреннего трения (нелинейных потерь и сдвига резонансной ча­
стоты) и генерации высших (второй и третьей) гармоник в стержневом резонаторе из карельского 
гранита. Аналитическое описание наблюдаемых эф ф ектов проведено в рамках феноменологиче­
ских гистерезисных уравнений состояния, содержащих упругий и неупругий гистерезисы. Показано, 
что при малых амплитудах деформации проявляется упругий кубический гистерезис, а при больших -  
имеет место суперпозиция квадратичных упругого и неупругого гистерезисов, определены их отно­
сительные веса и эффективные параметры акустической нелинейности гранита.
PACS: 43.25.Ва, 43.25.Dc

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время высокая (или сильная) аку­
стическая нелинейность многих микронеодно- 
родных (или мезоскопических) твердых тел, в 
частности, поликристаллических горных пород и 
металлов, является надежно установленным, бес­
спорным и общепризнанным фактом [1-6]. Тем 
не менее, проведение экспериментальных и тео­
ретических исследований нелинейных волновых 
процессов в подобных средах будет, по-видимому, 
и актуально и необходимо всегда (или, по крайней 
мере, пока в наличии будут образцы еще неиссле­
дованных природных и искусственных материа­
лов). Это связано с тем, что, во-первых, акустиче­
ская нелинейность микронеоднородных твердых 
тел значительно превышает нелинейность одно­
родных материалов, во-вторых, “акустическое 
поведение” таких сред (количество которых 
практически безгранично), как правило, индивиду­
ально и не соответствует каноническим уравнени­
ям “классической” нелинейной (пяти- или девяти­
константной) теории упругости |7-9] и, в-трстьих, 
представление об акустической нелинейности 
конкретного микронеоднородного твердого тела 
можно получить только на основе результатов 
детальных экспериментальных исследований в 
нем нелинейных акустических эффектов (НАЭ). 
Анализ результатов таких исследований позволя­
ет, в принципе, построить реологическую модель 
исследуемой среды и реконструировать ее урав­
нение состояния, а также определить эффектив­
ные параметры нелинейности этого уравнения, 
зависимость их от частот взаимодействующих 
волн и т.д., что, несомненно, необходимо для раз­

вития нелинейных методов диагностики. Следует 
также отметить, что, согласно [10, 11], изучение 
“необычных нелинейных эффектов при распро­
странении волн в геофизических структурах” от­
носится к одной из пяти актуальных проблем со­
временной нелинейной акустики.

Как известно [12-16], акустическая нелиней­
ность поликристаллических твердых тел связана 
с наличием в их структуре различных дефектов 
(вакансий, примесных и межузельных атомов, 
дислокаций, границ зерен, трещин и т.д.), движе­
ние и взаимодействие которых является причиной 
нелинейного амплитудно-зависимого внутреннего 
трения (АЗВТ). Дислокационный механизм нели­
нейности таких поликристаллов приводит к про­
явлению в них разнообразных НАЭ, в связи с чем 
исследование этих эффектов позволяет глубже 
понять физику явления АЗВТ. В относительно 
низкочастотном (НЧ) диапазоне акустическая не­
линейность подобных сред, как правило, проявля­
ет гистерезисные свойства, поэтому одной из ос­
новных задач аналитического описания НЧ нели­
нейных волновых процессов в таких средах 
является адекватный выбор гистерезисного урав­
нения состояния исследуемой среды [17-19]. Не­
смотря на то, что применение гистерезисных 
уравнений для описания нелинейных процессов в 
средах с несовершенной упругостью [20] уже дав­
но не вызывает сомнений, правомерность, одно­
значность и адекватность такого выбора до сих 
пор представляет довольно сложную и актуаль­
ную проблему. Так, например, в работе [18], в ка­
честве характерного признака, способствующего 
отличить различные (симметричные) виды аку-
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стических гистерезисов, предлагалось рассматри­
вать параметр г, равный отношению амплитудно­
зависимых дефекта модуля упругости и декре­
мента затухания. Для различных моделей гисте­
резисов (трения и отрыва [17] или упругого и не­
упругого [19]) это отношение не зависит от ам­
плитуды деформации 112], а для симметричных -  
параметр г изменяется в пределах нескольких 
единиц, что, казалось бы, может быть вполне ин­
формативным идентификатором формы гистере­
зиса. Однако экспериментальные исследования 
эффектов АЗВТ во многих поликристаллических 
твердых телах, а также более тонких эффектов 
проявления гистерезисной нелинейности (напри­
мер, генерации высших гармоник), свидетель­
ствуют о том, что гистерезисные уравнения со­
стояния этих материалов, как правило, несиммет­
ричны, при этом диапазон изменения параметра г -  
весьма неопределен и поэтому предложенный в 
работе [18] критерий часто не работает. В работе
[19], для определения вида гистерезиса, кроме 
традиционно изучаемых эффектов АЗВТ -  де­
фекта модуля и декремента затухания, предлага­
лось исследовать амплитудные зависимости дру­
гих НАЭ, в частности генерации высших гармо­
ник. В недавней работе [21], на основе анализа 
амплитудных зависимостей НАЭ в известняке 
удалось показать, что упругий гистерезис самосо­
гласованным образом описывает результаты экс­
периментов, а неупругий гистерезис для их объяс­
нения не пригоден.

Настоящая работа посвящена определению 
уравнения состояния твердого тела, обладающе­
го гистерезисной нелинейностью. Поставленная 
задача решается на основе анализа результатов 
экспериментальных и теоретических исследова­
ний НЧ волновых процессов, связанных с прояв­
лением амплитудно-зависимого внутреннего тре­
ния и генерации высших гармоник в стержневом 
акустическом резонаторе из карельского гранита 
Питкяранта. Аналитическое описание наблюдае­
мых нелинейных эффектов проводится в рамках 
феноменологических уравнений состояния, со­
держащих упругий и неупругий гистерезисы [19]. 
Из сравнения теоретических расчетов с экспери­
ментальными результатами показано, что урав­
нение состояния гранита определяется суперпо­
зицией этих гистерезисов, при этом определены 
их относительные веса и эффективные парамет­
ры нелинейности гранита.

УСЛОВИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА
Эксперимент проводился со стержневым резо­

натором, изготовленным из гранита: длина 
стержня L = 35 см, его сечение -  квадрат со сторо­
ной 1.6 см. Плотность гранита составляла около 
2.75 гр/см3 (±1%). Измерения проводились при 
комнатной температуре, по стандартной схеме,

подробно описанной, например, в работах [1-3, 
21]. Исследуемый стержень является акустиче­
ским резонатором с почти жесткой и мягкой гра­
ницами, первые собственные частоты которого 
определяются выражением Fp = (2р -  1)C()/4L, где 
С0 -  фазовая скорость НЧ продольной волны в 
стержне, р -  номер моды. Погрешности измере­
ния частот и амплитуд НЧ акустических волн со­
ставляли соответственно ±5 х 104 Гц, ±5 х 10~2 Дб. 
Резонансные частоты Fp и добротности Qp для 
первых трех продольных мод резонатора при ма­
лой амплитуде его возбуждения, когда нелиней­
ные эффекты не наблюдались, составляли соот­
ветственно: F, = 3820 Гц, F2 = 10220 Гц, F3 = 
= 17200 Гц и (?i = 255, Q2 = 238, (2з = 273. Резонанс­
ной частоте первой моды такого резонатора со­
ответствует С0 = 5.3 х К)5 см/с.

ЭФФЕКТЫ АЗВТ И ГЕНЕРАЦИЯ ВЫСШИХ 
ГАРМОНИК НЧ ВОЛНЫ

В этом эксперименте исследовались НЧ эф­
фекты АЗВТ, обусловленные гистерезисной не­
линейностью гранита: нелинейные потери и сдвиг 
резонансной частоты, а также генерация второй и 
третьей гармоник волны накачки [1-3, 21]. Для 
этого в резонаторе возбуждались НЧ акустиче­
ские колебания на частоте F, близкой к частоте Fp 
одной из первых трех его продольных мод, и изме­
рялись амплитудные зависимости нелинейных 
сдвига резонансной частоты AFnl = F -  Fp < 0 и ко­
эффициента затухания р„,, а также амплитуд вто­
рой и третьей гармоник. На рис. 1 приведены за­
висимости амплитуды деформации гт стержня (в 
резонансе) от амплитуды электрического напря­
жения U на излучателе накачки при возбуждении 
резонатора на первых трех продольных модах. Из 
этого рисунка видно, что при увеличении ампли­
туды возбуждения резонатора зависимости £„, = 
= £m(U) становятся нелинейными; это свидетель­
ствует о наличии амплитудно-зависимых потерь. 
На рис. 2а,б представлены графики зависимостей 
относительных модуля нелинейного сдвига резо­
нансной частоты \AFni/Fp\ и коэффициента нели­
нейного затухания \ l j \ i p от гт, где £1р = 2nFpi [ip = 
= (ClpQp)~\ р  = 1,2, 3. Относительный коэффици­
ент нелинейного затухания определялся по фор­

муле: Vnl Zm\U .—  ——  1, описывающей отклонение 
Ет У\

наблюдаемой зависимости гт = £m(U) на рис. 1 от 
линейной, проведенной через начальные экспе­
риментальные точки (t/,, £mI), соответствующие 
малым амплитудам возбуждения резонатора, ко­
гда эффекты АЗВТ пренебрежимо малы и 8т~ U 
[2, 3]. Из рис. 2 следует, что, во-первых, зависи­
мости ДFni/Fp и | о т  £т не зависят от частоты Fp 
возбуждения резонатора (для первых трех мод).
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Р и с . 1. З а в и с и м о с т ь  а м п л и т у д ы  в о л н ы  в  р е з о н а т о р е  
о т  а м п л и т у д ы  н а п р я ж е н и я  н а  и з л у ч а т е л е  н а к а ч к и  (в  
д Б  о т н о с и т е л ь н о  1 м к В ) .  П р я м а я  л и н и я  с о о т в е т с т в у е т  
з а в и с и м о с т и  г т  ~  U.

и, во-вторых, в зависимостях этих параметров от 
амплитуды возмущения можно выделить два 
диапазона: первый (I) диапазон-е„< 8*  = 2 х 10-6,
где ДFJFP ~  е;„, |а„,/ц„ ~ е 2т , и второй (И) -  гт > е* 
где AFJFp ~ £,„, ~ £„,. Очевидно, что для каж-
дого диапазона отношение нелинейных дефекта 
модуля упругости и декремента затухания, т.е. па-

(\AF„i/Fp\\
раметр г{2 -  I ~ ~ — — , не зависит от ампли-

V Z l l r  p \ l n i  у  I 2

туды 8m, при этом г, = 4.7, а г2 = 3.3. Наличие оди­
наковых амплитудных зависимостей сдвига резо­
нансной частоты и нелинейных потерь (в каждом 
диапазоне) свидетельствует о проявлении гисте­
резисной нелинейности исследуемого образца 
12-17], причем, если для первого диапазона эта 

нелинейность должна быть кубичной, то для вто­
рого — квадратичной.

Далее, при достаточно сильном возбуждении 
резонатора (при гт > 3 х  10-6, т.е. во втором диапа­
зоне) наблюдалась эффекты генерации второй и 
третьей гармоник частоты накачки. На рис. 3 
приведен график зависимостей амплитуды сме­
щения U2(L) свободного торца стержня на часто­
те второй гармоники и амплитуды деформации е3 
на частоте третьей гармоники от амплитуды де­
формации гт на первой моде (в резонансе). Из 
этого рисунка видно, что зависимости U2(L) и е3
от ет близки к  квадратичной: U2(L)9 е3 ~ г2т; это

20!g(A F nl/ F p)

201g(H„,/|y

Р ис. 2. Зависимости относительных нелинейных 
сдвига резонансной частоты (а) и коэффициента за­
тухания (б) от амплитуды волны в резонансе. Прямые

2линии соответствуют зависимостям: I -  A F n// F p  ~  г т , 

Ии//Му> ~  £т  > 11 “  b F n l № p  ~  г т> V n l f c p  ~  е т -

также свидетельствует о проявлении (во втором 
диапазоне) квадратичной гистерезисной нелиней­
ности исследуемого образца гранита [1].

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ НАЭ 
В РАМКАХ УПРУГИХ ГИСТЕРЕЗИСОВ
Попытаемся аналитически описать и объяс­

нить обнаруженные амплитудные зависимости
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U2, см е3

Cm

Рис. 4. Квазистатические зависимости о  = о(£, signs, £ ) 
для упругих гистерезисов (1), (2) при малых ( г т  < £* - 1) 
и при больших (£т  > £* -  II) амплитудах деформации.

Р ис. 3. Зависимости амплитуды смещения (/2 свобод­
ного торца стержня на частоте второй гармоники (/) 
и амплитуды деформации £3 на частоте третьей гар­
моники (2) от амплитуды г т . Прямые линии соотвст-

гг 2ствуют зависимостям: и 2, £3 ~ е т  .

НЧ эффектов АЗВТ и генерации второй и тре­
тьей гармоник сначала в рамках уравнения состо­
яния, содержащего упругий гистерезис [19], каче­
ственно аналогичный дислокационному гистере­
зису Гранато-Люкке [12, 17, 18]:

<?(£, signe, е) = £ [ £ - / ( £ ,  signe) ] + ape , (1)

1
п

/ (£ , signs) =

у ,е", £ > 0, £ > 0;

(Yi + Y’)6™- 'е _ Y2e"> £ > 0 , £ < 0 ;

—у 3£л, £ < 0 , £ < 0;

-(-1)"(Y3+Y4)6m’ 'e + Y4en. е<0,  е>0.

( 2)

где а , е, ё -  продольные напряжение, деформа­
ция и скорость деформации стержня, £  -  модуль 
Юнга, /  = /(е , signe) -  гистерезисная функция,
1/е(е, sign в )| <  1, у,_4 -  параметры гистерезисной 
нелинейности, €т  = € т ( х )  -  локальная амплитуда 
деформации, ет < |eth |, e,h -  предел текучести, при 
превышении которого в твердом теле возникают 
необратимые пластические деформации и проис­
ходит его разрушение (для многих материалов 
|e,h| > 10'4-10 3), a  -  коэффициент вязкости (а  =
= С о /QpQpX р -  плотность, « = 3 -  для первого диа­

пазона и п = 2 -  для второго, |Yi_4€^~ 11 1, |у,^| 1.

(Здесь используется одна и та же индексация па­
раметров у,_4 при ет < е* и г т > £*, но, конечно,
значения этих параметров в различных диапа­
зонах различны.) Для такого гистерезиса, в ква­
зистатике, когда а р |ё | Е |/(£, signe)|, имеем:
о(£, signё , ё )  = 0 при £ = 0 (рис. 4), поэтому мы 
его называем упругим.

Отметим, что гистерезисные уравнения состо­
яния вида (1), (2) характерны для многих микро- 
неоднородных сред с несовершенной упругостью 
в области достаточно низких частот, когда релак­
сационные (а уж, тем более, резонансные) свой­
ства дефектов среды не проявляются, при этом ее 
нелинейность является безинерционной. Эти 
уравнения имеют большую область применимо­
сти, чем общепринятое уравнение пятиконстант­
ной теории упругости [8, 9], поскольку уравнение 
пятиконстантной теории можно получить (как 
частный случай) из уравнений (1), (2), полагая в 
них a  = 0 (т.е. рассматривая среду как идеальную), 
и yi = —у2 = -Уз = у4 = у -  в этом случае гистерезис 
исчезает и остается только квадратичная упругая 
нелинейность. Обратное же утверждение невер­
но, т.е. из пятиконстантной теории упругости 
нельзя получить уравнения (1), (2). Уравнения (1),
(2) учитывают и неидеальность среды (т.е. ли­
нейную диссипацию) и ее гистерезисную нели­
нейность. В этих уравнениях предполагаются 
только ограничения на величину их нелинейно­
сти ([/е(£, signё )| 1) и амплитуду деформации
(em < |€th|), согласующиеся с малостью нелиней­
ных акустических эффектов, наблюдаемых в экс­
перименте. Эти ограничения используются при 
получении аналитических выражений для нели­
нейных потерь, сдвига резонансных частот и ам-
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плитуд высших гармоник. С математической точ­
ки зрения, т.е. при теоретическом описании нели­
нейных эффектов, нет других ограничений на 
применение этих уравнений, что следует из лите­
ратуры [1,5, 6, 17—211. При описании же нелиней­
ных эффектов, наблюдаемых для конкретного 
твердого тела, каждый раз нужно сравнивать ре­
зультаты аналитических вычислений, получен­
ных на основе уравнений (1 ), (2), с результатами 
этого конкретного эксперимента и в случае со­
гласия этими уравнениями (применительно к это­
му твердому телу) тоже можно пользоваться. И, 
наконец, все параметры -  константы уравнений (1),
(2) (или какие-либо их комбинации), так же как и 
линейные и нелинейные модули К, р и А, В, С в пя­
тиконстантной теории упругости [7-9], определя­
ются экспериментально.

Уравнения состояния (1), (2), вместе с уравне­
нием движения p\Vl{ = од.(е, signs, ё) и граничны­
ми условиями на торцах резонатора: W(x = 0, t) = 
= A0cosQr, Wx(x = L,t) = 0 (где W -  смещение, s = Wx, 
A0u Q - амплитуда и частота колебаний излучате­
ля накачки) описывают НЧ нелинейные волно­
вые процессы в таком резонаторе [1-3]; их расчет 
проводился методом возмущений, поскольку в 
эксперименте выполнялись условия: |ДFnl/Fp\ 1, 
&2, з <  гт (е2. з -  амплитуды деформации на часто­
тах 2Q и 3Q). Резонансная кривая резонатора 
определяется выражением [3]

L  [(5 + 8лУ  + (цр + цп/)2а 4/4 1 Ш
где нелинейные сдвиг резонансной частоты Ьп1 = 
= 2uAFn, и потери [inl для первого и второго диа­
пазонов зависят от параметров у, гистерезиса (2 ), 
5 = Я - Ц „ |8 И Ц , .

В первом диапазоне (гт < £*), выражения для 
AFni/Fp и |\ J \ ip имеют вид [3]:

= ~а,e l,  |x j \ i p = b xQpz2m, (4)

где = И
(Yi + Ъ ~ Ъ ~ У а )  + 4 (Yi - Ъ ~ Ъ  + У а )

Yi +Y2 -Y 3 -Y 4
1 67С >0.

Для такого гистерезиса отношение rx = a jb x за­
висит от соотношения параметров у,_4, без знания 
которых (или их линейных комбинаций у, -  у3 и 
Ъ = Уа) значение г, определить нельзя, но, разуме­
ется, в первом диапазоне г, = 4.7. Из сравнения 
экспериментальных результатов (рис. 2а,б) и вы­
ражений (4) находим коэффициенты а,, а по 
ним и параметры у, -  у3, у2 -  у4: а, = 5.6 х I08, Ьх = 
= 1.2 х 108, у, - у 3= 1.1 х 1010, у2 - у 4 = -4 .9  х 109. Из 
первого выражения (4) можно определить эф ­

фективный параметр Г3 упругой кубичной нели­
нейности гранита (при малых амплитудах гт < 8*). 
Полагая в уравнении (2) п -  3, У| + у 2  = 0, у 3  + у 4  = 0 
и у , = -у3 = Г3, получаем уравнение состояния (1) с 
упругой кубичной нелинейностью /(£, signs) = 
= Г3£3/3, в котором Г3 = 32а,/3 = 6 х 109. Таким об­
разом, эффекты АЗВТ в первом диапазоне мож­
но непротиворечиво описывать упругим гистере­
зисом (1), (2).

Во втором диапазоне (гт > 8*), выражения для 
AF JF  и р„//[1/;, а также для амплитуд U2(L)y s3 и 
фаз 4 V 3 колебаний на частотах второй и третьей 
гармоник имеют вид [2, 3]:

A F JF p = - a {zm, \ynll\i.p = b }Qp£.m, (5) 

U2(L) = Ja2 + bWmL, (6)

ез = __________ 4 J a ]  + Ь 1п„ г;п___________  (?)

\5%[(Q.pIQ3p_\)2 + 4 |8 n/-  A£2;,/3J2]I/2'

^ 2 , 3  =  a r c t g ( b 2 ? / a 2 3 ) ,  (8 )

где

4 1
«1 = -^ (Y i - Y 2+Y3-Y4) + 7-(Y i +Y2 + Y3 + Y4)> 

9 k

2
ь  1 = 5(Yi +Y2 + Y3 + Y4)>0,

9 k

a 2 =  ^ (Y i -Y2-Y3 + Y4) + 2^ (Y i +Y2-Y3-Y4).

«3 = j |^ (Y i-Y 2 + Y3-Y4).

h  = 3 ^ ( Y i +Y2 + Y3 + Y4).

AQp = ЗЦ, -  Q3p _ | -  дисперсионная расстройка ча- 
стоты 3Qf, от резонансной частоты моды с номе­
ром Зр -  1.

При получении выражений (5)-(8), гистерезис­
ной нелинейностью первого диапазона пренебре- 
галось, поскольку амплитуда и длительность фа­
зы (т.е. времени нахождения точки (г, о) на диа­
грамме а  = а(е, signs, ё)) для первого диапазона 
значительно меньше соответствующих величин 
для второго диапазона (отношение максималь­
ных амплитуд для второго и первого диапазонов 
составляет около 10, близкой к нему величине 
равно и отношение длительностей фаз второго и 
первого диапазонов).
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Здесь, в общем случае, отношение r2 = a jb x 
также зависит от соотношения параметров у, _4, и 
также не определено пока не определены эти ко­
эффициенты (или линейные комбинации пара­
метров у, + Уз и у2 + у4), но, естественно, во втором 
диапазоне г2 = 3.3. Из сравнения эксперименталь­
ных результатов (рис. 3,4) и выражений (5), (6), (7)

находим коэффициенты аь bb J a \ + b \ , Ja \ + b\
(при р = 1, АО, = 2п х  1250 с-1) и соответствующие 
коэффициентам а х и Ьх параметры у, + у, и у2 + у4: 
я, = 9 х  102, /?, = 2.7 х 102, у, + у3 = 8.9 х 103,у2 + у4 =

= 3.3 х 10\ Ja2 + b~2 = 30, Jal + b\ = 60. Из выра­
жения (6) можно определить эффективный пара­
метр Г2 квадратичной упругой нелинейности гра­
нита (при е,„ > £*). Полагая в уравнении (2) п = 2, 
У, 4- у2 = 0, Уз + у4 = 0 и у, = -у3 = Г2, получим урав­
нение состояния (1) с упругой квадратичной нели­
нейностью / ( £ ,  sign£) =  Г2£2/2, в  котором пара­

метр Г2 = 16 + b\ = 4.8 х 102. Как и следовало
ожидать, значение квадратичного параметра Г2 
для исследуемого образца гранита оказалось на­
много (в 102 раз) выше аналогичного параметра 
для относительно “жестких” твердых тел (сталь, 
стекло) [8, 9].

/2  2Значение коэффициента + Ьъ, ответствен-
ного за амплитуду третьей гармоники, можно 
также однозначно вычислить и из определенных 
выше (по нелинейным потерям и сдвигу частоты)

параметров у, + у3, у2 + у4: Ja \ + b\ = 2.7 х 102. Как

видно, определение коэффициента Ja] + b\ дву­
мя независимыми способами (по третьей гармо­

нике - = 60 и нелинейным сдвигу часто­

ты и потерям -  Ja] + b\ = 2.7 х 102) дает суще­
ственно различные результаты (отличие 
составляет 2.7 х 102/60 = 4.5 раза), что, конечно, 
требует объяснения.

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ НАЭ 
В РАМКАХ НЕУПРУГИХ ГИСТЕРЕЗИСОВ

Отметим следующий важный момент, связан­
ный с тем, что нелинейные эффекты АЗВТ мож­
но, вообще говоря, описывать не только упругим 
гистерезисом (2), но и гистерезисом неупругим 
117], при этом амплитудные зависимости НАЭ бу­
дут такими же, как и для упругого гистерезиса. 
Так, в первом диапазоне эффекты АЗВТ можно 
было бы описать симметричным кубическим не- 
упругим гистерезисом (с одним параметром нели-
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Рис. 5. Квазистатическая зависимость о  = о(е, signe, 
8 ) для нсупругого кубического гистерезиса (1), (9).

нейности Р 1), для которого нелинейная гисте­
резисная функция имеет вид:

/( е ,  signe) = ре(3е* + е 2 )  +

+ 3ре т

e2-ei. £>0,
- e 2 + eL  £ < 0.

Качественный вид квазистатического (когда 
ар|£ | £[/(£, signe )|), неупругого гистерезиса (1),
(9) изображен на рис. 5, из которого видно, что 
о(£, signe, £) * 0 при £ = 0. В этом случае выраже­
ния для AFJFp и \ij \ip  совпадают с выражениями
(4), в которых: я, = 45Р/64, Ьх = Зр/к. При этом, од­
нако, мы сразу получаем противоречие, посколь­
ку отношение г, = я,//?, не зависит от параметра Р: 
г, = 15л/64 = 0.74, а измерения показали, что г, = 4.7. 
Из экспериментальных результатов (рис. 2) нахо­
дим коэффициенты а х и Ьх: ах = 5.6 х 108, Ьх = 1.2 х 
х 10s, а по ним -  единственный параметр р. Те­
перь этим двум коэффициентам (я, и /?,) соответ­
ствуют два различных значения одного и того же 
параметра Р: р = 8 х 108 -  по сдвигу резонансной 
частоты и Р = 1.3 х 108 -  по потерям, что также яв­
ляется противоречием и, следовательно, неупру­
гий кубический гистерезис (9) для описания эф­
фектов АЗВТ (в первом диапазоне) не пригоден.

Далее, во втором диапазоне, НАЭ можно бы­
ло бы описать неупругим квадратичным гистере­
зисом, так же, как и кубический (9), состоящим из 
двух ветвей (квадратичных парабол), для которо­
го гистерезисная функция имеет вид (20):
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1
+  2

/ ( е ,  signe) = ре„,£ +

Р,£2- ( Р 1 + р2)е^/2, £ > О,

- Р 2£2 + (Р, + Р2)е2/2, £< 0 .

Ч'г.з = arctg(d2i3/c2i3). (15)

(Ю)

В этом уравнении три параметра нелинейно­
сти Р >  1 и Р,, р2, |Р] 2| ^  U причем негистерезис­
ное слагаемое (Зе,и£ определяет только дефект мо­
дуля упругости (или сдвиг резонансной частоты), 
а гистерезисные (т.е. все остальные слагаемые) -  
нелинейные потери и генерацию высших гармо­
ник. Интересно отметить, что функцию (10) мож­
но представить в виде суммы четной и нечетной 
частей:

/(£» s'gne) = Р€,„£ +

+ 1[(Р, -  Р2)Е2 + (Р, + р 2)(£2 -  €2 )sign£l.  ( ' '  '

Очевидно, что четное (квадратичное) слагае­
мое (Р, -  Р2)£2/4 отвечает за генерацию только 
второй гармоники (в первом приближении), а не-
четное (Р, + Р2)(е2 -  €m) sign8/4 -  за нелинейные 
потери (Р, + Р2 > 0) и генерацию нечетных гармо­
ник, при этом, здесь также, как и для упругого ги­
стерезиса (2), сдвиг резонансной частоты и декре­
мент затухания также будут пропорциональны £т,
а амплитуды высших гармоник -  £?п (правда, из
четных с такой зависимостью будет только вто­
рая). Таким образом, с точки зрения нелинейной 
акустики, среды, описываемые квадратичными 
упругим (2) и неупругим (10) гистерезисами “по­
хожи”, однако они принципиально отличаются 
тем, что при возбуждении в них гармонической 
волны в среде с неупругим гистерезисом волн 
четных гармоник (выше второй) не будет, а в сре­
де с гистерезисом упругим они возникнут [19J. 
Этот отличительный признак можно, в принципе, 
использовать для определения вида гистерезиса 
микронеоднородной среды.

Для резонатора с гистерезисной нелинейно- 
стью (10) значения AFJFp, U 2( L ) , £, и 3
определяются выражениями (5)-(8), в которых: 
Я| = с, = 2Р/Зл, b] = d t = (8/9л2)((3, + (32), а2 = с2 = 
= -Ф , -  р2)/16, а3 = с3 = -4(р, + р2)/45тс, Ьг  3 = ̂  3 = 0 
и, следовательно, неупругий гистерезис (10) дает 
такие же, как и упругий гистерезис (2) при п = 2, 
амплитудные зависимости эффектов АЗВТ и ам­
плитуд высших гармоник:

bF JF p  = -С\£т> V-J^p = <*, Q,,£m, (12)

е3 =

U 2( L )  =  M  +  d l t l L  

4-Jc] + rf2Q E2
p ' - ’ r n

\ 5 K m p/Q 2p. i)2 + 4[5nl-A C lpl3]2]''2'

(13)

(14)

Вычисления показывают, что если определить 
коэффициенты с,, d x и (5, Р, + [}2 по традиционно 
измеряемым эффектам АЗВТ -  нелинейным 
сдвигу резонансной частоты и потерям, то полу­
чим, что С] = 9 х  102, d\ = 2.7 х  К)2, р = 4.2 х  10\ 
Р, + р2 = 3.1 х  10\ при этом, конечно, r2 = cx/d2 = 3.3. 
По измерению амплитуды второй гармоники на-

I 2 9ходим: Jc2 + d2 =30  или |Р, -  р2| = 4.8 х  К)2, что,
естественно, в точности совпадает с ранее введен­
ным эффективным параметром квадратичной не­
линейности Г2.

Найденное по нелинейным потерям значение 
Pi + р2 = 3.1 х  103 соответствует следующему зна­

чению коэффициента Jc\ + d \ , определяющему

амплитуду третьей гармоники: + d\ = 86, что
заметно (в 86/60 = 1.4 раза) превышает значение

л/с'з + d \ , определенное по ее амплитуде: Ja] + b\ =

= J c2 + d\ = 60. Это противоречие также (как и
для упругого гистерезиса) требует объяснения. 
Однако, если не обращать внимания на отмечен­
ные количественные расхождения значений ко­

эффициентов Jaз + b\ и Jc] + d \ , определенных
по нелинейным сдвигу резонансной частоты (и по­
терям), и амплитуде третьей гармоники (или при 
измерении НАЭ ограничиться только второй гар­
моникой), то эффекты АЗВТ в исследованном об­
разце карельского гранита (при £т > 8* = 2 х КТ6) 
можно описывать как упругим (2), так и неупру­
гим (10) гистерезисами.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И ВЫБОР
ГИСТЕРЕЗИСА

Обнаруженное несоответствие коэффициен­

тов Ja] + b\ и Jcf+~dl, определенных различны­
ми способами, можно объяснить, если предполо­
жить, что гранит содержит два типа дефектов, 
один из которых (их относительная концентрация 
равна Г|) отвечает за “работу” упругого гистере­
зиса (2), а другой, с относительной концентраци­
ей 1 — т\, — за “работу” гистерезиса неупругого
(10), так что, в итоге, НАЭ определяются супер­
позицией проявлений этих гистерезисов с весами 
Л и 1 - г \  соответственно:
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bF„,IFp = - | Л «1 + 0 -Л )с , ] е „ „
(16)

= №  +(1 -  Л )d l]Qpzm,

U2(L) = = J[T)a2 + (\ - Л к 2]2 + №  + (1 - r \)d 2]2e.l,L, (17)

„  47[Л«з + (1 - Щ ) с , ] 2 +  [ ц Ь ,  +  ( \  - л К , ] 20„е^
ез -  --------------------------- ;---------------------- 7172------• US)

1 5 л [(^ /б зр. |)2 + 4|5л/-Д Ц ,/3]21
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Вообще говоря, природа таких гистерезисных 
дефектов в граните неизвестна, однако можно от­
метить, что ими могут быть, например, краевые и 
винтовые дислокации, их скопления, границы зе­
рен, микротрещины и т.д. В этом случае, как вид­
но из выражений (16)—(18), амплитуда третьей 
гармоники, вследствие интерференции и компен­
сации ее компонент, генерируемых упругим и не­
упругим гистерезисами (они имеют разные ф а­
зы), и благодаря свободному параметру -  концен­
трации т|, определяется “менее зависимой” 
комбинацией коэффициентов аь Ьх или с ь d x (т.е. 
параметров нелинейности упругого или неупру­
гого гистерезисов), в результате чего, отмечен­
ные выше количественные противоречия (по ко­

эффициентам Ja \ + b\  и Jc] + d \ ) снимаются.

при больших (£* < гт < 3 x 1 0"5) имеет место супер­
позиция квадратичных упругого и неупругого ги­
стерезисов.

2. Эффективные параметры кубичной (при 
гт < £* = 2 х 10-6) и квадратичной (при £* < г т < 
< 3 х 10~Э упругой нелинейности гранита на не­
сколько порядков (квадратичный в 102 раз) превы­
шают аналогичные параметры однородных мате­
риалов, например, стекла и стали |8 ,9], и составля­
ют соответственно Г3 = 6 х 109 и Г2 = 4.8 х 102.

3. Сильная гистерезисная нелинейность гор­
ных пород, подобных карельскому граниту, со­
здает возможность использования различных не­
линейных сейсмоакустических эффектов для диа­
гностики массива горных пород в толще Земли и 
контроля его напряженного состояния.

Гак, при относительной концентрации X] = 0.38 и 
при следующих значениях параметров упругого и 
неупругого гистерезисов: у, + = 8.9 х 10\ у2 + у4 =
= 3.3 х 103, аъ = 2 .4х 102, Ь3 = 1.3х 102,р  = 4.2~х 10\ 
РI + р2 = 3.1 х 103, с3 = -2.8 х 102, d3 = 0, получа­
ем, что эффективный параметр нелинейности

J[r\a3 + ( 1 - д )с3]2 + [д /73 + (1 -д К - ,]2, ответ- 
ственный за генерацию третьей гармоники, и 
вычисленный по нелинейным сдвигу резонанс­
ной частоты (и потерям), равен 60 (как и долж­
но быть!), при этом все другие эффективные 
коэффициенты, ответственные за сдвиг резо­
нансной частоты, потери и амплитуду второй 
гармоники остаются без изменения: Г|д, + (1 -
-r))c i = 9 х 102, Г|6, + (1 -  r\)dl = 2.7 х 102, 

ТГл«2 + (1 -  Л)с-2]2+ 1л ^2 + (1 -  Л)^212 = 30.

В заключение отметим, что, кроме НЧ гисте­
резисной, многие поликристаллические горные 
породы обладают сильной высокочастотной (ВЧ) 
диссипативной (или неупругой) нелинейностью, 
что также можно использовать для их акустиче­
ской диагностики. О результатах исследований 
ВЧ нелинейных эффектов, связанных с проявле­
нием диссипативной нелинейности в том же резо­
наторе из карельского гранита, будет сообщено в 
следующей статье.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант № 08-02-97039-р_поволжье_а).
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