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Рассчитан коэффициент затухания звука в жидкости как за счет ее собственной вязкости, так и бла­
годаря наличию в ней взвешенных частиц. На основе анализа дисперсионных соотношений восста­
новлено нелинейное интегро-дифференциальное уравнение для описания дополнительного зату­
хания при больших интенсивностях звука.
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В В Е Д Е Н И Е

Изучение свойств к о л л о и д н ы х  растворов (со ­
держ ащ их дисперсии м икро- и наночастиц) в п о ­
следние годы идет очень интенсивно  не только в 
связи с их распространенностью  в природе, в со­
ставе ж ивы х организм ов, н о  и с в связи со  все бо­
лее ш ироким  применением в хозяйственной дея­
тельности, в том  числе в вы соких технологиях. 
П рим ерам и служат методы сам осборки нано- 
структурир ованн ы х пленок, используем ы х в о п ­
ти ч е ски х  и сенсорны х устройствах, в мембран­
ны х технологиях, в качестве ги б ки х  защ итны х 
слоев для органических светодиодов и др. Ф у н ­
даментальные теоретические результаты для 
коллоидны х растворов получены  еще в работах 
С токса, С м олуховского , Э йн ш тей на , Л андау и 
д р уги х  классиков науки. Несмотря на огром ное 
число о п уб л и кованны х работ, исклю чаю щ ее 
возм ож ность их скол ько -ни б уд ь  п о л н о го  ц и т и ­
рования, проведение о ц е н о к  в реальных т е х н и ­
ческих задачах требует ко н кр е тн о й  инф орм а­
ц и и , которая труднодоступна или отсутствует 
вовсе. Наш а работа направлена на изучение 
свойств акустического  поля с то ч к и  зрения его 
воздействия на ансамбль частиц в коллоидах с 
целью управления процессами их сам осборки и 
получения наноструктур  заданной м орф ологии. 
Перед тем, как исследовать радиационное воз­
действие на частицы  и ки н е ти ку  сам осборки в 
акустическом  поле, нуж но  обсудить о со б е н н о ­
сти процессов д и сси п а ц и и  энер ги и  в д испе рс­
ной  фазе. О чевидно, что зависим ости от частоты 
ком пл ексно го  волнового  числа и эф ф ективной 
глубины  п р о н и кн о ве н и я  волны  в раствор с 
очень м елким и частицам и будут отличаться от

таковы х для чи сты х ж идкостей . Кроме того , 
сильное воздействие на раствор с целью управ­
ления его испарением или атомизацией требует 
учета нел инейны х эффектов.

О П И С А Н И Е  С И С Т Е М Ы

Рассмотрим ансам бль сф ерических частиц 
малых волновы х размеров, которы е находятся в 
ж и д ко сти  во взвеш енном  со сто я н и и . С о б ств е н ­
ные характерны е времена, связанны е с вн ут­
ренней д и н а м и ко й  частиц  (наприм ер , с их ре­
зонансам и) мы не учиты ваем , считая, что они  
м н о го  меньш е периода а кустиче ских  колеба­
н и й .

Обозначим плотность двухф азной среды через 
р, плотность ж ид кости  р ,, плотность материала 

частиц р 2. Введем объемное содержание частиц Ф 
и массовое их содержание X  согласно формулам:

Ф  = -л Д 3л, X  = & Ф .  (1)
3 р

Здесь п —  число частиц в единице объема, R  —  ра­
диус одной частицы. П лотность двухфазной сре­
ды связана с парциальны м и плотностям и 11 ] сле­
дую щ им  образом:

р =  Р|( 1 - Ф )  +  р2Ф , 1  =  Ь *  +  * .  (2)
Р Pi р2

П о ско л ьку  при  распространении  волны необхо­
дим о учиты вать  сж им аем ость среды, объемное 
содерж ание частиц  Ф, вообщ е говоря, изм еня­
ется. П оэтом у более универсальной величиной 
является массовое содерж ание X , которое м о-
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ж ет изменяться только  при  ф азовых превращ е­
ниях частиц , наприм ер, в результате их раство­
рения.

П од действием переменного давления могут 
меняться плотности ж идкости , частиц и всей сме­
си в целом. Диф ф еренцированием второго соот­
нош ения (2) подавлению  при постоянной  энтро­
пии  получается формула

1 -  X + X

(СоРо) (с10Рю) (С20Р2())
2*

Здесь дополнительны й индекс “ ноль”  означает, 
что значения скоростей звука и плотностей берут­
ся в невозмущ енном состоянии , когда волновое 
поле отсутствует. Из двух вы раж ений (3) и  (2) (п о ­
следнее также берется в невозмущ енном состоя­
н и и ) находится скорость звука в смеси [1]:

1 - Х  , X

<ч> =
Рю Р-0

\ - Х

(<лоРю)
+

(4 )

А налогичны м  образом находится эф ф ективный 
нелинейны й параметр смеси:

£ =

L . 1 - * +  8, *  1f l - X
4 3

_ CioPm
+ 4 3

С20Р20_ К Рю
1

Р20/

Знорю с2оР2<>/

Как известно, скорость звука в двухфазной среде 
(4) может сильно отличаться от парциальных ско ­
ростей. Н апример, при  наличии в воде пузырьков

воздуха (р 2о ^  Риь^2о < С\о) скорость (4) может 
упасть до десятков м /с , т.е. стать гораздо мень­
ш ей, чем скорость звука как в воде, так и в возду­
хе. Такая же ситуация возможна и в растворе твер­
дых частиц, удерж иваю щ их м икропузы рьки газа 
благодаря наличию  пор. Эф ф ективная нелиней­
ность среды при этом , напротив, может стать 
очень больш ой.

М О Д Е Л Ь

П усть малая частица погруж ена  в идеальную 
ж идкость. А кустическая волна, распространя­
ясь в ж и д ко сти , ф ормирует течение во кр уг ча­
сти ц ы , в результате чего появляется д ей ствую ­
щая на нее осциллирую щ ая сила. В соответ­
ствии с парадоксом Д аламбера-Эйлера сила 
сопротивления  при потенциальном  обтекании 
д олж на равняться нулю . О днако для уско р е н н о ­
го течения, вы званного  волной, этот парадокс 
не имеет места, и тело будет соверш ать вы н уж ­
денное движ ение.

Уравнение движ ения тела, имеющ его скорость 
Uj9 массу т 2 и плотность р2 =  т 2/ У ,  записывается 
так (см ., например, [2 ]):

= т ^ -  M ik- j ( u k - v k)  + Fj. (5) 
d t  d t  d t

Здесь v, —  скорость ж идкости , т х =  р ,К  —  масса 

ж идкости , вы тесненной телом, Fi —  внеш няя си ­

ла, М [к —  тензор присоединенны х масс. Это соот­
нош ение справедливо, если v, слабо меняется в 
пределах размера частицы  (п р и  возбуждении аку­
стических колебаний длина волны  долж на быть 
м ного больше размера частицы: R ) .  Для про­
стейш его случая сф ерического тела |2|

В дальнейшем ограничим ся рассмотрением 
частиц сф ерической формы и реш ением скаляр­
ной задачи. Если плоская волна распространяет­
ся вдоль оси х  и Fj =  0, тело будет соверш ать д ви­
ж ение в том  же направлении. С корость такого  ко ­
лебания связана с колебательной скоростью  
ж идкости простым соотнош ением

т  =  г - ^ - х к о .
2 р 3 + р|

Когда плотности погруж енного  тела и ж и д ко ­

сти одинаковы , т.е. р 2 =  P i, скорости также оказы­
ваются одинаковы м и: u ( t )  = v ( t ) .  Если тело плот­
нее ж ид кости , р 2 > р , ,  оно  движется медленнее 

(|w| < |v|); напротив, менее плотное тело движется 

быстрее, чем ж идкость ( Ц  >

В вязкой среде на ш арик действует сила сопро­

тивления Fr [2 ], и  уравнение (5) с учетом (6) при­
мет вид

Если в единице объема среды находится п ш а­
риков , они  сф орм ирую т противополож но на­
правленную  силу в уравнении движ ения смеси, и 
система линеаризованны х уравнений гидродина­
м ики  прим ет вид

5  у  | 1 др  

d t  р0 fix

^ b _ ^ v  п щ ( д {и

Ро fix'* 2р01 d t  

Со— +  — —  =  0 .
Зх р0 dt

Здесь, согласно определению  (1 ), n m j p 0 =  

=  (Рю /Р 2о ) 'Т  ^ —  эф ф ективны й коэф ф ициент

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  том 55 №  6 2009 2 *



708 Л Е Б Е Д Е В - С Т Е П А Н О В ,  Р У Д Е Н К О

вязкости, вы раж аю щ ийся через сдвиговую  и объ­
ем ную  вязкости и теплопроводность ж идкости  
|3 |. И склю чая из системы (8) приращ ение давле­
ния р \  придем к неоднородному волновому урав­
нению  для колебательной скорости:

d 2v  j S 2v  b  5 'У  _  X  Pi о 8  

д Г  ° д х 2 р 0d x 2d t  2 р 305/

Когда колебательные скорости частицы  и среды 
совпадают ( и  =  v ) ,  правая часть уравнения (9) об ­
ращается в ноль и частицы  на волну не влияют. 
Такая ситуация, как видно из (7), имеет место при 

равенстве плотностей р,0 = р20.

следует простое выражение для коэф ф ициента 
затухания волны £ "(со )(£  = k ' + i k " ) :

к "  = /Х).)~

2сор0
+

£ ( «  ~ v ) + f r 
d t

■ (9)
+ - Х

<ю

1 _  tun
Рю

\
1 +  2 р20 +  з п

Рю У

(13)

П 3(2П  +  3):

Д И С П Е Р С И О Н Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е

И щ ем реш ение системы (7 ), (9) в виде

ехр(-/со / +  i k x ) .

Для ком плексны х амплитуд —  констант £/, V полу­
чаем алгебраическую систему

/ V и л

Х у к У )

2, 2 
сак 1 - / - ^ ] - ш 2(1 -2 Р )

CqPoJ

3 +  /2 П 2 +  3(1 +  /)Г

— 1 +  2^20+  /2 П 2 + 3(1 +
Рю

V - o i X U  = 0 ,

(Ю )

и  =  0.

Здесь отнош ение тол щ ины  акустического погра­

н и ч н о го  слоя 5 к  радиусу ш арика R  обозначено 
как

П  =  -^ = ^ U =  '  о  =  Д
R V2pi0co/?2 , П  =  — , © 0 = Г ^ 2 - ( П )

(О0 2 p n X

П риравнивая определитель системы (10) нулю , 
найдем дисперсионное уравнение:

к 2 = 2
<Ю

\ + х 1 - Рю

Р20.

+

+ 2 Х

1 Р20 

Рю

1 +  2&20 +  /2 П 2 +  3(1 +  ОП
Рю

( 12)

1 - /
• бсо

соРо

П ри малых концентрациях частиц X  и малой эф ­
ф ективной вязкости ж идкости  из формулы (12)

В формуле (13) отброш ены  малые члены, содер­
жащ ие степени и произведения малых парамет­

ров X  и Zxd/^CqPo) ; это  означает, что поглощ ение

на длине волны мало. М одуль появился в ф орму­
ле (13) вследствие того , что независимо от знака

разности (р 2о -  Рю) вклад лю бого  из механизмов 
трения в коэф ф ициент к "  не должен быть о тр и ­
цательным. К ак следует из формулы (7 ), при сме­

не знака (р 2(, - р , 0) изменяется знак относитель­
ной скорости и -  v, в то  время как потери на вяз­
кое трение всегда положительны.

Вклад в коэф ф ициент А; "за счет трения ж и д ко ­
сти о частицы  обращается в ноль, когда частицы 
отсутствую т ( X  = 0) или когда их плотность сов­

падает с плотностью  ж ид кости  (р 20 =  р 10).

Если в вы раж ении (7) для силы , действую щ ей 
на частицу, учесть только первый член (силу 
С токса), затухание (13) примет вид:

к с  =  — Х
2с.о

I _Ё2й Q '
N

Q-1 +  2 ^
Рю,

Если учесть только интегральны й член в выра­
ж е н и и  (7) (силу Бассе), затухание будет таким:

к 'в  — — X
Зс,0

1 - Р2() Q 3/2

Рю
1 + ' . + 1

X \  

1 + 2 р2° п |/2
3 v Рю/

П ри малых значениях частоты, со <§: со0, затуха­
ние пропорционально квадрату частоты:

tt ’  ь + С" X 1 -Р20

_соРо щ Рю

со
со

J2co
(14)

Ф ормула (14) обнаруживает интересную  зави­
сим ость от вязкости. Рассмотрим для простоты 
случай, когда затухание за счет теплопроводности 
и второй вязкости в однородной ж ид кости  сущ е­
ственно меньш е, чем затухание из-за сдвиговой 
вязкости и полож им  в (14) b  =  4 г|/3 . П ри  этом 
формула (14) примет вид

к "
со

9со VcoP()
1 - Р20

Рюi (15)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 55 № 6 2009



О  З А Т У Х А Н И И  З В У К А  В  Ж И Д К О С Т И 709

О чевидно, зависимость (15) коэф ф ициента п о ­
глощ ения от вязкости имеет м иним ум , достигае­
мый при значении

Л=Лт1п = ( ^ o W ? 2* |p ,o - p 2o|) • ( 16)

Если вязкость слиш ком  велика, частицы  в ж ид ­
кости м алоподвиж ны  и потери на границах ча­
стиц  ум еньш аю тся; зато при этом велики потери 
на трение слоев ж идкости. Если, напротив, вяз­
кость очень мала, то  уменьш аются потери в ж ид ­
кости, зато растут потери на частицах из-за увели­
чения их подвиж ности. И м енно наличие п ро ти ­
вополож ны х тенденций объясняет появление 
указанного «окна прозрачности» в окрестности 
значения вязкости т| =  r |min (16).

В противополож ном  предельном случае,

со »  со0> имеем более медленную (корневую ) ча­
стотную  зависимость для поглощ ения на частицах:

к " оз1/2 (17)

Для ж идкости  с вязкостью  в единицы  сантипуаз и 
частиц размером R  порядка 100 нм характерные 

частоты / 0 =  оз0/2тг лежат в районе 100 М Гц. С оот­
ветствующая этой частоте длина волны в воде

имеет порядок 10 3 см, т.е. нам ного превышает 
размер частиц.

Э В О Л Ю Ц И О Н Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е

Зная закон дисперсии, м ож но восстановить 
эволю ционное уравнение, в том  числе и для и н ­
тенсивной  волны  с учетом нелинейны х эффектов 
13]. Н апример, в предельном случае вы соких ча­
стот (17) с учетом вязких потерь в ж идкости урав­
нение будет иметь вид

СС

d v  е d v
- ~ v -

д х  Со Эх 2сор05т24  8 v

(18)

Коэф ф ициент g  и переменная т в уравнении (18) 
обозначены так:

g  =
3 2со

С  0 У П
° - * 7

1 _Р20 
Рю

N
1+2 Р20

\ Рту

2’ X = t - l x ,
Со

1 + ЁШ
Р 20 PlO

Уравнение (18) м ож но использовать в задачах о 
поведении коллоидны х частиц в интенсивном

поле ультразвука, когда проф иль волны сильно 
искажен действием накапливаю щ ихся нелиней­
ны х эффектов. Для расчета как л инейного , так и 
нелинейного  затухания периодической волны со 
слож ны м  гарм оническим  составом ум нож им  (18) 
на v и усредним полученное выражение по пери­
оду. П ри  этом получится уравнение, описы ваю ­
щее убыль энергии  волны  по мере ее распростра­
нения:

Черта сверху здесь отмечает операцию  усредне­
ния по периоду. Подставляя в (19) сигнал в виде 
разложения в ряд Фурье по гармоникам:

OD
v ( t )  = ^ [/l„ ( jc )s in (/J c o x )+  i5n(x)cos(«cox)], (20)

П= 1

найдем усредненное выражение под интегралом 
(19). Затем, вычисляя интеграл, получим

8 Е  к о '
С О СС

Я з /г

со со (21)

П - п -

Ф орма волны v ’( t )  и л и  ее спектр (20), т.е. ам пли­
туды гарм оник, находятся с пом ощ ью  аналитиче­
ского  либо численного  реш ения волновой задачи 
(18). Затем по формулам (19) или (21) рассчитыва­
ются потери энергии  волны  Е  вследствие ее л и ­
нейного  и нелинейного поглощ ения. В частно­
сти, для гарм оники  с номером п  отнош ение чле­
нов ряда, описы ваю щ их поглощ ение на частицах 
по о тн о ш е н и ю  к погл ощ ению  в ж ид кости , равно

С

О ц е н ки  по этой  ф ормуле показы ваю т, что  для

частот /  ~ /о  и ко н ц е н тр а ц и я х  частиц  X  ~

- 1 0  3 — 10 1 затухание на частицах преобладает, 
по крайней мере, для гарм оник с не слиш ком  вы­
соким и номерами.

ч
_  3 еррр у  

п  b f
А
n f

3/2
Р20

Рю

О Б С У Ж Д Е Н И Е  РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим более подробно ам плитуду и фа­
зу колебаний ж и д ко сти  и частиц в акустическом  
поле. П редполож им  для удобства, что амплитуда 
V  в уравнениях (10) чисто  вещ ественная (что  д о ­
стигается выбором начальны х условий). Тогда
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Рис. 1. Зависимости отношения амплитуд колебаний 
частиц и жидкости а  (верхняя и нижняя кривые) и 
сдвига фазы колебаний частиц <р от фазы колебаний 
жидкости (две внутренние кривые) от безразмерной
частоты О = ш/о)о (сплошная линия — плотность ча­
стиц меньше плотности жидкости рго/Рю -  0-5, пунк­
тирная -  частицы плотнее жидкости р2о/рю = 1.5).

а  (р

Рис. 2. Зависимости отношения амплитуд колебаний 
частиц и жидкости (сплошная линия) и сдвига фазы 
колебаний частиц от фазы колебаний жидкости 
(штриховая кривая) от отношения плотностей части­
цы и жидкости Р20/Р 1 0  ПРИ Е> = 1.

д л я  к о м п л ек сн о й  ам п ли туды  ск о р о сти  будем  
им еть

=  А К  А  = яехр(др) =
3 +  /2 П 2 +  3(1 +  /)П

1 +  2^22 +  /2 П 2 +  3(1 +  /)П  
Рю

Если части ц ы  п лотн ее  ж и дкости , то  ам плитуда 
их  колебан и й  м ен ьш е, чем ам плитуда колебани й  
ж и дкости , а  ф аза  колебан и й  отстает от  ф азы  к о ­
л еб ан и й  ж и дкости ; если  п л отн ость  части ц  м ен ь­
ш е, то  ситуация обр атн ая . П ри  р 20 =  р ,0 дви ж ен и е 
части ц  и ж и д к о сти  п рои сходит по  общ ем у закон у  
и А  =  1. П оведен и е  а  (о тн о ш ен и я  ам плитуды  к о ­
л еб ан и й  ч асти ц  к  ам плитуде колебан и й  ж и д к о ­
сти ) и (р (сдвига ф азы  колебани й  ч асти ц  по  ср ав ­
н ен и ю  с ж идкостью ) в зави си м о сти  от частоты  и 
со о тн о ш ен и я  п лотностей  п о к азан о  н а  рис. 1 и 2.

где

a = ^ 3 L
2cup 0

=
Со

1 - Р20

Ф(Й =

Pm 

Зл/б +  2

Q  =
со0

(24)

(3n/ 6  +  2)“ + Q [V q (1 +  2P20 + 3]
2 *

Если м атериалом  ч асти ц  является  S j0 2 или п о ­
ли сти рол  (н аи более  часто  п р и м ен яем ы е  м атер и а­
л ы ), то  | 1 - р 2о/Рю| =  1 -2 ,0 .05  соответственно . 
К о н ц ен тр ац и я  м ож ет и зм ен яться  в пределах
X  -  10"’ -  10 П оэтом у  к о эф ф и ц и е н т  р и зм ен я ­
ется в ш и роки х  пределах р  -  0 .2  -  700. Ч а ^ ^ м ы е  
зави си м о сти  п о гл о щ ен и я , оп и сы ваем ы е м н им ой  
частью  волн ового  вектора (23), п о стр о ен н ы е с 
учетом д ан н ы х  чи слен н ы х  парам етров, п оказан ы  
н а  рис. 1 ,2 .

Д л я  ан ал и за  частотной  зави си м ости  п о гл о щ е­
н и я п ереп и ш ем  ф орм улу (13) с п ом ощ ью  ( 1 1)так:

к "  =  - ^ П 2 
2с„Ро

1 _ Р ю

+

®0 *
Со

Г г  х (22)
Рю

3V 6 +  2

(Зу/Й  +  2) +  Г)[л/б(1 +  2 р 20 /  р 10)  +  3]

или д л я  простоты  в со к р ащ ен н о й  записи

* "  =  « 2[а  +  рФ (П )], (23)

П ри н и зки х  частотах расп ределен и е п оглощ е­
н и я за  счет  растворителя и за  счет части ц  о п р ед е­
ляется  вели чи н ой  к о эф ф и ц и ен то в  а и р  соответ­
ствен н о  (и  их со о тн о ш ен и ем ). П оглощ ен и е  за 
счет  части ц  растет с увеличением  разн ости  п л о т­
ности  части ц  и плотности  ж и дкости , а такж е с р о ­
стом  к о н ц ен тр ац и и  ч асти ц  (см . область ни зки х  
частот н а  рис. За) Р оль эти х  к о эф ф и ц и ен то в  с о ­
храняется и при п о вы ш ен и и  частоты . П ри  этом  
п роявляется  такж е отличи е аси м п то ти к  для за в и ­
сящ и х  от частоты  сом н ож и телей  при к о э ф ф и ц и ­
ентах а и р .  П оскольку  с ростом  частоты  м н о ж и ­
тел ь  (24) при р стрем ится к  нулю , то  п о гл о щ ен и е  
за  счет части ц  с ростом  частоты  ослабевает и тож е 
стрем ится к нулю  даж е при п о вы ш ен и и  к о н ц е н ­
тр ац и и  части ц  (рис. 36). П ри  росте частоты  по-
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Рис. 3. а) Мнимая часть волнового вектора (22) в зависимости от безразмерной частоты (в логарифмическом масшта­
бе) при Х = 0 . \  для частиц из Sj02 (сплошная линия) и полистирола (пунктир); б) то же для частиц из Sj02 при разных 
значениях концентрации Х =  0.1 (сплошная линия), 0.01 (пунктир) и 0.001 (нижняя штриховая линия на графике).

глощ ение за счет эф ф ективной вязкости ж и д ко ­
сти начинает превалировать.

В заключение отметим, что способ нахожде­
ния дисперсионного  уравнения, использованный 
в этой работе, аналогичен методам, прим еняв­
шимся для д ругих задач в работах [4, 5|. Заметим 
также, что близкие п о  см ы слу результаты были 
получены в работе [6 ], в которой, однако, анализ 
затухания акустической волны проходил по дру­
гой, менее общей схеме: не учитывался вклад си ­
лы Бассе (см ., например, [7 ]) , а поглощ ение соб­
ственно в ж идкости  рассматривалось независимо 
от поглощ ения частицами. Д ля то ч н о го  сопостав­
ления результатов, полученны х в данной работе и 
в работе [6J, н уж н о  также учесть, что здесь про­
цессы д иссипац ии  исследуются по дисперсион­
ным соотнош ениям  для скорости ж ид кости , а в 
16] —  по величине, которая в обозначениях дан­

ной  статьи может быть записана как -

Работа вы полнена при ф инансовой поддержке 
Ф едерального агентства по науке и инновациям  
(государственны й контракт №  02.513.12.3028).

А вторы  благодарят М .В . Алфимова за и н и ц и а ­
ц и ю  работ в данном направлении, С .А . Рыбака и 
Ю .Н . М акова —  за полезные обсуждения.
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