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Представлена теория резонансной дисперсии звука нового типа в газожидкостных пузырьковых 
средах, основанная на использовании эффективной динамической плотности. Показано, что из-за 
связанных сфероидально-поступательных колебаний пузырьков динамическая плотность газожид­
костной среды имеет резонансную зависимость от частоты, что в волновом процессе проявляется 
как низкочастотная резонансная дисперсия звука. Эта дисперсия существенно отличается от из­
вестной высокочастотной резонансной дисперсии, обусловленной резонансом объемных осцилля­
ций пузырьков. Приведены результаты экспериментов, подтверждающие существование резонанс­
ной дисперсии звука на частоте, равной половине собственной частоты сфероидальных колебаний 
пузырьков.
PACS: 43 .20 .H g, 43 .20 .Z k, 43.25.Yw

Ф азо вая  ск о р о сть  р а сп р о стр ан ен и я  зву ка  в 
п узы рьковой  среде о п р ед ел яется  ее д и н а м и ч е ­
с к о й  п л о тн о стью  и д и н а м и ч е с к о й  с ж и м а е м о ­
стью . И звестн о , что п р и  частоте акусти ческой  
во л н ы , б л и зк о й  к со б ствен н о й  частоте  о б ъ ем ­
ны х к о л еб ан и й  п у зы р ьк о в  сущ ествует р е зо н а н с ­
н ая  д и с п е р с и я  зву ка , обусловлен н ая  р е зо н а н с ­
н ой  зав и си м о стью  сж и м аем о сти  п узы рьковой  
среды  от частоты  к о леб ан и й  д авл ен и я . Т ео р ети ­
ч еском у  и эк сп ер и м е н та л ь н о м у  и зучен и ю  этого  
я в л е н и я , а такж е п р о ц ессо в , св я зан н ы х  с н ел и ­
н ей н о стью  и н еустой чи востью  ради ал ьн ы х  о с ­
ц и л л яц и й  п узы рьков , п о свящ ен о  больш ое к о л и ­
чество  р аб о т  [1—7], о бзор  которы х м о ж н о  н ай ти , 
н ап р и м ер , в [2, 5].

С  другой сторон ы , п ри  расп ростран ен и и  звука 
газовы е пузы рьки  соверш аю т такж е поступатель­
ны е ко леб ан и я  о тн о си тел ьн о  содерж ащ ей  их 
ж и дкости . Э ти  ко леб ан и я  н е  создаю т м ак р о ск о ­
п и чески х  деф о р м ац и й  и , соответствен н о , упругих 
м ак р о н ап р яж ен и й  в среде, т.е. не оп ределяю т ее 
упругих свойств . О т поступательны х колебан и й  
пузы рьков  о тн о си тел ьн о  ж и дкости  зави си т  и н ер ­
ц и о н н о е  свойство  — эф ф ек ти в н ая  д и н ам и ч еск ая  
п л отн ость  п узы рьковой  среды , п о н яти е , ш и роко  
и спользую щ ееся  в задачах акусти ки  ди сп ерсн ы х  
и пористы х сред  [8—111.

В простейш ем  случае, когда д и сп ер сн ая  среда 
об р азо ван а  идеальной ж идкостью  и без м ассовы ­
ми сф ер и ч еск и м и  вклю чен иям и  (п узы рькам и ) с 
объем н ой  кон ц ен тр ац и ей  ср, о тн о ш ен и е  колеба­

тельн о й  скорости  пузы рьков  V  к  скорости  среды  
U равно

V  _  3
U  1 +  2(р’

а д и н ам и ч еск ая  п л отн ость  п ри  этом  вы раж ается 
ф орм улой  [12]

из которой  ви дн о , что д и н ам и ч еск ая  плотность 
п узы рьковой  среды  м ен ьш е и сти н н о й  плотности  
см еси  в 1 +  2(р раз.

Д л я  п узы рьковой  среды , о б р азо ван н о й  вязкой  
ж и дкостью , колебательн ая  п од ви ж н ость  сф ер и ­
ческих  пузы рьков  ум ен ьш ается  п ри  ум ен ьш ен и и  
частоты  колебан и й  среды . П узы рьки  п остеп ен н о  
“ вм о р аж и ваю тся” в ж и дкость , а  д и н ам и ч еская  
п л отн ость  аси м п тоти ч ески  п ри бли ж ается  к и с ­
ти н н о й  плотности  см еси  при нулевой частоте. 
В озн и каю щ и е в колеблю щ ей ся  п узы рьковой  с р е ­
де д и сси п ати вн ы е  п отери  обуславливаю т силу 
объем н ого  вязкого  со п р о ти в л ен и я , которая м о ­
ж ет бы ть  вы раж ен а через тр ан сл яц и о н н у ю  в яз­
кость  [12]

П* _  — 1_8г)ф—  (2)
д5(1 +  2ф)

где г \ — вязко сть  ж и дкости ; а  — радиус пузы рьков;

5 =  (2т)/рсо)' 2 — то л щ и н а  п огран и чн ого  слоя  на 
поверхности  пузы рьков , как  н а  тверды х частицах
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(из-за присутствия поверхностно-активны х ве­
ществ в ж идкости).

Если при поступательных колебаниях среды 
пузырьки не сохраняю т сф ерическую  форму, а со ­
вершают деф ормационные колебания, превра­
щаясь в сплю снуты е и вытянутые сфероиды, то  их 
поступательное движение в ж идкости , как движ е­
ние тел с переменной присоединенной массой, 
будет зависеть от амплитуды сф ероидальных ко ­
лебаний. П оскольку пузы рьки представляют со­
бой оспилляторы -квадруполи, собственная ча­
стота которы х определяется ф ормулой Рэлея—

Ламба ctb =  1 2 а /р д 3 [2, 13], то  при  определенных 
условиях возникает резонанс их сфероидально­
поступательных колебаний. Такая динам ика пу­
зырьков обусловливает резонансную  зависимость 
динам ической плотности пузы рьковой среды, 
которая, в свою  очередь, определяет резонансную  
дисперсию  звука.

Ранее задача о сф ероидальных колебаниях 
пузы рьков обсуждалась в литературе [14— 16], од ­
нако связь сф ероидальных и поступательны х к о ­
лебаний пузы рьков, а такж е их влияние на а ку ­
стические свойства газож идкостны х сред, не 
рассматривались. В настоящ ей работе впервые 
изучается влияние связанны х резонансны х сфе­
роидально-поступательны х колебаний пузы рь­
ков на динам ическую  плотность и трансляц ион­
ную  вязкость, и, соответственно, на резонанс­
ную  дисперсию  и затухание звука в пузы рьковой 
среде.

Представим форму пузырька в виде: 

r ( 0 , f )  = а  + ф ) У 2{ cosG),

где r 2(cos0) =  ( l/2 )(3 c o s 20 -  l) —  сф ерическая

ф ункция второго порядка, s =  с  — а  —  разность 
между полярной  полуосью  сф ероида с  и равно­
весным радиусом пузы рька а , характеризую щ ая 
степень вы тянутости  и сп л ю сн уто сти  пузырька.

Коэф ф ициент присоединенной массы ж и д ко ­

сти у =  w , / (4 /3 ) я р д 3 для сф ероидального пузырь­
ка с эквивалентным по объему радиусом а  при ма­
лых отклонениях от сф еричности |е| <§: а  м ож но 
аппроксим ировать зависимостью

Уравнение поступательного движ ения пузырь­
ка с изм еняю щ ейся присоединенной массой в ко ­
леблющ ейся среде имеет вид [21— 22]

J L ^  +  2 h \ W = — — , (3)
\ 2 а )  d t  2 a  d t  у 0 d t

где W  = V  -  U  —  относительная скорость пузырь­
ков, V, (J — абсолютные колебательные скорости 

пузы рьков и среды, 2h x = \ \ l m v  Правая часть 
уравнения (3) характеризует вы талкиваю щ ую  си ­
лу, действую щ ую  на пузырьки в результате уско­
ренного движ ения среды.

Рассмотрим теперь сфероидальные колебания 
пузырьков, обусловленные их поступательными 
колебаниями. Давление на поверхности пузырька 

находится из уравнения Бернулли /*(^ ,0 ) =

(W 2 -  к 2(я ,0 )), где локальная скорость  на по-=  Р 
2

верхности пузы рька в полярной  системе ко о р -

д и н а т (г, 0) определяется как u (a ,Q )  = ------------ , а
2 1 -ср

соответствую щ ее распределение давления вы -

Q \ \ г
ражается ф орм улой Р ( а ,  0) =  - — 1 - 9sin 0

4 ( 1 - ф ) 2_
которую  мы представим в виде двух составляю­

щ их />(<*, 0, г) =  Р0 (/) +  Р2 (/) У2 (cos 0). Учитывая

только составляю щ ую  />2(/)K 2(cos0), уравнение 
вы нуж денны х сф ероидальных колебаний пу­
зырька, как упругой сф ерической оболочки, за­
пиш ем в виде

+  2/ъ—  +  со2г  
d t 1 ' d t  -

9 W 2

4 а ( \  - ф ) 2

где 2Иг = ^ 2/ т 2 , Щ  =  ря /3 , £,2 »  — -  -  поверхност-
68

ная присоединенная масса и коэф ф ициент вязко­
го сопротивления, соответствую щ ие сфероидаль­
ным колебаниям пузырька.

У =  Уо 1 -
Зс"

2а,

где у0 =  (1 +  2ф)/2(1 -ф )  —  коэф ф ициент п р и со ­
единенной массы для сф ерических пузырьков. 
К оэф ф ициент вязкого сопротивления для п о ­
ступательны х колебаний пузы рьков определим 
по д иссипативны м  потерям в то н ко м  п о гр а н и ч ­
ном слое (8 а )  на поверхности пузы рьков =

=  бтгг) а

б (1 - ф)
[ 12] .

Задав движ ение среды в виде ( / ( / )  =  U 0 s in  со/, и 

приним ая в нулевом приближ ении W ( t )  =

=  —  (/„s ince/, что соответствует реш ению  уравне-
Уо

ния (3) для недеформируемых сф ерических пу­
зы рьков в идеальной ж идкости , реш ение уравне­

ни я  (4) отыскиваем в виде 8(/) =  8° -I- c'cos2co/ +

4- e"sin2cof. В результате для постоянной  состав­

ляю щ ей сф ероидальной деф ормации 8°, а также 
для д и сп е р си о н н о й  и д и сси п а ти вн о й  амплитуд
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сф ероидальных колебаний пузы рьков С ,с " , п о ­
лучим

о
с

где /о  =  —  
2 а

U о
1 + 2(р̂

Далее, отыскивая решение уравнения (3) с  уче­

том (5) в виде W  (/) =  sin со/ + W q cos со/ ,  получим 
соотнош ения, определяющие кинем атику посту­
пательных колебаний пузырьков и эффективные 
динамические свойства пузырьковой среды

и
(I

2A,+ 3 s :  
1 со 4 а

V o  7 o |_ 3 s
о

+
а

'2h,
со

т- (6)

Используя эти  соотнош ения, получим  зависи­
мости для эф ф ективной динам ической плотно­
сти р *  и трансляционной  вязкости р *  пузы рько­
вой среды, в которой пузы рьки соверш аю т сфе­
роидально-поступательные колебания. Отметим, 
что использование эф ф ективных динам ических 
свойств позволяет уравнение д инам ики  поступа­
тельных колебаний дисперсной среды под дей­
ствием осциллирую щ его градиента давления за­
писать в виде1121

ков Vq = U 0 + IVq. Таким образом, записав равен­
ство

Р* _  £/<> -  УрЧ> 

Р и „

К
и

ф'
О

и подставив в него первую  формулу (6 ), получим 
резонансную  зависимость динам ической плотно­
сти от параметров сф ероидальных колебаний п у ­
зырьков [21]

Если сф ероидальной деформации пузырьков нет, 
то  резонансная зависимость динам ической плот­
ности (7 ) исчезает, и остается только релаксаци­
онная зависимость

дающ ая в вы сокочастотном  пределе формулу (1), 
а в низкочастотном  пределе —  ф ормулу для ис­
ти н н о й  плотности смеси р *  =  p mix =  р(1 -ф ) .  Для 
наглядности, резонансную  зависимость (7) для 
идеальной среды без д иссипац ии  м ож но предста­
вить в виде следующ ей простой формулы

g f l  , Ы \ 2 (2<а/ю2) 2ф

IpJo W 1 - ( 2 g>/co2) 2’

p * U +  r \ *  U  =  - V P .

Эф ф ективная динамическая плотность соот­
несена со скоростью  геометрического центра 
единичного  объема пузы рьковой среды U. П о ­
скольку импульс единичного  объема может быть 
записан как произведение плотности смеси на 
скорость его центра масс, или как произведение 
динам ической плотности на скорость его геомет­
рического центра, т.е. р miJUmc = р * { / ,  то , зная со­
отнош ение скоростей U, V w  Umc, м ож но найти д и ­
нам ическую  плотность р *. Кроме то го , скорость 
центра масс Umc связана со скоростью  геометри­
ческого центра U  и с абсолю тной скоростью  п у ­
зырьков V  соотнош ением

U mc( \ - ( p )  =  u  -  Vq>,

вы текаю щ им  из определения статического мо­
мента масс системы ж идкость-пузы рьки. В случае 
вязкой ж идкости  долж на бы ть взята дисперсион­
ная, т.е. действительная часть скорости пузы рь-

где первое слагаемое описы вает д и н а м и че скую  
п л о тн о сть  идеальной среды с недеф ормируе- 

м ы м и сф ерическим и пузы рькам и  ( р * / р ) 0 =

=  (1 -  ф)/(1 +  2ф), а второе слагаемое отражает ре­
зонансную  зависимость динам ической плотно­
сти на частоте, равной половине собственной ча­

стоты сф ероидальных колебаний пузырьков со2. 
Отметим здесь, что резонансны й член в (9) квад­
ратично зависит от амплитуды колебаний среды 
(А  =  U0/co).

Трансляционная вязкость определяется м н и ­
мой частью относительной скорости пузы рьков и 
выражается следующ ей ф ормулой [21J

=  РФ со

2й, + зс :
^о " =  РФЮ (а 4д

Uo 7о !_Зв! + (2А,\2
а  \ со /

( Ю )

В случае недеф ормируемых сф ерических п у ­
зы рьков  резонансны е члены  в (10) исчезают, и
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р */р  г\,*Ъа/г\

Рис. 1. Резонансные зависимости динамической плотности и трансляционной вязкости пузырьковой среды при сфе­
роидально-поступательных колебаниях пузырьков (сплошные линии). Пунктирные линии -  релаксационные зави­
симости для среды с недеформируемыми сферическими пузырьками (<р = 0.08; 2Aj/co = 0.1).

С, м/с а , м_|

Рис. 2. Резонансная дисперсия и затухание звука в газожидкостной среде при сфероидальных колебаниях пузырьков 
(сплошные линии) на фоне релаксационной дисперсии вереде со сферическими пузырьками (пунктирные линии).

формула для тр а н сл яц и о н н о й  вязкости п р и н и ­
мает вид

онн ой  вязкости (10) на фоне релаксационны х за­
висимостей (8) и  (11).

(П)

В случае малого затухания (Л, <$с со) формула (11) 
приним ает вид (2). Ф орм улу (10) м ож но предста­
вить в форме, более наглядно иллю стрирую щ ей 
резонансную  зависимость трансляционной  вяз­
кости от частоты (кроме случая со2 =  2со)

Фазовая скорость  звука в газож идкостной 
пузы рьковой  среде при  малом затухании о п р е ­
деляется эф ф ективной квазистатической с ж и ­

маемостью  р *  =  -— у  + — ЗЦ, где С, С, —  скорость
рС р]С]

звука в ж и д ко сти  и в газе, и д ина м ической  п л о т­
ностью  (7)

С * =  (Р *р *)
- 1/2

л *  *  Л (г 1+ | 4
(2со/ со2)'

a l  [ l- (2 c o /c o 2) 2] '

На рис. 1. представлены резонансные зависи­
мости динам ической плотности (7) и трансляци-

Коэф ф ициент затухания звука в значительной 
мере определяется трансляционной вязкостью 
(10) и может быть вычислен по формуле
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Ч астота, Гц Ч астота, Гц

Рис. 3. Скорость и коэффициент затухания звука в пузырьковых средах (сплошные линии -  теория, точки экспери­
ментальные данные).

где второе слагаем ое а Л Дсо) учиты вает теп ловы е 
потери и р ассеян и е  звука н а  пузы рьках  |2 , 17]. 
П олученн ы е таки м  образом  зави си м ости  ф азовой  
скорости  и к о эф ф и ц и ен та  затухания звука от ч а ­
стоты , представлены  на рис. 2.

И з п редставлен н ой  теори и  следует, что р езо ­
н ан сн ы е м аксим ум ы  ф азо во й  скорости  и к о э ф ­
ф и ц и ен та  затухания зву ка  н а  п о лови н н ой  частоте 
сф ерои дальн ы х  колебан и й  пузы рьков  квадрати ч­
но  зав и ся т  о т  ам п ли туды  волн ы  и вы рож даю тся

при м алы х и н тен си вн о стях . П о-ви ди м ом у, 
вследстви е  это го  н и зк о ч асто тн ая  р езо н ан сн ая  
ди сп ерси я  звука в пузы рьковой среде в известны х 
эк сп ер и м ен тал ь н ы х  и ссл ед о ван и ях  (18—2 0 1 не 
б ы л а  обн аруж ен а .

Д л я  п роверки  п редставлен н ой  теори и  н и зк о ­
частотной  д и сп ер си и  звука авторам и бы ли  п р о в е­
ден ы  эк сп ер и м ен ты  н а газож и дкостн ой  п узы рь­
ковой  среде |2 1 —2 3 |. О п ы ты  п роводи ли сь в вер­
ти к ал ь н о й  стек л ян н о й  трубе ди ам етром  50 мм и
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Р и с .  4. Ф о р м а  п у з ы р ь к о в  в  р а з л и ч н ы х  ф а з а х  з в у к о в о й  в о л н ы  в  о б л а с т и  н и з к о ч а с т о т н о й  р е з о н а н с н о й  д и с п е р с и и  з в у к а .

высотой 3 м. В водны й сп и ртовой  раствор через 
специ альн ое устройство с м нож еством  к ап и л л я­
ров вводились пузы рьки  азота радиусом  п р и м ер ­
но 1 мм. О бъем ное газосодерж ание в см еси  о п р е ­
делялось объ ем н ы м  методом . П орш ен ь с к ап и л ­
ляр ам и , герм етично связан н ы й  через резиновую  
м ем брану с н и ж н и м  о сн о ван и ем  грубы , п р и во ­
дился в колебательное д ви ж ен и е  с п ом ощ ью  ви б­
ратора. П ри оп ределен н ы х частотах колебани й  в 
столбе п узы рьковой  см еси  создавалась стоячая 
акустическая волна. И з полученны х эк сп ер и м ен ­
тально  расп ределен и й  ам плитуд пульсаций  д ав ­
л ен и я  по  вы соте см еси  при разли чны х уровнях за ­
п олн ен и я  трубы  газож и дкостн ой  средой  оп реде­
лялась  ско р о сть  расп ростран ен и я  и к о эф ф и ц и ен т  
затухания звука н а  разли чны х частотах. П олучен­
ные эк сп ер и м ен тал ьн ы е  д ан н ы е  д л я  пузы рько­
вой среды  с разли ч н ы м  газосодерж анием  п ред ­
ставлены  на рис. 3. И з рис. 3 видно, что р езо н ан с­
ная ди сп ер си я  звука им еет м есто  п ри  частоте 
около 60 Гц, что составляет  п олови н у  собствен ­
ной частоты  120 Гц сф ерои дальн ы х  к о леб ан и й  пу­
зы рьков  радиусом  1 мм.

Д ля иллю страции  проц есса р езо н ан сн ы х  с ф е ­
роидальны х колебани й  пузы рьков  в стоячей  аку ­
сти ческой  волне, играю щ его основн ую  роль в м е­
ханизм е н и зкоч астотн ой  р езо н ан сн о й  ди сп ерси и  
звука, на рис. 4  приведены  ф о то гр аф и и , получен­
ные в разн ы х  ф азах  звуковой  волны  при частоте 
воздействия 60 Гц. В идно, что п узы рьки  и зм ен я ­
ют свою  ф орм у  от сплю снуты х ( а )  д о  вы тянуты х 
( в )  в  верти кальном  н ап равлен и и  элли п сои дов . В 
н екоторы й  пром еж уточн ы й м ом ент (б )  пузы рьки 
стан овятся  сф ери чески м и .

Т аким  о б р азо м , тео р и я , о сн о ван н ая  н а  к о н ­
ц еп ц и и  эф ф ек ти в н ы х  д и н ам и ч еск и х  свойств , 
п редсказы вает  н овы й  эф ф ек т  н и зкоч астотн ой  
р езо н ан сн о й  д и сп ер си и  звука в газож и дкостн ы х 
пузы рьковы х средах, обусловлен н ы й  с в я за н н ы ­
ми сф ероидально-поступательны м и колебаниям и 
пузы рьков. М еханизм  д и сп ер си и  звука этого  ти п а  
отличается  от м еханизм а и звестн ой  резон ан сн ой  
д и сп ер си и , обусловлен ной  объем н ы м и  о сц и л л я­
ц и ям и  пузы рьков. Если вы сокочастотн ая  д и сп ер ­
си я  звука обусловлена резон ан сн ой  сж и м аем о ­

стью  среды  со  сф ер и ч еск и м и  п узы рькам и , т о  э ф ­
ф ек т  н и зкоч астотн ой  д и сп ер си и  обусловлен 
р езо н ан сн о й  зави си м остью  эф ф ек ти в н о й  д и н а ­
м и ч еско й  плотности  среды , в которой  пузы рьки  
соверш аю т сф ерои дальн о-п оступ ательн ы е к о ле­
бани я. П редставленны е эк сп ер и м ен тал ьн ы е  д а н ­
н ы е по  скорости  и к о эф ф и ц и ен ту  затухания звука 
в пузы рьковы х средах согласую тся с тео р ети ч е­
ски м и  результатам и, и подтверж даю т сущ ество ­
вани е н и зкоч астотн ой  р езо н ан сн о й  ди сп ерси и  
звука.

Работа вы п олн ен а  при ф и н ан со во й  поддерж ке 
Р Ф Ф И  (п роект 05-02-96720) и гранта президента 
РФ  Н Ш -315.2008.8 .
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