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Предложен подход расчета резонансных частот и акустических характеристик ультразвуковых мно­
гослойных жидких камер, граничащих с воздушным или жидким полупространством и нагружен­
ных на пьезоэлектрический излучатель. Принято допущение о справедливости плоского движения. 
Подход позволяет получить исчерпывающую информацию о физических процессах в камере. По­
лучено выражение, связывающее электрический адмитанс пьезопластины и входной импеданс аку­
стической нагрузки. В качестве примеров рассмотрен ненагруженный излучатель, а также излуча­
тель, нагруженный на акустическое сопротивление с постоянным и с частотно зависимым импе- 
дансами.
PACS: 43.35.Yb, 43.38.F, 43.58.Vb

Как известно, применение ультразвуковых 
волн конечной амплитуды получило очень боль­
шое применение в различных областях науки и 
техники |1|. В частности, широко применяются 
всевозможные ультразвуковые камеры (УЗК), в 
которых принудительно создаются стоячие аку­
стические волны для решения различных техно­
логических задач. Эти камеры могут представлять 
собой достаточно сложные акустические волно­
воды, однако здесь рассматриваются камеры, для 
которых справедливо допущение о плоском дви­
жении. Как правило, наиболее эффективным ис­
пользование камер является на резонансных ча­
стотах, что усиливает такие полезные эффекты, 
как радиационное давление, течения и др. [2, 3|. 
Отметим некоторые работы, посвященные во­
просам резонансного озвучивания УЗК. В рабо­
тах |4—8] исследуется система пьезоизлучатель — 
камера как единое целое и с применением метода 
переходных матриц рассчитываются акустиче­
ские поля и резонансные частоты в камере. При 
этом, однако, рассматриваются камеры с идеаль­
ными граничными условиями, потери в которых 
обусловлены только затуханием. В работе [9] на 
основе решения одномерной краевой задачи по­
лучена амплитудно-частотная характеристика 
УЗК с плоскими пьезопластинами. В работах [10, 
11|, напротив, идеализируются граничные усло­
вия на поверхности излучателя, который заменя­
ется абсолютно жесткой поверхностью, но учи­
тываются потери на второй границе камеры, гра­
ничащей с воздухом. Однако при этом остается в 
стороне вопрос влияния излучателя, как системы 
с распределенными параметрами, на частотный

характер поля во всей системе, включая и излуча­
тель. Отметим, что в указанных работах рассмат­
ривается стандартная трехслойная камера, состо­
ящая из накладки пьезоизлучателя, слоя жидко­
сти и отражателя. В работе [12] предложена 
электрическая эквивалентная схема составной 
резонаторной структуры: пьезодиэлектрическая 
пленка с электродами — подложка. В работе 1131 
проанализированы собственные колебания круг­
лых пьезопластин переменной толщины.

В работе |14] рассматривается УЗК с произ­
вольным количеством слоев, с потерями на гра­
нице (камера граничит либо с воздухом, либо с 
жидким полупространством), однако излучатель 
заменяется идеальной абсолютно жесткой колеб­
лющейся границей. Там же на простом примере 
показан характер ошибок, возникающих вслед­
ствие идеализации излучателя.

В настоящей работе рассматривается камера, 
как система с произвольным количеством слоев, 
граничащая с воздухом, либо с жидким полупро­
странством и облучаемая пьезоэлектрическим 
пластинчатым излучателем. Акустическое и элек­
тромагнитное поля в пьезоизлучателе при этом 
учитываются в рамках линейной квазистацио- 
нарной модели [15]. Тем самым метод, предло­
женный для систем с идеальными границами |4, 
5|, адаптируется к случаю произвольных гранич­
ных условий. Такой подход позволяет получить 
адекватное описание всех характеристик УЗК в 
рамках рассматриваемой модели.

Как известно, колебания в пьезоэлектриках, 
являющихся существенно анизотропными, как с 
точки зрения механических, так и с точки зрения

853

mailto:sharb@mail.ru


8 5 4 КУРОЧКИН, ШАРФЛРЕЦ

пьезоэлектрических и диэлектрических свойств, 
описываются сложной системой электромехани­
ческих уравнений. Эти уравнения, однако, суще­
ственно упрощаются в некоторых случаях, когда 
система уравнений становится одномерной. В на­
стоящей работе рассматривается пьезоэлектриче­
ский излучатель в виде тонкой пластинки, осу­
ществляющей только продольные колебания по 
толщине пластины. Все функции, описывающие 
электромеханические процессы такой пластины, 
зависят только от одной переменной х , ориенти­
рованной по толщине пластины, а тензоры пре­
образуются в константы. В этом случае линейные 
уравнения пьезоэлектричества описываются сле­
дующими уравнениями [4, 151:

-d-u(x,t) , с
дх2

дЧр(x,t) _ d'u(xj)
дх2 Р д!2 '

(1)

Из (2) и (4) имеем

/)(х) = -8ф,. (9)

Пусть толщина пластинки / и величина х  ме­
няется в интервале х е |0 ,/|. Для нахождения че­
тырех неопределенных коэффициентов А ,  В , ф() и 
ф, необходимо удовлетворить краевым условиям, 
например, на границе х  = 0 для всех искомых 
функций

иИ х=0 = "о; <p(* )L o = ,w  
Д < =о -  f t  0 И , = о  =  4>

В работе 14 1 приведены выражения, связывающие 
условия (10) с неопределенными коэффициента­
ми. Применительно к рассматриваемому случаю 
они равны

<р(*>0 = -u(x9t) + ф,х + ф0 
е

дх дх
= (x,t)

(2)

(3)

(4)
дх дх

Здесь и — смещение; ф — электрический потенци­
ал; Т — напряжение; D — диэлектрическое сме­
щение; р, с, е, е — плотность, упругая жесткость 
пластины и ее пьезоэлектрическая и диэлектри­
ческая постоянные соответственно, остающиеся 
неизменными в пределах пластины (здесь под ди­
электрической постоянной в системе СИ пони­
мается произведение электрической постоянной
г0 = 8.85418782 х 10 12 Ф/м и безразмерной ди­
электрической проницаемости материала); ф0, 
ф, — неопределенные константы.

Объединяя (1) и (2), имеем

(5)
2Л ^2 

С +  —
/

д u(x,t) _ д u{x,t)
а х 1 “ р  а , 1 '

Решение (5) при установившихся гармонических 
колебаниях u ( x j )  =  и(х)е п"г имеет вид

и ( х )  = A  c o s k x  + B s i n  к х .  (6)

Здесь А, В — неопределенные константы; к = — —
с

волновое число; с — скорость продольной волны

‘ - П * -

Из (2), (3) и (5) имеем

(7)

Т(х) = к[с + е2 / &j(-As\n кх + Bcoskx) + еф,. (8)

Л = «о В  =  - г
[с + е2/г} к

го + ^ ° ) ,

Фо -  Фо “  ~W0> ф| -  “  А>
(11)

После определения констант (11) можно ис­
пользовать метод переходных матриц для расчета 
значений w(x), Т(х), ф(х) и О(х) в любой точке 
x e ( 0 J \  [4]

Щх)' г Мии МиТ 0 m uDN' Ф У
Т(х) МТи М тт 0 м  ™ 7'(0)

ф(*) М*и М*г  1 Л7ф/) ф(0)
D(x)y о 0 0 1

(и(0)Л

[о(0Ь
(12)

= М

Ч

ПО)

Ф ( 0 )

/>(0Ь

Последняя строка матрицы следует из (9). Най­
дем остальные элементы переходной матрицы, 
исходя из (2)—(4), (6) и (11). Окончательно имеем

Мии = МГГ = coskx, Аг т = *'пкх
у к

М1и = -yksinkx,  Л/ф" = М п> = -(cosкх -  1),
£

д̂ <рг _  fofuD _  g sin кх
8 у к

м * о ^ е \ \ п к х _ Х '  у =  с- +  е 2/Е .
8 у к е

Пусть к обеим сторонам пластины приложены 
идеальные электроды, механические свойства ко­
торых могут быть проигнорированы. В этом слу-

Ф« _  U TD _  е ,
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чае иском ы е величины  на разных сторонах левого 
электрода связаны соотнош ением  [4]

и а  о 0 O'
fu \

Т
0 1 0 0

т
=  М £

т
—

0  0 1 0
Ф ф ф

J b • х = х' 0  0
.2  Y 

‘ (n S
1 UJlx = x

(13)

'X = X

Здесь х  —  координата электрода; верхний индекс 
+ и -  относятся к  правой и левой сторонам т о н к о ­
го электрода соответственно; S  —  площадь элек­
трода, У = I / U —  адмитанс (проводим ость) цепи 
из двух электродов с находящейся между ним и 
пьезоэлектрической пластиной; U и /  —  напря­
жение и то к  в этой цепи. Как видно из (13), все ве­
л и ч и н ы , кроме электрического смещ ения D , в 
точке расположения электрода не м еняю т своих 
значений. Смещ ение D  меняется скачком.

П оставим краевые условия. На левой обкладке 
левого электрода и на правой обкладке правого 
электрода электрическое смещ ение равно нулю

/)(0 ) = />(/) =  0.

Кроме того , примем, что левая граница свобод­
ная, т.е.

Г(0) = 0.

Напряжение на правой границе долж но удовле­
творять краевому условию  (см. например [16, 
с. 155])

T(l,t) = - Z a
di

или с учетом временного фактора е

T(l) = io>Zau ( l) .  (15)

Здесь Z a — волновое сопротивление акустической 
нагрузки на правом торце пластины.

Если рассматривается система электрод —  пье­
зоэлектрическая пластина —  электрод, то  сово­
купная переходная матрица М *  равна произведе­
н и ю  [4]

М *  =  М £М ^ М £, 

а (12) преобразуется к  виду

(и { х )

Т (х )

ф(х)

M x ) j

' м*"и м * иТ л /* "41 м * и1>лf«(0)N '«(оА
м * Ти м * гт м * Тч м * ™ 0 = м* ДО)

М * ,ри M * vT M * w  м **D ф(0) ф(0)

м *»и м , о г  м *ш>^ U V vO(0)J

М атрица М * ,  в отличие о т  м атрицы  М р в (12), в 
общем случае не имеет специального вида с нуля­
ми и единицам и в четвертой строке и третьем 
столбце.

В работах [4, 6, 7] ф ункция К(со) определялась 
из характеристического уравнения, полученного 
из условия того , что левая и правая границы  с и ­
стемы излучатель-ж идкий резонатор являю тся 
свободны м и, т.е. значения упругого  напряж ения 
на этих границах равны нулю . В работе [14] рас­
сматривался ж и д ки й  резонатор с потерями, когда 
правая граница не свободная, а на ней задано им - 
педансное условие. В настоящ ей работе также 
предполагается наличие им педансного условия 
на правой границе резонансной системы, поэто­
му предлагается и н о й  алгоритм расчета электри­
ческого адмитанса К(со).

Н ачальный потенциал электрического поля 
определим через подаваемое на электроды напря-

м -/О)/
жение ие

и

2
С оответственно, исходя из условия 
=  (р(0) -  ф (/), имеем

U

2
О чевидно, что последнее равенство при подста­
новке в (13) обеспечивает скачкообразное паде­
ние электрического смещ ения D  до нуля на пра­
вой стороне правого электрода.

После этого  совокупность известных краевых 
условий м ож но записать так

0 (0 )  = / > ( / )  =  О, 7X0) =  0 , T (l)  = iG>ZaU(l), 

Ф(0) =  | .  ф ( /)  =  - | -
(16)

С  учетом (16) выражение (14) на границе х  = 1 
м ож но переписать в виде

( u ( D  '

m Z au (l)

- U / 2

v

(0 7
* 4 *иим М * иТ м * и9 м * и1>

М * Ти М * гт м * т ф м * ™

м * * т м * ' п м ^ °

м * о г М * ° * M *DD

Г«(0)л ги (0 ) \

0 = м* 0

ф(0) U /2

1о у к0 у

(17)

Д ля реш ения задачи (17) необходимо задание не­
известных пока значений начального смещ ения
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и ( 0) и адмитанса Т(со). Вытекающая из (17) систе­
ма четырех уравнений для определения двух не­
известных и(0) и К(оэ) переопределена. Анализ 
показывает, что для однозначного определения 
величин w(0) и К(ы) можно использовать любое 
из вытекающих из (17) линейно зависимых урав­
нений

М*%(0) + Л/*'*!’|  = 0, (18)

или

М*'р“и(0) + =
2 2

и уравнение

М*Таи( 0) + M*r* £  = i(f)Zau(D- (19)

Будем использовать для определения искомых 
величин уравнение (19) и (18). Для этого предва­
рительно выразим коэффициенты (11) через ис­

комые величины. Поскольку наличие электродов 
изменяет только электрическое смещение, а фи­
гурирующая в (11) величина D0 есть электриче­
ское смещение на правой стороне левого элек­
трода, которая равна [4]

то выражения (11) могут быть переписаны так

А = и( 0), B = M T 0 + e-D 0) = i \ e- -^ -Y ^ ) ,
у к\  е / укгсоо

Фо =  Ф о - -« о  = ^ - - ы ( 0 ) ,
8 2 8

ф ,= -1 /)0 = - /1 ^ -К ((о ) .
8 8(00

(Па)

Учитывая (6) и (1 1а), окончательно получаем ре­
шение системы (18), (19)

*(0) =

У (  <о) =

ell  г(ку (coski -  1 )-/Z acosin£0
-2е2ку + ку(2е2 + //Zfl8(o)cosA:/ + (к21у2г -  ie2Za(d)smkly

___________fc5,Y82<o(Zfl(ocos^/ -  ikys\x\kl)___________
-2егку + ку(2е~ + //Ztf8(o)cos£/ + (k2ly2c -  ie2Za(o)s\nkl

(20)

(21)

Таким образом, матричное уравнение (17) с 
граничными условиями (16) позволяет найти не­
достающие значения начального смещения «(0) и 
адмитанса пластины У(со) в виде (20), (21), а затем 
с помощью уравнений (2), (6)—(9) и коэффициен­
тов (11а) найти далее все искомые величины при 
произвольных значениях х е 10,/].

При Za = 0 (21) опишетадмитанс пьезопласти­
ны со свободными границами

_________i k S y z 2( t i s \ n k l_______ __
- 2 е 2 +  2с2 cos k l  + k l y z s m k l

_  i k S y c \ o  

-2<?2tg ^  + klye

что совпадает с обратной величиной выражения 
(3.105), приведенного в работе [15, с. 279| для им­
педанса плоской пластины со свободными грани­
цами, совершающей продольные колебания. Од­
нако там принята несколько иная скорость звука 
в пластине.

Отметим, что не рассмотренный здесь случай 
количества электродов больше двух, также может 
быть принципиально учтен [5]. Заметим дапее, 
что вычисление входного импеданса многослой­
ной камеры позволяет определять резонансные 
частоты системы вибратор-камера, если в (15) в

качестве волнового сопротивления акустической 
нагрузки Za принять входной импеданс камеры
ZBX. Тогда, очевидно, выражение (21) для адми­
танса может быть использовано для определения 
резонансных и антирезонансных частот, согласно 
изложенной в [4, 17] методике. Кроме того, после 
расчета значений смещения и(1) и напряжения 
7(0 на правой границе пьезопластины резонанс­
ные частоты всей системы могут быть рассчитаны 
с помощью различных приемов, например, как 
описано в [14].

Таким образом, получены все выражения для 
вычисления характеристик акустического поля и 
резонансных частот УЗК, состоящей из пьезо­
электрического вибратора и произвольной систе­
мы слоев, сопряженных, в частности, с однород­
ным полупространством.

Для иллюстрации полученных выражений был 
проведен численный эксперимент. Характери­
стики резонаторной камеры представлены в 
табл. 1, а на рис. 1 схематически приведена гео­
метрия камеры. В качестве полупространства 
(слой № 5) принимался воздух, либо вода. В табл. 
2 приведены характеристики пьезоэлектрическо­
го вибратора. Данные заимствованы в работе [6].

Отметим, что скорость звука (продольная) в 
пьезопластинке данном случае рассчитывается 
по формуле (7).
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Таблица 1. Характеристики резонаторной камеры

№  слоя
Скорость зву­

ка, м/сек 
Вода/воздух

Плотность,
кг/м3

Вода/воздух

Толщина 
слоя,м

1 1500 1000 5 х 10-3

2 5570 2600 1 х 10-4

3 1500 1000 3 х 10-4

4 5570 2600 1 х 10-4

5 1500/330 1000/1.3 СО

Вначале были рассчитаны точки резонанса не­
которых характеристик пьезопластин с парамет­
рами, указанными в табл. 2. Для сравнения в пер­
вой строке табл. 3 приведены резонансные часто­
ты в пластине с параметрами из табл. 2, но при 
с = 0 (без пьезоэффекта). Во второй строке пред­
ставлены резонансные частоты пластины без на­
грузки, в последующих строках приведены резо­
нансные частоты адмитанса, а также напряжения 
и смещения на границе х = I с нагрузкой Za = Z\,
где Z\ = pc  -  импеданс водного полупространства 
(см. строку 5 табл. 1). Сравнение первых двух 
строк подтверждает известные факты о том, что, 
во-первых, пьезоэффект понижает частоту резо­
нанса, а, во-вторых, наличие пьезоэффекта 
устраняет четные гармоники. Анализ строк 2—3 
также подтверждает известный факт понижения 
частоты резонанса при наличии нагрузки, одна­
ко, частоты резонанса напряжения Т(1) и смеще­
ния и(1) при наличии нагрузки остаются практи­
чески неизменными и совпадают с частотами без 
нагрузки.

На рис. 2, 3 приведены резонансные кривые 
для модуля и фазы адмитанса ненагруженной и
нагруженной на ZQ = Z\ пластины. Видно, что на­
грузка на порядок уменьшает модуль адмитанса и 
размывает резонансную кривую.

На рис. 4, 5 приведены резонансные кривые 
реальных и мнимых составляющих смещения и(1)

Левый Правый
электрод электрод Вода/воздух

Пьезопластииа Жидкая Жидкая
прослойка прослойка

Рис. 1. Г е о м е т р и я  у л ь т р а з в у к о в о й  к а м е р ы .

Таблица 2. Характеристики пьезоэлектрического виб­
ратора

Параметры Данные

Материал Sonox Р4
Толщина, м 1.01 х Ю-3
Плотность р, кг/м3 7800
Скорость звука с, м /с 4460
Диэлектрическая постоянная е, Ф /м 6.02 х 10-9
Упругая жесткость (модуль упругости) 
с ,  н /м 2

11.6 х Ю10

Пьезоэлектрическая постоянная е , к /м 2 15.3

и напряжения Т(1) пластины с нагрузкой Za = Z\. 
Видно, что на резонансе реальная составляющая 
смещения и мнимая составляющая напряжения 
равны нулю, вто время как вторая составляющая 
принимает максимапьное значение.

Далее были произведены расчеты при Za = Zex 
для резонатора с жидким полупространством (см. 
табл. I.) Результаты приведены на рис. 6—9. На 
рис. 6, 7 представлены зависимости модулей ад­
митанса и напряжения соответственно в том же 
диапазоне, что и на рис. 3 для случая постоянного 
импеданса нагрузки Za = Z\- Видно, что при ча­
стотно зависимом импедансе появляется целое 
множество резонансных максимумов, обуслов­
ленных этой зависимостью. Наиболее значимые 
из этих максимумов, по-прежнему, концентриру­
ются в окрестностях собственных частот пласти­
ны. Отметим, что уровень максимума адмитанса 
вновь вырос практически до уровня случая без 
нагрузки, что обусловлено резонансными явле­
ниями в камере. Резонансные кривые для реаль­
ной и мнимой составляющих смещения на грани­
це с жидкостью представлены на рис. 8 и 9 соот­
ветственно. Такой же характер носят кривые для

\ Ш

Рис. 2 .  Р е з о н а н с н а я  к р и в а я  м о д у л я  а д м и т а н с а  н е н а -  

г р у ж е н н о й  п л а с т и н ы ,  Z a =  0.
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\Y(J)\

Рис. 3. Резонансная кривая модуля адмитанса нагру­
женной пластины, Z a = Z\ -

Re Т(Г), 1шГ(0, н/м2

Рис. 5. Резонансная кривая действительной____  и
мнимой____составляющих напряжения нагружен­
ной пластины, Х а = z\-

модуля и для реальн ой  и м н им ой  составляю щ и х 
см ещ ен и я , которы е здесь не представлены . По 
н и м , а  такж е по  р езо н ан сн о й  кри вой  для модуля 
адм и тан са бы ли п росчи тан ы  зн ач ен и я  р езо н ан с ­
ны х частот д л я  двух н аи более зн ачи м ы х м акси м у­
м ов в о крестн остях  первого  р езо н ан са  ненагру-

Re w(/), Im u ( l), м

Рис. 4. Резонансная кривая действительной____ и
мнимой составляющих смещения нагруженной
пластины, / а = z \.

\У(Л\, Н/м2

Рис. 6. Резонансная кривая модуля адмитанса нагру­
женной пластины, Z a = Z BX.

ж ен н о й  п ласти н ы  / ,  =  1.957 МГц (см . табл. 3). 
Расчеты  по  всем трем  кри вы м  дали  идентичны й 
результат (округлен и е с точн остью  д о  сотен Гц): 
/  = 1.927 МГц и  /  =  1.999 МГц. П ри  это м , оче­
ви дн о , что экстрем ум ы  н а кривы х соответствую т 
и м ен н о  р езо н ан сн ы м , а  не ан ти р езо н ан сн ы м  ча-

Таблица 3. Точки резонанса ненагруженного и нагруженного излучателя

№
п/п Резонанс

Первая
гармоника,

МГц

Вторая
гармоника,

МГц

Третья
гармоника,

МГц

1 Пластина без пьезоэффекта, резонанс напряжения Т (/) 2.208 4.416 6.624
2 Пьезопластина без нагрузки, Z a = 0, резонанс по адмитансу Y (f) 1.957 — 6.548
3 Пьезопластина с нагрузкой Z a = Z\> резонанс по адмитансу Y(f) 1.953 — 6.537
4 Резонанс упругого напряжения Т(1) 1.957 — 6.548
5 Резонанс смещения и(1) 1.957 — 6.548
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|Г(/)|, н /м 2

Рис. 7. Резонансная кривая модуля напряжения на­
груженной пластины, = / кх.

Re Д/)* н/м2

Рис. 8. Резонансная кривая действительной составля- 
ющей напряжения нагруженной пластины, / а = Хвх.

! т / ’(/), н /м 2

Рис. 9. Резонансная кривая мнимой составляюшсй 
напряжения нагруженной пластины, Z a = Z BX.

стогам, так как в этом случае максимальны значе­
ния амплитуд смещения и напряжения на грани­
це с жидкостью, что максимизирует проходящую 
в резонатор энергию. Вновь отметим резонанс­
ный характер поведения реальных и мнимых со­
ставляющих, граничащих с жидкостью напряже­
ния и смещения.

Аналогичные расчеты были произведены для 
случая, когда камера граничит с воздушным по­
лупространством (см. табл. 1, слой № 5). Каче­
ственно характер зависимостей остается тем же, 
что и для водного полупространства. Однако зна­
чения напряжений и смещений растут на 4—5 по­
рядков в окрестностях резонансов, что является 
следствием более высокой добротности в этом 
случае. Кроме того, значения резонансных частот 
для случая воздушного полупространства увели­
чиваются на величину порядка 300 Гц, что также 
является естественным (см. 114)).

Таким образом, в работе предложен подход в 
рамках линейного приближения, позволяющий 
рассчитывать характеристики ультразвуковых ре­
зонансных камер, состоящих из пьезоэлектриче­
ского излучателя и многослойной жидкой каме­
ры, имеющей потери на граничащем с ней воз­
душном (жидком) полупространстве. Получено 
выражение, связывающее электрический адми- 
танс пьсзопластины и входной импеданс акусти­
ческой нагрузки. Показано, что резонансные ча­
стоты могут быть с одинаковым успехом рассчи­
таны либо по адмитансной кривой, либо по 
кривым частотной зависимости напряжения и 
смещения на границе между пьезо пластиной и 
камерой. Предложенный подход позволяет полу­
чить исчерпывающую информацию о физиче­
ских процессах в камере: смещение жидкости в 
камере на границе с пьезопластиной равно соот­
ветствующему смещению в пластине, а давление 
в камере на той же границе равно напряжению на 
границе пластины с обратным знаком.

Работа выполнена при поддержке фонда РФФИ, 
грант № 05-03-33108.
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