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С помощью интеграла Гельмгольца-Гюйгенса из измеренных на поверхности тела полных величин 
звукового давления и нормальных к поверхности компонент колебательной скорости выделяются 
внешнее поле и излучаемое им. В результате появляется возможность определения координат ис­
точников внешнего поля и управления излучаемым. Для этого поверхность тела разбивается на 
определенное количество площадок с пространственно однородными на них полями и вычисляют­
ся коэффициенты матриц в уравнениях для давлений на площадках и их скоростей колебаний. В от­
личие от метода Ю.И. Бобровницкого здесь не требуется знание матрицы импедансовтела.
PACS: 43.20.Fn, 43.30.Jx

Задачей активного управления излучаемого 
телом звука является создание заданного поля из­
лучения, в том числе его полного подавления вне 
зависимости от вибрации тела и падающих на не­
го звуковых волн. Ее решение в принципе дает 
метод Г.Д. Малюжинца [1, 2J, основанный на 
свойстве поверхности Гюйгенса не рассеивать па­
дающее на нее поле. Трудности практической ре­
ализации этого метода (они подробно освещены в 
литературе), даже если поверхности с непрерыв­
ным распределением точечных приемников и из­
лучателей звука заменить их дискретным анало­
гом, как предлагается в работе [3|, требуют поис­
ка более простых путей решения задачи.

Гораздо более привлекательным является импе- 
дансный метод, развиваемый Ю.И. Бобровниц- 
ким |4— 6). Главными здесь являются два момента: 
это разбиение поверхности тела на элементарные 
плоские площадки, на которых звуковые поля 
пространственно однородны, и введение импе- 
дансных матриц, связывающих компоненты сил, 
действующих на площадки, с соответствующими 
компонентами нормальных скоростей колебаний 
площадок. Таких матриц в работах |5, 6| об аку­
стически прозрачном теле введено три, причем 
одна из них —  импедансная матрица тела в вакуу­
ме, другие —  среды в объеме тела и среды во внеш­
ности тела. Метод сравнительно прост, тем более 
для современных вычислительных средств обра­
ботки данных. Наименее конролируемой и, на 
взгляд авторов настоящей работы, трудно опреде­
ляемой является матрица импедансовтела. Нель­

зя ли исключить ее при решении задачи опреде­
ления внешнего поля и управления рассеянным?

В предлагаемой работе делается попытка дать 
положительный ответ на этот вопрос на основе 
решения волнового уравнения в виде Гельмголь­
ца-Гюйгенса (далее Г— Г) и переходом от него к 
дискретному аналогу.

Рассмотрим общий случай. В идеальной жид­
кости находится тело, ограниченное поверхно­
стью S ,  на которой размещены датчики звукового 
давления и ее нормальной компоненты колеба­
тельной скорости, а также активные элементы 
для изменения этой скорости. Поверхность S мо­
жет быть задана в сферической системе коорди­

нат r,0,cp как R  =  /?(0,ф), где R  —  радиус-вектор 
точек поверхности, а область, ограниченная S , 
предполагается односвязной.

Звуковое поле вокруг тела складывается из 
внешних полей сторонних источников и полей, 
рассеянных телом, куда можно включить и поля, 
вызванные как вибрацией самого тела, так и ра­
ботой активных элементов. По известным значе­
ниям величин нормальной к поверхности тела

скорости колебаний Vj (/?) и потенциала скорости 

можно с помощью интеграла Г— Г выделить

из полных полей внешние \\ihv^j  и рассеянные 
ф*, v ^ . Для гармонических колебаний, пропорци-
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ональных exp(/cof), интеграл Г— Г для потенциала 
Ф (г)вточке г  записывается в виде [7]:

ф (г) = v ± ( R ) e x p { - l k r x)/rx -

- y ( R ) n Rб ч .-, R - T  d ( c x p ( - l k r x)/rx)
rx drx

а для его градиента по г  из (1) имеем

d S %

У ф ( г )  =  ^ { и х (Л )у г(г ^ А ) -

- v ( * ) V r n R( ( R - r ) / r x) J - { l  ,кГх/г. d S ,

(1)

(2)

где вектор rx = R - r , а его величина гх =

= [Л 2 + г 2 -  2(гЯ)]^2, nR -  единичный вектор

внешней нормали к поверхности тела в точке R , 
к = а)/с , с  —  скорость звука в окружающей жид­
кости.

Потенциал Ф (г) и его скорость УФ ( г )  прини­
мают по два значения при интегрировании (1) и 
(2) как по внутренней стороне поверхности, так и 
по внешней:

Ф (г),УФ (г)
V ,( r ) ,v ,( r ) ;  при г  внутри 5' 

0; при г  вне S
(3)

при интегрировании по внутренней стороне по­
верхности и

Ф (г),У Ф (г) = —
0, при г  внутри S  

У  s i? )  >vs( r ) ;  при г  вне S j
(4)

—  по внешней.
Следовательно, по известным величинам по­

тенциала и нормальной компоненты скорости на 
поверхности тела интегралы (1) и (2) дают воз­
можность восстановить внешнее поле, а изменяя 
их с помощью активных элементов, —  управлять 
рассеянным. Эти следствия интеграла Г— Г доста­
точно очевидны, тем не менее авторам не извест­
ны работы по активному управлению рассеян­
ным полем непосредственно с его помощью и на 
основе измеренных на поверхности тела вели­
чин потенциала и скорости. В чем же здесь дело; 
может быть этот подход не реализуем в принци­
пе? По мнению авторов, это не так. Если на 
уровне интегралов (1 ,2 ) трудно представить ре­
шение задачи, то в их дискретном варианте —  го­
раздо проще.

Разобьем поверхность S  на определенное ко­
личество площадок с условием, что потенциалы и 
скорости на них однородны и можно вынести их 
из под знаков интегралов по площадкам в (1, 2);

согласно (4), заменив Ф(г )  на внешние и рассеян­
ные поля, получим систему уравнений:

V /00  =  G ‘m v m  ~  Я> * ;  ^ , ( г )  = g 'mV „  ~  £?>m, (5)

VsOO =  -G m v m +  QmVnp ? ,( ? )  =  ~g*mV m +  QJ.V* (6)

С КОЭIITII ициентами:

G m i ? )  =  ^  J [e xp (-/*r)/r]|r-(1</5e,;

ЧП

qm { f )  = ^  ^ \ { n m( r / r ) ) - ~ ( e x p ( - i k r ) / r ) ] ^ F=Fxd S m,
(7)

g m i ? )  = ~  J [(?/ r ) £ ( ? x p ( - i k r ) / /■)]\F. Ttd S m; (8)
m

Здесь nm —  единичный вектор внешней нормали к 
площадке /и, гх — вектор, проведенный из точки 
наблюдения г  в точку гх-, площадки гх —  его
длина, S m —  площадь площадки с номером /и, ин­
декс s  для точки наблюдения вне поверхности те­
ла, / —  внутри.

Для определения коэффициентов в уравнени­
ях (5, 6) выберем точку г  на площадке с номером 
п,  скалярно умножим вторые уравнения на пп —  
вектор единичной внешней нормапи к этой пло­
щадке; после интегрирования по ней и деления 
на площадь S n получим систему уравнений для 
определения потенциалов и нормальных
скоростей v imv sn на площадке п :

V/ = < /V - t f V ;  Vi = g v - Q ' y  (10)

V|/f = -G V  + ^ V ;  v s = - g sv  + Q s\\f. (11)

Здесь величины у  и v  —  матрицы-столбцы, а ко­
эффициенты —  квадратные матрицы порядка, 
равного числу площадок:

°пт = ~  J \ [ t x p ( - i k r ) l r \ \ r=rtd S J S ^

"s'.- s. (12)
5 ,1  

Я  п т

4  nS,
|  ^ n a ( ? l r ) ) j ( t x p { - i k r ) l r ) ^ f= fx d S J S n

ns;■ s .

g nL =  1
4л S П

J {  ( n „ r / r ) ^ - ( e x p ( - i k r ) / r ) j \ F=^ d S J S „ ;
s ; r s „ (13)
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> нию  самовоздействия пластинки, колеблющейся 
в жестком экране (7):

(л/2) 2flcos<p

\ d S / r x = 4 |  J  [ p d p j -}г2 + p2)t/cp =

° ; 2 ______________ (1 8 )

=  -  2 л |е |  +  4  J -Js2 +  4 a 2cos(frf(p .

0
После повторного интегрирования (18) по пло­
щадке S m получаем:

G smL { z )  =  - i k R 2j 4 -
п/2 (1 9 )

Н/2+0М .) Г—Ц-Г(J c o s  (pLxо Y
£2 + 4/?2cos2ф) 3/2 -  М '^ ф •

В (12— 14) интегрирование по площадке п  прово­
дится по внешней стороне для элементов матриц 
рассеянного поля и по внутренней —  для внешне­
го. Нетрудно увидеть, что недиагональные эле­
менты матриц (12— 14) не зависят от стороны ин­
тегрирования. Преобразуем формулы для диаго­
нальных элементов, когда пп = п т. Введем вектор 
£ят , как показано на рис. 1, тогда диагональные 
элементы будут являться пределом при е —> 0 с 
положительной стороны для рассеянного поля и с 
отрицательной —  для внешнего, а величины гх и 
скалярное произведение принимают вид:

гх = у]е 2 + р2; (птгх )/гх = -е /7 ё У7 р 2. (15)

Далее будет проведено интегрирование по р в 
пределах от 0 до 2<?cos(p и по а  -  от 0 до Rm (см. 
рис. 1). Нетрудно увидеть, что с помощью выра­
жений (15) три коэффициента из (12— 14) выража-

ются через четвертый -  G 5m':

s,i _  s,i _  i* д  n s,i, 
Я m m  8  m m

е->0^£
Q Z  =  - П т п ^ 4 С - . ( 1 6 )

е->0 СЕ

д ‘ г.?./

Разбиение поверхности тела можно провести 
наиболее плотно, если элементы выбрать в виде 
шестигранников; считать их плоскими, а при вы­

числении G smlm -  кругами радиуса Rm малых волно­
вых размеров ( k R m<z: 1). Раскладывая экспоненту 
под интегралами в ряд до третьего слагаемого, по­
лучим:

G sm:  = - i k R 2j 4  + - ± -  Г
J J гх

(17)

При с = 0 из (19) имеем:

G L  =  G L  =  4Лт/Зя -  i k R l l 4, (20)
а из равенств (16) и (19) получаем для диагональ­
ных элементов матриц:

Ятш = - g „ L  =  ± 1 /2 ; < & t , = - \ / 2 R m. (21)
В (21) знак (+ ) —  для рассеянного поля и (— ) —  для 
внешнего. Таким образом, матрицы 6' и 0 ,  как и 
недиагональные элементы матриц g  и q  не зави­
сят от стороны интегрирования по площадке, а 
выделение внешнего и рассеянного полей связа­
но с диагональными элементами матриц g  и q.  В 
результате из восьми матриц коэффициентов си­
стемы уравнений (10, 11) остается четыре:

G ' = G S = G, q s = q ,  q ‘ = q - \ ,  g s = g,  ^

g ‘ = g  + 1. QS = Q ‘ = Q ,
а уравнения переходят в более простые:

V/ = G v - ( q - i ) y ,  v ,  = {g + \ ) v - Q ^ ,  (23)

ф., = ~ G v  + q\y, v s = - g v  + Q y ,  (24)

где 1 —  единичная матрица.

Введем матрицы импедансов Z s и Z \  связыва­
ющих потенциалы и скорости рассеянных и 
внешних полей соответственно, с помощью вы­
ражений:

v|i s = - Z * v £  Чf i = Z ‘v i . (25)

Измеряемые поля у  и v  есть суммы внешних и 
рассеянных, поэтому из системы уравнений (23, 
24) и (25) следуют два уравнения:

(-G  +  fZ 'Jv ,-=[<? + ( * "  l ) Z s] v s, 

( - g  + Q Z i) v i = ( g  + \ + Q Z ^ ) v s .

Первое интегрирование по поверхности S m мож- Величины V,- и v S9 входящие в уравнения (26), яв­
но провести способом, аналогичным вычисле- ляются независимыми; может существовать одно
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внешнее поле, когда рассеянного нет, например, 
нет тела или подавлено рассеянное. Может быть 
одно рассеянное — вибрация поверхности. В лю­
бом случае уравнения (26) должны выполняться, 
что может быть только при равенстве нулю всех 
скобок. Это следует и из структуры уравнений 
(23, 24); вклады в левые части уравнений (23) от 
рассеянных полей, а в (24) от внешних, должны 
быть равными нулю. Из полученных четырех 
уравнений имеем:

z s = ( l  - q ) ~ ' G ,  Z ‘ = q - ' G , (27)

Z s = - Q - \ \ + g ) ,  Z ‘ = Q - ' g . (28)

Существование обратных матриц в (27, 28) об­

условлено наличием их у импедансов Z'  и Z' . 
Уравнения (27, 28) позволяют выразить матрицы 
Q и g  через G и q :

Q = -G~'q(\ -  q), g  = G ' q G - 1. (29)

Таким образом, рассеянные и внешние поля 
на поверхности тела, даваемые уравнениями (23, 
24), и импедансы из (27) определяются только 
двумя матрицами С и q ,  которые, в свою очередь, 
определяются только геометрией поверхности 
тела.

Уравнения (23) выделяют “ след" внешнего по­
ля на поверхности S , по которому можно восста­
новить координаты его источников, например, с 
помощью уравнений (5), определив направление 
потока звуковой энергии внешнего поля в какой- 
либо точке внутри тела.

Уравнения (24) дают возможность управлять 
рассеянным полем. Далее предполагаем, что ак­
тивные элементы на поверхности могут изме­
нять амплитуду скорости ее колебаний. Здесь не 
будем рассматривать всю замкнутую цепь от из­
мерений полей до возбуждения активных эле­
ментов, возможные неустойчивости в ней и т.д., 
поэтому можно не переходить от частотного 
представления уравнений к временному и счи­
тать колебания стационарными, а возможные их 
изменения —  медленными. Изменение рассеян­
ной компоненты скорости 8 v s связано с измене­
нием потенциала 6\j/5 первым равенством (25). 
При 8 v s = - v s происходит подавление рассеян­
ного поля от возможных вибраций тела или 
внешнего поля. Из (24) следует условие сохране­
ния этого состояния

у  =  Z V , (30)

которое необходимо выполнять с помощью ак­
тивных элементов, изменяя \/л..

Рис. 2.

Рассмотрим другой случай управления рас­
сеянным полем —  имитации пассивной грани­
цы, рассматриваемой формы, импеданс Z  кото­
рой равен импедансу окружающей жидкости рс 
(р —  плотность), а давление р  на границе задано 
в виде

р  = -/сору = —Z v ,  (31)

где скорость колебаний границы v  = - n V \ \ f .  Из 
(31) следует

i k y  = v .  (32)

В случае плоской границы и нормального паде­
ния на нее плоских звуковых волн такая модель 
соответствует полному поглощению звука, но 
уже при падении под углом появляется отраже­
ние. Для имитации такой границы необходимо 
поддерживать равенство (32) вне зависимости 
от изменений внешнего поля. Пусть оно не вы­
полняется; изменим величину скорости на Sv>v, 
что приведет к изменению потенциала на

- Z '5 v v, тогда из (32) получаем необходимую ве­
личину

5 v 5 = ( i k Z s + l) ( i k y  -  v ), (33)

для выполнения равенства (32). Возможны и дру­
гие модели управления рассеянным полем.

Рассмотрим простой пример, тем не менее, под­
тверждающий все сказанное выше. Выберем тело в 
виде плоского неограниченного слоя толщины а .

Все необходимые параметры Гх\.ъ? =  д/,я
вычисления интегралов в равенствах (1 ,2 ) пока­
заны на рис. 2. Поверхность 5, состоящую из по­
верхностей 5, и S2, при интегрировании следует 
рассматривать как цилиндрическую, радиус кото­
рой стремится к бесконечности. Учет мнимой ча-
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14 ГРОМОВ и др.

сти волнового числа к  делает интегралы сходя­
щимися. После интегрирования имеем:

ф М  -  г т <
ш

v, -  ik
х - а  2  
I-------^ jV i
\ х - а Ц

exp[-/A:|x-fl/2(] +

+
, х  + а !  2 

V2 + / Л ; ---------- Т:,У2 ехр[-/£|х + а /2)]

У Ф  =  -  я

х  + а / 2

>  + ай
v 2 +  i k ty  2

ехр[-/Л|х -  а/2|] -

(35)

ехр[-/А:|х +  а/2|]

Из этих равенств с помощью (3, 4) получаем для 
внешних полей внутри слоя ( - а / 2 < х < а /2):

V/ = (1/2){[(1//Л) v, + v ,]e xp [/*(x  -  а/2)] 

+  [(V /&) v 2 + V|/2]exp[—/7с (х + а/2)]},

У/ =  («i/2){(v, + /Л\|/,)ехр[/Л(х -  а/2)] -  

- ( v 2 + /Тс\р2)ехр[—/7fc(x + а/2)]},

и для рассеянных (|х) > я/2):

[О М ) v, -  v |/,]exp [-i* (x  -  а/2)] +

+ [(1/ i k ) v 2 + у 2]ехр[-/А:(х + а/2)];

х > а/2

[ 0 M ) v i + Ф ,]ехр[/7с (х  -  а/2)] +

+ [(1/ i k ) v 2 -  \|/2]ехр[/А:(х + а/2)];

х < -а /2

(v, -  /Аф,)ехр[—/А:(х -  а/2)] +

+ ( у г + /&у2)ехр[-/Л:(х + а/2)], х  > а/2  

- ( v i  + /Лгф,) ехр[/* (х -  а/2)] -  

~ ( у 2 -  ik\\f2) e x p [ i k ( x  + а/2)], х  < -а/2_

(36)

(37)

V , = —
- J

2
(38)

V , .  = .(39)

В (36, 37) внешнее поле состоит из двух встреч­
ных волн, падающих на слой в общем случае с 
двух сторон, рассеянное же поле (38, 39), как и 
должно быть, представлено двумя убегающими от 
слоя. По измеренным величинам \j/,,\|/2 и v bv 2 
можно определить из (36, 38) потенциалы, а из 
(37, 39) скорости, внешних и рассеянных полей; 
для управления рассеянным запишем поля на 
границах слоя в виде матричных уравнений (23, 
24), воспользовавшись условиями:

V i .i ( *  =  а / 2) =  V i , / b  « М М  =  а / 2)  =  v s.ib 

V*./(* = ~ al 2) = Vs,ib n2v SJ( x  = - а / 2 )  = v , Jb
(40)

получаем для матрицы G  выражение:

G  =
.2 ik, V

1, exp( - i k a )  

exp ( - i k a ) ,  1
(41)

(34) остальные матрицы выражаются через нее:

q = - i k G  + 1, g  = - i k G , Q  = i k ( i k G  - 1). (42)

Импеданс рассеянного поля Z  из (27, 28) с помо­
щью (41, 42) записывается диагональной матри­
цей:

Z s = 1 / i k , (43)

а импеданс внешнего поля

Z '  = 1
i k [ c x p ( ik a )  -  ехр(-/Л:а)] 

'exp ( ika )  + exp ( - i k a ) , 2Л 

2, ехр(/£а) + ехр(-/£а),

(44)

На рассмотренном примере обсудим два вари­
анта управления рассеянным полем, определяе­
мых условиями (30, 32). Прежде всего, заметим, 
что амплитуды внешнего поля из (36, 37)

А  = (1/2) [ ( v j i k )  + \|/,], А 2 =  (1/2) [ ( v 2/ i k )  + v|/2] (45)

не зависят от амплитуд рассеянного поля, т.к. со­
гласно (25) и(42) v|/s = -  v j i k .  Потенциал рассе­
янного поля из (38), с учетом (45) принимает вид:

[ ( 4 - V i ) e x p ( / f c e / 2 )  +  

+A2tx p ( - ik a /7 ) \  х 

хехр(-/&х), х > а /2 

[ A  exp ( - i k  а /2 )  + 

+ ( А 2 - \ | / 2)ехр(/А:а/2) ]х  

хехр(йх), х  < -а /2

У * =  —
- J

2
(46)

В случае подавления рассеянного поля, когда 
связь между полным потенциалом и его скоро­
стью дается равенством (30), потенциал \\is = 0, а 
потенциалы из (46) удовлетвори ют условиям:

\|/, = А { + /42е х р (- /£ а ) , ф 2 = A \Q x p ( - i k a )  + Л2, (47)

которые могут служить критерием этого процес­
са. В случае полного поглощения звука, согласно 
условию (32), из равенств (45) имеем ф, 2 = А { 2, а 
из (46):

V» =  -Л 2ехр[-/А(х + а / 2)], х  > а / 2 ,

= - А ,  ехр[/Л(х -  а/2)], х  < - а / 2  .
(48)
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Сложение полей (48) с внешним дает полное по­
глощение слоем падающего поля.

Таким образом, рассмотренный пример, на 
взгляд авторов, показывает работоспособность 
предлагаемого метода управления рассеянным 
полем и определения источников внешнего.

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке программы РАН “ Когерентные аку­
стические поля и сигналы”  и гранта РФФИ 07- 
02-92175.
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