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Предложено полуаналитическое решение задачи о рассеянии плоских звуковых волн упругим ци­
линдром с некруговым сечением. Задача решается аналитико-численным методом граничных эле­
ментов в рамках механики идеальной жидкости и линейной теории упругости.

Особый интерес при решении задач о рассея- 
ши представляет учет различных особенностей 
>еальных сред и конфигурации препятствия. Из­
вестны решения задач о рассеянии звуковых волн 
упругим круговым цилиндром [1—3]. В работах 14, 
51 для решения задач о рассеянии звуковых волн 
Препятствиями сложной формы использовались 
методы на основе одномерных интегральных 
L равнений Фредгольма второго рода. В этой ста­
тье на основе аналогичного подхода с использо­
ванием метода граничных элементов (МГЭ) 
федлагается решение задачи о рассеянии плос­
кой звуковой волны упругим цилиндром с некру- 
овым сечением.

Пусть из внешней акустической среды на бес­
конечный упругий цилиндр падает плоская аку­
стическая волна. Положим, что фронт волны па­
раллелен образующей упругого цилиндра. Схема 
взаимодействия волны с препятствием представ­
лена на рис. 1.

Предполагается, что падающая волна является 
гармонической. Требуется найти полное поле 
установившихся упругих колебаний материала 
цилиндра и области содержащей среды в его 
окрестности. Решение выполняется в рамках ли­
нейной теории упругости и механики идеальной 
жидкости.

Решение будем проводить в декартовой систе­
ме координат*,у,г. При этом положим, что ось z 
направлена вдоль образующей цилиндра. Пред­
полагается, что материал препятствия представ­
ляет собой идеальную упругую среду с модулями 
упругости А.,р и плотностью р. Внешняя среда яв­
ляется идеальной жидкостью с плотностью р0 и 
скоростью звука с0. Падающую волну будем за­
давать единичным потенциалом скоростей у , та­

ким, что скорость частиц в падающей волне име­
ет вид

V0 = gradvj/,.

Без ограничения общности будем полагать, что 
направление распространения волны совпадает с 
осью Ох. С учетом выбора ориентации системы 
координат запишем в виде ц/, = exp(ikx -  /со/), где
со — круговая частота падающей волны, А = со/с0 — 
волновое число.

Очевидно, что все колебательные и волновые 
процессы, порожденные такой падающей вол­
ной, в установившемся режиме будут происхо­
дить с той же временной зависимостью ехр(-/со/), 
что и в падающей волне. Поэтому временной 
множитель ехр(-/а>/) у всех функций далее будем 
опускать.

Рис. 1. Геометрия задачи.
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В результате рассеяния в жидкости возникают 
отраженные продольные волны, в упругой среде 
цилиндра — стационарные колебания, которые 
можно представить в виде суперпозиции про­
дольных и поперечных волн |3 |.

Рассеянное поле во внешнем пространстве 
можно характеризовать скалярным потенциалом 
скоростей в продольной волне \]/Дг,/), который 
должен удовлетворять волновому уравнению

д ^ - А ^  = о- С)Со д г
Для описания колебаний внутри упругого пре­

пятствия воспользуемся общими уравнениями 
движения сплошной среды в напряжениях, запи­
санных в декартовой системе координат для слу­
чая малых перемещений |6 ]

% /  +  * /  =РС̂2  и  = ] ’2)- ( 2 )

где через Oj обозначены компоненты тензора на­
пряжений, bj — компоненты объемных напряже­
ний (далее полагаем Ь} -  0), р — плотность мате­
риала, Uj — компоненты смещения и.

На поверхности соприкосновения внешней 
среды и упругого цилиндра Гс должны выпол­
няться условия непрерывности напряжений и 
нормальных скоростей f3]:

!/<*> = у(°)
г п г п  ’

Здесь индексом (а) обозначены величины, отно­
сящиеся к внешней акустической среде, индек­
сом (е) — к упругому препятствию; = V ^’ • n,

V'^ = grad(\j/, + y v), Y '’! = ~ u, n — единичный 
вектор внешней нормали к поверхности препят­
ствия; р -  = /р0(\|// + \|/5) — давление, создаваемое

(е) (е)акустической волной; рп' = pw • п — нормальное 
напряжение, возникающее в упругой среде,

pw = (p\-pi), р, =  Vj,nj ; pV = р ' • т, т  1  п.
Кроме того, потенциал скоростей в рассеян­

ной волне \|/Дг,/) должен удовлетворять условиям 
излучения на бесконечно удаленной границе 
Г « (г  ->  со):

Таким образом, математически задача состо­
ит в нахождении решений уравнений движения 
взаимодействующих сред (1) и (2), удовлетворя­

ющих граничным условиям (3) и условиям излу­
чения (4).

Решение будем проводить с применением 
МГЭ [6].

Для начала заметим, что при условии гармони­
ческой зависимости от времени уравнение ( 1) 
становится уравнением Гельмгольца

Д \ | / 9 + k 2\\fs =  0.
Далее, следуя идеологии метода взвешенных 

невязок, в результате интегрирования последнего 
уравнения получим

j*(A\|/v + А:2\|/5)\|/*<Ю = 0, (5)
о

где у*  — фундаментальное решение уравнения 
Гельмгольца, а £2 — область, границей которой яв­
ляется Г = Гс U Гж, Гс — граница сечения упруго­
го цилиндра плоскостью хОу.

Дважды проинтегрировав по частям (5), полу­
чим следующее уравнение:

Ь * + к\*)у/1С1=  1\|/5̂ йГ -  | у * ^ Л \ ( 6 )
J дп J дпп г г

Первые два граничных условия из (3) и условия 
излучения на бесконечности (4) с учетом времен­
ной зависимости ехр(—/со/) перепишем в виде:

д\[/я . d\\f; г-—— = -/сои„--- — на границе I с,
дп дп

= ik\\fs на границе Гвд, (7)
дп

= —\|/7 + — p f! на границе Гс.
Р п ° >

Подставив (7) в (6) и учитывая условие (4), полу­
чим

Г ( Л \ | / *  +  Г ’ \ | / * ) \ М £ 2 -
J J дп
n гс

+

гс г„

5vji

или в окончательном виде с учетом второго урав­
нения из системы (7) и свойств фундаментально­
го решенияс у , -  f y , ^ < / r +  Г у * ^ < / Г  = 0, (8)

J дп J дпГ с  Г с
где с — коэффициент, зависящий от гладкости по­
верхности препятствия в каждой ее точке.

Теперь получим интегральное представление 
уравнения (2). Известно, что уравнение (2) в слу­
чае стационарных колебаний, записи в форме Л а-
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Р и с . 2 . Ф о р м ы  с е ч е н и й  п р е п я т с т в и й  а ) ,  б ) ,  в ) ,  г).

ме и отсутствии массовых сил может быть пере­
писано в виде

+ (*- +  V)ujji  + Р ® 4  =  0 (/ =  1,2). (9)
Технология получения интегрального аналога (9) 
на основе тождества Сомильяиы хорошо известна 
и описана в [6, 7]. В результате преобразований с 
использованием фундаментальных решений из
(9) получим

Объединение полученных результатов (3), (8),
( 10) в единую систему описывает математическую 
модель рассматриваемого процесса рассеяния 
акустических волн упругим цилиндром:

cys -  [у5̂ < /Г  + |V ^ < /r  = 0,J  д п  J  д п

Гс Гс (11) 
ciuj  +  J pljUjdT -  J ufjPjdT = 0 (/ = 1,2), 

rc rc

- 1
Гс; Г  c

где с0 — коэффициент, имеющий смысл, анало­

гичный коэффициенту с из (8), и*, pfj -  фунда­
ментальные решения, полученные из (9).

ufjPjdT  = 0 (/ = 1,2; у = 1,2), ( 10)c i u j  +  J P * U j d T -/COCW,/!, + Ы2Пт) -  ^
дп дп

• -V / + —  (Р|«| + Pin  2) =  M's, (12)р0со
Р\П2 ~ Р2"\ = 0,
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Рис. 3 .  ( а )  Д и а г р а м м а  н а п р а а ч е н н о с т и  F(<p) р а с с е я н н о г о  п о л я  д л я  ц и л и н д р а  а )  ка =  l;(6 )fa /=  1 ; ( в ) А д  =  1; (г ) Л:гг =  1.

где нее уравнения (II), ( 12) записаны для точек 
границы упругого цилиндра Гс. Система (II) поз­
воляет определить значения неизвестных функ­

ций \|/5, и„ Pi на поверхности препятствия
дп

при выполнении граничных условий ( 12).

Полученная система интегральных уравнений 
(I 1) сводится к системе линейных алгебраических 
уравнений путем дискретизации поверхности по­
стоянными, линейными или квадратичными гра­
ничными элементами.

Был разработан алгоритм определения поля 
источников на поверхности препятствия. На ос­
нове данного подхода можно исследовать даль­
нюю зону акустического поля \|/ vв некоторых 
частных случаях.

Предложенное решение было использовано 
для анализа рассеяния плоской акустической 
волны на четырех видах препятствий, формы 
нормальных сечений которых представлены на 
рисунке 2. Точками представлено сечение кру­
гового цилиндра, используемого для сравне­
ния.

Уравнения границ сечений препятствий а) — г) 
задаются следующими формулами в полярных 
координатах:

а) . г(ф) = (Х|(1 + sin 'cpcos^),
б) . г(ф) = а 2(0.8 + 0.5соб2ф),
в) . /*(ф) = а я(1 +$тф со$ф ),
г) . г(ф) = а 4(0.8 + О.бсоБф),

где а „ а 2, а 3,а 4 -  выбраны такими, что площадь 
сечения всех цилиндров одинакова и равна па2.

Приведем некоторые частные результаты 
для внешней акустической среды, представлен­
ной водой (р0 = 1000 к г /м ', с0 = 1500 м /с), и 
упругим препятствием из меди (р = 8500кг/м3,
X = 5.8 х 10й Па, 11 = 3.9 х 10м Па). На рисунках 3-4 
изображены графики функции

Д ф ) = |у ,(Л ,ф ) | \

хара ктери зу юше й и нте нс и вность рассея н ного 
поля в дальней зоне, R — расстояние, на котором 
исследуется отраженное поле, ф — направление, в 
котором исследуется отраженное поле. Штрихо­
выми линиями построены диаграммы рассеяния

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 56 № 4 2010



П РИ М Е Н Е Н И Е  МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 439

Рис. 4. (а) Диаграмма направленности /-(tp) рассеянного поля для цилиндра а) ка = 3; (б) при ка = 3; (в) ка = 3; (г) ка = 3.

для идеального кругового цилиндра радиуса а 
(а <$с Я), сплошной — полученное с помощью 
МГЭ приближенное решение для цилиндров с 
формами границ типа а), б), в), г). Направление 
падения волны показано стрелкой.

На рисунках За—Зг представлены диаграммы 
рассеяния плоской акустической волны для слу­
чая ка = 1.

На рисунках 4а—4г представлены диаграммы 
рассеяния плоской акустической волны с волно­
вым размером ка = 3.

На основании полученных результатов можно 
сделать вывод, что рассмотренные изменения 
формы сечения препятствия оказывают суще­
ственное влияние на процесс рассеяния звука. 
Причем это выражается как в величине, так и в 
форме диаграмм направленности рассеянного 
поля.

Препятствия типа а) и г) близки по форме к 
круговому цилиндру, это находит отражение и в 
диаграммах рассеяния — они в наименьшей сте­
пени отличаются от диаграммы, представленной 
штриховой линией.

Диаграммы рассеянного поля для препятствия 
с границей в) существенно несимметричны. Это 
объясняется тем, что рассеивающее тело не обла­
дает плоскостью симметрии относительно на­

правления распространения падающей волны. 
При этом отметим, что в обоих случаях наблюда­
ется увеличение амплитуды в одном из направле­
ний по сравнению с круговым цилиндром.

Также существенное отклонение от диаграмм 
для кругового цилиндра наблюдается у цилиндра 
с формой сечения б). При волновом размере 
ка = 1 интенсивность отражения в направлении 
распространения падающей волны уменьшается 
почти вдвое, а в обратном в 4 раза. При этом ко­
эффициент отражения в боковых лепестках для 
Ф = ±7г/ 2 совпадает с коэффициентом для случая 
рассеяния круговым цилиндром. Для случая же 
ка = 3 в направлении ф = ±л /2  наблюдается зна­
чительное увеличение интенсивности отраже­
ния.

Представленные результаты показывают воз­
можность использования предложенного реше­
ния для исследования рассеяния звука упругими 
цилиндрическими препятствиями некруговой 
формы.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(проект № 09-01-97504).
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