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Рассмотрена задача параметрической идентификации двумерной нанокристалл и ческой среды с 
гексагональной упаковкой частиц круглой формы. Выведены дифференциальные уравнения, опи­
сывающие распространение акустических и ротационных волн в такой среде. Показано, как по из­
мерениям скоростей распространения волн и виду дисперсионных зависимостей можно оценить 
параметры микроструктуры и модули упругости нанокристаллической среды.

ВВЕДЕНИЕ
Изучение микроструктуры материала является 

многоуровневым и многомасштабным процес­
сом. Одним из важнейших этапов на этом пути 
является проблема идентификации материала по 
экспериментальным данным. Ее суть составляет 
задача построения математической модели среды 
на основе экспериментальных наблюдений. Раз­
личают структурную идентификацию — выбор 
вида математических уравнений и параметриче­
скую идентификацию — нахождение значений 
параметров, обеспечивающих согласованность 
рассчитанных по модели величин с эксперимен­
тальными данными. Метод параметрической 
идентификации состоит в математическом моде­
лировании эксперимента и выборе параметров 
модели из условия наилучшего совпадения ре­
зультатов расчета и эксперимента. Для осуществ­
ления параметрической идентификации необхо­
димо иметь математическую модель материала и 
возможность экспериментального измерения его 
физико-механических характеристик. Для этих 
целей удобно использовать акустические методы 
11, 2], так как их чувствительность на несколько 
порядков превосходит чувствительность статиче­
ских 131, а сра вн ител ыю мал ы е ам пл итуд ы дефор- 
мации позволяют исследовать характеристики 
твердых тел без разрушения материала |4]. Срав­
нивая, например, экспериментально найденные 
дисперсионные зависимости акустических волн с 
расчетными данными, можно вычислить основ­
ные физические и механические характеристики 
материала [5, 6 ]. Многообразие типов акустиче­
ских волн и их способность проникать в толщу 
материалов, непрозрачных для оптических и 
электромагнитных волн, делают их весьма цен­

ными, а иногда единственно возможными при те­
стировании материалов |7, 8 |. f

Классическая теория упругости не учитывает 
внутренние движения микрочастиц в среде и по­
этому сталкивается с неопределенностью при вы­
числении кинетической энергии и кинетического 
момента |9 |. В настоящее время для моделирова­
ния структурированных материалов широкое 
распространение получили обобщенные микро- 
полярные теории [10, 11|. Однако обобщенные 
модели содержат большое число материальных 
констант, требующих экспериментального опре­
деления, а их связь со структурой материала часто 
остается неясной. Подобная ситуация затрудняет 
решение задачи идентификации материала. Аль­
тернативой здесь служит метод структурною мо­
делирования, предполагающий выделение в 
массиве материала некоторого минимального 
объема — структурной ячейки [6, 12—15|. Ячейку 
рассматривают как некоторую конструкцию, 
функционирование которой обеспечивается ее 
внугренним устройством и взаимодействием с 
окружением. В отличие от феноменологических, 
структурные модели явным образом содержат 
параметры, характеризующие геометрию мате­
риала — период решетки, размеры частиц, их 
форму и поэтому являются наиболее подходящи­
ми для изучения влияния размерных эффектов на 
макросвойства материала. Прозрачность связи 
структуры с физико-механическими параметра­
ми открывает большие возможности для целена­
правленного проектирования материалов с за­
данными свойствами. Кроме того, структурные 
модели позволяют проводить количественные 
оценки влияния локальной структуры на эффек­
тивные модули упругости среды |6 , 12, 14, 15],

558



ИДЕНТИФИКАЦИЯ НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СРЕД 559

Рис. 1. Гексагональная решетка из круглых частиц: схема силовых взаимодействий и кинематика.

что недоступно для феноменологических теорий
19-1Ц.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ СРЕДЫ

Ниже в качестве среды с микроструктурой рас­
сматривается модель гексагональной решетки, в 
узлах которой расположены однородные круглые 
частицы (зерна) с диаметром d  и массой М  
(рис. 1). В исходном состоянии центры масс ча­
стиц расположены в узлах решетки, и расстояние 
между ними равно а. Узлы решетки перенумерова­
ны с помощью пары индексов ( / ,/) ,  где индекс / — 
вдоль горизонтальной оси х, a j  определяет поло­
жение узла вдоль вертикальной оси у. Каждая ча­
стица обладает тремя степенями свободы: смеще­
ниями центра масс uitj(t) и wLJ(/) соответственно 
по осям х  и у  и поворотом сруу(/) относительно 
оси, проходящей через центр масс частицы пер­
пендикулярно плоскости (х , у). Кинетическая 
энергия частицы равна 2

IJ

где J = M d2/ i  — момент инерции частицы отно­
сительно оси, проходящей через центр масс. Точ­
ки сверху обозначают производные по времени.

Учитывается взаимодействие частицы с ше­
стью ближайшими соседями, центры масс кото­
рых лежат в вершинах правильного шестиуголь­
ника, вписанного в окружность радиуса а (первая 
координационная сфера) (рис. 1). Так как частицы

обладают конечными размерами, то взаимодей­
ствие между ними имеет силовую и моментную 
составляющие, зависящие от взаимного располо­
жения и ориентации частиц. В гармоническом 
приближении потенциальная энергия, приходя­
щаяся на одну ячейку решетки (в состав ячейки 
входит одна частица и все квазиупругие связи 
между этой частицей и шестью ее ближайшими 
соседями по решетке, изображенными на рисун­
ке 1), может быть представлена следующим выра­
жением:

£/(длг/,<р,Д Ягф) =

d2U

X

& п г Р  & 1т Р

д 2и
А „гфЛ/иф +

d 2U

+ ^ ^ А А ^ р к Н А ^

( 2)

Х Д ^ Д ^ Р  + Е Е
d 2U  / л  Л /  J(А,,,/? )Ф + 7Т-ЛФ

к —\ t dA p kA (Оф)'

Здесь рк = |р |,/>2|  = — компоненты век­
тора перемещений центра масс частицы, распо-
ложенной в узле (/,/); A„rpk = [p-+nJ+r -  pfd)/a  -
величины относительного изменения расстоя­
ний между взаимодействующими частицами.
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Д/1Г<р = (ф,. „ j ¥r -  q>/j)/a — величины относитель­
ного изменения углов ориентации взаимодей­
ствующих частиц, индексы п и /*, а также / и т 
определяют пространственные положения сосед­
них частиц. Суммирование ведется по всем квази- 
упругим связям в ячейке. Входящие в (2) вторые 
производные от потенциальной энергии являются 
постоянными квазиупругих взаимодействий ча­
стиц и представляют собой элементы силовой 
матрицы кристаллической структуры. В феноме­
нологических теориях силовые константы нахо­
дятся опытным путем. Их связь с геометрией 
структуры и схемой силовых взаимодействий в 
конкретной кристаллической решетке не опреде­
лена. Из общих энергетических соображений и 
условий симметрии решетки можно получить 
лишь некоторые ограничения на значения сило­
вых констант. Использование же структурного 
подхода позволяет найти явную зависимость 
между элементами силовых матриц и параметра­
ми, характеризующими геометрию решетки, раз­
меры частиц и их форму.

При структурном моделировании для описа­
ния взаимодействия частиц вводят эквивалент­
ную силовую схему в виде системы стержней или 
пружин, осуществляющих передачу сил и момен­
тов между элементами структуры 116— 191. В на­
стоящей работе используется пружинная модель, 
и формула (2) для потенциальной энергии ячейки 
принимает вид [6 ]:

U U  = \  X (̂ Г + ̂ D \ n , r )  +

( )  (3)

+ Щп.г) + + п Ц .

Здесь Dl(n r) (/ =  1, 2, 3, 4, 5) — изменения рас­
стояний между соответствующими точками цен­
тральной частицы (/,у) и ее ближайшими соседя­
ми с номерами (/' +  я ,у  + /'), где п = ± \ yr = 0,±  1 
(см. рис. I), а коэффициенты к0, к ,, к2 являются 
параметрами силовых взаимодействий: к0 харак­
теризует центральные взаимодействия при растя­
жении-сжатии материала, к, — нецентральные 
взаимодействия при растяжении-сжатии матери­
ала и моменты при относительных поворотах ча­
стиц, а к2 — взаимодействия частиц при сдвиго­
вых деформациях в материале. Параметры к0, к,, 
к2 можно интерпретировать как жесткости соот­
ветствующих пружин: центральных (на рис. 1 та­
кая пружина обозначена цифрой 1), нецентраль­
ных (2 и 3) и диагональных (4 и 5) [15, 18], причем 
точки соединения пружин к, и к2 совпадают с 
вершинами правильного шестиугольника, впи­
санного в частицу. В выражение (3) входит допол­
нительный множитель 1/ 2, поскольку потенци­
альная энергия каждой пружины делится поров­

ну между двумя частицами, соединенными этой 
пружиной.

Далее вычисляются удлинения Dl{n%r) и под­
ставляются в (3), после чего составляется функ­
ция Лагранжа для ячейки с номером (/, у): 
Цj  = Tjj — U ij. В случае длинноволновых возму­
щений, когда X »  а (где X — характерная длина 
акустической волны), функция Лагранжа (лагран­
жиан) примет вид |6, 181:

L = + + RV )- f  Ш  + wj) + I

+ c\(w] + и]) + Я2с?(Фх + ф2) + s \u xwy + uywx) + (4) +  2 р ( н 'д. -  м ,) ф  +  , ^ \  •
С помощью вариационного принципа Га- 

мильтона-Остроградского из лагранжиана (4) 
находится система дифференциальных уравне­
ний первого приближения, описывающая ди­
намические процессы в нанокристаллической 
среде:

=  с \ “ х х  +  с г и у у  +  s 2w x y  -  р ф л
Щ = c\wxx + c]wyy + S2uxy + Рф„ (5)

Фи = Сз(ф« + Ф>у) -  ®0Ф + —,(«у -  Wx ) .
R

Здесь с, (/ =  1—3) — характерные скорости рас­
пространения соответственно продольной, 
сдвиговой (поперечной) волн и волны микро­
вращений (ротационной волны), s — коэффици­
ент связи между продольными и сдвиговыми де­
формациями, р — параметр связи микроповоро­
тов с поперечной и продольной волнами, со0 — 
мини мал ьная частота вол н ы м и кроповоротов, 
ниже которой она является нераспространяю-
шейся, R = yjJ/M  = d /J8 — радиус инерции мик­
рочастиц среды относительно центра масс.

Система (5) описывает динамику нанокри­
сталлической среды с учетом лишь локальных 
взаимодействий зерен и отличается от уравнений 
классической теории упругости появлением до­
полнительного уравнения для волны микровра­
щений. При континуальном подходе подобное 
уравнение возникает как следствие закона сохра­
нения момента количества движения, когда вво­
дятся в рассмотрение внутренние моменты ча­
стиц среды | 11|. Заметим, что третье уравнение
(5), описывающее микроповороты частиц, отли­
чается от первых двух, так как имеет однородное
в пространстве и осциллирующее с частотой со0 
решение.
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СВЯЗЬ МИКРОСТРУКТУРЫ 
С АКУСТИЧЕСКИМИ 

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ МАТЕРИАЛА
Возникает вопрос: что нового дает структур- 

мое моделирование материала по сравнению с 
феноменологическим описанием? Во введении 
отмечалось, что структурный подход позволяет 
установить взаимно однозначное соответствие 
между параметрами микроструктуры и макро­
скопическими свойствами среды, а также про­
водить количественные оценки влияния ло­
кальной структуры на эффективные модули 
упругости среды, что недоступно для феномено­
логических теорий. Так, например, входящие в 
уравнения (5) квадраты скоростей волн выража­
ются через силовые постоянные микромодели 
к(), к ,, к 2> расстояние между частицами о и их 
диаметр d  |6 |:

сх = зТз /

4р
2 4з 

4р

кп + 2к, + ( 2 -

с2 =

a1- a d +  d l)Kl 
3d2к 0 + 2к, + (2 + - ---- — -л )к2 ,

а~ - a d  + d

c j ЬЗ
4р

2к, + — а
а~ -  ad + d

к2

р  = 3</Уз
2р (а2 -  ad+  d 2)

к 2, 52 = с2 -  с\.

(6)

Здесь р = 2М /а2у/з — поверхностная плотность 
рассматриваемой двумерной среды.

Следует отметить, что критическая (мини­
мальная) частота со0 зависит от параметра р и, в 
силу своей размерности, от радиуса инерции ча­
стиц R = d/VS:

со0 = Й А /Л * = 4>/й 7 ? ,  (7)

а параметры с2, Р и s связаны следующим соотно­
шением:

Р = с 2 -  s2/2  = ^ ( З с 2 -  С|2) .  ( 8 )

Соотношения (6) указывают на то, что в зерни­
стых (нанокристаллических) средах имеет место 
зависимость скоростей распространения упругих 
волн от размера частиц. Такая зависимость про­
анализирована в работе16 1.

Для целей идентификации модели из соотно­
шений (6), (7) и (8) удобно выразить силовые па­
раметры к0, к,, к2 и размер частиц d  через скоро­
сти акустических волн и скорость и критическую 
частоту ротационной волны:

Выражения (6)—(9) устанавливают взаимно 
однозначные соответствия между параметрами 
микромодели и макрохарактеристиками среды. 
Эту взаимосвязь можно использовать для иденти­
фикации наноматериалов по данным акустиче­
ских экспериментов. Однако до сих пор прямых 
экспериментальных доказательств существова­
ния волн микровращений в твердых телах не по­
лучено. В связи с этим вызывает интерес оценка 
значений скорости и критической частоты волн 
микровращений в зернистой среде. Близкими 
аналогами таких волн в твердых телах с зернистой 
структурой являются спиновые волны в ферро­
магнетиках (20] и волны директора в жидких кри­
сталлах [21 ].

Из последнего равенства (9) следует, что кри­
тическую частоту можно вычислить по скоростям 
продольных и поперечных волн и размеру зерен:

Для оценки скорости ротационной волны 
требуются такие выражения к0 и к, через акусти­
ческие характеристики, которые, в отличие от 
второго и третьего равенств (9), не содержат с3. 
Такому условию удовлетворяет следующее соотно­
шение, полученное из первых двух равенств (6):

с 2 0 2 , 2а(а -  d), 2 п 2Ч 5с, - З с 2 + — — -(с, -З с 2)
dк° + 2к ' “ 3V5L

Таким образом, из (9) и (11) имеем:

• ( П )
к. =

Зч/3(К + 2)
5с2 -  Зс2 + 2- ^ ( с 2 -  Зс2)

_ р ( 1 - / »  +  / г У  2 _ 2\  

2 "  З/гУз  ̂ 2

(12)

где К = к0/к , — отношение между центральными 
и нецентральными силами взаимодействия, И = 
=  d/a  — относительный размер частицы. Подста­
новка ( 12) в формулу для скорости ротационной 
волны (6) приводит к равенству

*  = (юс? - 6с\ + -  с,1)). (13)

С помощью (13) можно провести теоретиче­
ские оценки скорости волны микровращений в 
различных материалах. В таблице 1 в качестве
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Параметры структуры для кристаллов с гексагональной симметрией

Эксперимен­
тальные
данные

Вычисленные
характери­
стики

Параметры структуры
Кристаллы

Be Cd Со Mg I Zn

Плотность (кг/м3) Pv 1816 [8642 8900 1740 7140
Скорости акустических волн (м/с) С\ 12687 3640 5873 5803 4750

С2 11470 2027 1608 2223 3603

Константы упругости (10м Н/м2) Си 292.3 114.5 307.0 58.6 161.1

С]2 26.7 39.5 165.0 25.0 34.2

Си~ЗС|2 212.2 -4.0 -188.0 -16.4 58.5
С КО РО С ТЬ  Р А Ц И О Н Н О Й  1Ю ЛНЫ  (м/с) 9317 1404 2257 880 2823
Нормированная критическая ча­
стота ротационной волны (м/с)

С0|)d 43239 2721 18384 12280 11450

Параметры силовых взаимодей­
ствий между частицами (10<; Н/м2)

к о/я 
к\/а

83.81
8.381

61.28
6.128

222.19
22.219

36.05
3.605

65.28
6.528

К 2/ й 74.921 -1.412 -66.377 -5.790 20.654

примера для некоторых кристаллов с гексаго­
нальной симметрией (бериллия (Be), кадмия 
(Cd), кобальта (Со), магния (Mg) и цинка (Zn)) 
приведены теоретические оценки значений ско­
рости ротационной волны и нормированной кри­
тической частоты, а также силовых параметров 
к<), к, и к2, проведенные соответственно по фор­
мулам (13), (10) и (12). В качестве исходных экс­
периментальных данных в таблице содержатся 
значения скоростей продольных и поперечных 
волн, а также “объемной” плотности среды
Р у  =  р>/б/2я [22], взятые из известных экспери­
ментальных данных при нормальной температуре 
(см. [23|). При вычислениях принималось h = 0.9 
и К =  10 (центральные взаимодействия доми­
нируют). Как показали расчеты, при значениях
0.9 < И < 0.99 величины с3, к0, к, и к 2 изменяются 
менее, чем на 10%.

Из таблицы I видно, что для большинства 
рассмотренных материалов скорость ротацион­
ной волны является наименьшей, а критиче­
ские частоты лежат в гиперзвуковом диапазоне. 
Так, если принять, что размер кристаллита
*/ = 10 нм = 10 м, то для гипотетического нано- 
крисгалл ического материала с упругими посто­
янными и плотностью, как у кадмия, получаем
со0 * 1.361x10" с-1, а для наноматериала с пара­
метрами бериллия со0 ~ 2.162 х 101 ~ с-1. Следова­
тельно, в звуковом и ультразвуковом диапазонах 
волнами микровращений можно пренебречь. Од­
нако их учет может оказаться принципиальным 
для исследования высокочастотных процессов,

причем, как видно из ( 10) и таблицы 1, значение 
со о смещается в область низких частот с ростом 
размера зерна и когда с,/с2 —» >/з.

Для сопоставления теоретических расчетов с 
экспериментальными данными иногда бывает 
удобнее пользоваться не относительным разме­
ром частиц h =  d/a, а параметром характеризу­
ющим пористость среды и определяемым как от­
ношение объема пустот к представительному 
объему среды [5]:

<7 = 1 -
nd

2 я У з'
(14)

Эффективная погонная плотность среды р =
= 2Л //аУ з, равная массе вещества, приходящей­
ся на площадь элементарной ячейки, связана с 
пористостью и погонной плотностью зерен
р, = 4 М /  7Г d 2 соотношением р = (1-<7)р,. Значе­
ние пористости в рассматриваемой среде нахо­
дится в интервале от #(), достигаемого при d  = а 
(зерна соприкасаются друг с другом), до #*, соот­
ветствующего случаю d =  0 (среда из материаль­
ных точек). Таким образом, из (14) следует, что

<?о = 1 -  ^  » 0.093, а <?* = 1. Учитывая обратную к 
(14) зависимость

d 2 _ 2%/3( I -  д)
а п

и проведя нормировку на с0 = V3к0л/3/4р -  ско­
рость продольной волны в гексагональной решет-
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ке с учетом лишь центральных взаимодействий, 
соотношения (6) можно переписать в следующем 
виде:

% = 1 + 2)<1 +
Со Ко

9 _ 2>/з(1 - я ) *2т L ----
1 Я -  4 2 ъ ГХ1 - q) + ъ Г \ \ - q \ к0’

4 - l f l  + ? b  +
Со к0

+ 9 4- - 1

1 *1Z "г---
v я--■\/2лл/3(1 - q )  + 2>/3( 1 -q ) ) KoJ

£1 ,_ 2к! . п к
со ‘ к / п -  V2tiV3( 1 -  q) + ъ1х 1 - q)K

(coho')2 64л/3( 1 — <7) к .
2
0̂ к -  л/2ял/3( 1 -  q) + 2л/3( 1 -  <7)*о

(15)

Анализ последнего равенства (15) показывает, 
что критическая частота монотонно убывает с ро­
стом пористости среды q до со0 = 0. Зависимости 
скоростей продольных (с,), поперечных (с2) и ро­
тационных (с3) волн от пористости при к ,/к 0 =  0.1 
приведены на рисунке 2 (кривые / соответству­
ют значению кз/ко =  0 . 1, кривые 2  -  значению 
к2/ к 0 = 0.5). Из графиков видно, что с ростом по­
ристости скорость продольной волны монотон­
но увеличивается, а скорость сдвиговой волны 
монотонно уменьшается. Скорость ротацион­
ной волны изменяется немонотонно и при

q = 1 * 0.773 имеет максимум. Расчеты по­
казывают, что при малых величинах моментных 
взаимодействий, когда к2 к0, размер зерна не 
оказывает существенного влияния на величины 
скоростей волн (см. кривые 1). При больших же 
моментных взаимодействиях скорости волн в за­
висимости от пористости меняются на десятки 
процентов. В частности, если к2 > 0.41 Ко, то при 
некоторых значениях <7 скорость поперечной вол­

Р и с . 2 . Безразмерные зависимости скоростей распро­
странения акустических и ротационных волн от по­
ристости. К |/к0 = 0.1, к2/к 0 = 0.1 (кривые /), к2/к 0 =
=  0.5 (кривые 2).

ны может упасть ниже значения скорости рота­
ционной волны. Так, например, с2 < с3 при к2 =
=  0.5 к0 и 0.8 < q < 1.

ДИСПЕРСИОННЫЕ СВОЙСТВА 
НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН

О физических свойствах среды можно судить 
также по дисперсионным зависимостям распро­
страняющихся в ней акустических волн. Поэтому 
рассмотрим этот вопрос более подробно. Будем 
искать решения уравнений (5) в форме плоских 
гармонических волн вида(и,и',ф)г = (Ди,Ди,Д(р)/’ехр[/(со^-к-г)], (16)

где Лф Лн, Лф — комплексные амплитуды гармони­
ческих волн, со — частота колебаний, к = {к„  ку} — 
волновой вектор. Подставив выражения (16) в 
уравнения (5), получим систему уравнений отно­
сительно амплитуд Аф Лф. В результате прирав­
нивания к нулю определителя матрицы коэффи­
циентов этой системы получается дисперсионное 
уравнение

“ (о5 + с \к2 + с\к2у s2kxky

s2kxky -со2 + с\к2х + с2к 2

ф ку -ф к х

-Ф ку

R 2( - со2 +  с ] к 2 +  соо)|

(17)

которое после вычисления определителя прини­
мает вид:

со6 -  Я.со4 + Я 2со2 + Нъ = 0. (18)

Здесь коэффициенты //,, Нъ Я3 от скалярного
2 2 2квадрата волнового вектора к = к х + ку (т.е. к — 

волновое число) зависят следующим образом:
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со/юц

Р и с . 3. Дисперсионные кривые для нанокристалличе- 
ской среды с параметрами C\/ci = 1.80, су/с2 =0.69, 
с^оd / c 2 —  1-34.

v / v 0

Р и с . 4 . Зависимости фазовых скоростей нормальных 
волн от волнового числа при тех же значениях пара­
метров, что и на рисунке 3.

Н I -  (с \ + с\ + с\)к2 + coq, 
и 2 = ( с \ с 2 + £\с1 + с]с])к* + соо(с,2 + с\ -  (3/2)к2,

Я , = со̂ ,2((3/2 -  с\)кА -  с2с\с2кь.
Дисперсионное уравнение (18) можно записать в 
более простом виде:

(со2 - с,2£ 2) х

х [ Д  V  -  с 2* 2)(со2 -  c j k 2 -  со2) -  р 2к 2]  =  0 . ( ' 9)

Из (19) следует, что дисперсионные свойства си­
стемы (5) не зависят от направления распростра­
нения волны, т.е. рассматриваемая кристалличе­
ская структура в континуальном приближении 
является изотропной. Дисперсионные кривые, 
описываемые уравнением (19), изображены в 
нормированном виде (в системе координат
(£/Л(Ьсо/со0), где к0 = со0/с2) на рисунке 3. На нем 
введены обозначения: L — продольная, Т  — попе­
речная, R — ротационная моды. Графики постро­
ены для числовых данных, соответствующих кри­
сталлам кадмия (см. табл. 1). Кривые для R-моды
и Г-моды имеют наклонные асимптоты со = ±с2к 
и со = ±с3к ч соответственно.

Из (19) также можно получить соотношения, 
связывающие фазовую скорость у  = со/к  с волно­
вым числом к:

(V-2 -  с2) X

x[^/?2( v 2 - c 2_)(v2 -  с 2 -Ю о Д 2) - ( 3 2Д 2]  = 0.

Уравнение (20) задает следующие дисперсионные 
кривые:

v  = -12 , (20а)

представленные в нормированном виде на рисун­
ке 4 в системе координат (к /к^  у / у 0) ,  где
у о = со„/£„ (кривые для отрицательных значений у 
располагаются симметрично данным относитель­
но оси к /к {)). Из (20а) следует, что при к —» со

v ^ i ( c i + j ±  (с ;-с Ь ) , т.е. фазовые скорости
Л-моды и Г-моды имеют горизонтальные 
асимптоты у = ±с2 и у = ±с3, соответственно. 
Кроме того, фазовая скорость /{-моды имеет 
вертикальную асимптоту к = 0, в то время как 
фазовая скорость 7'-моды принимает при к = 0 
максимальное значение у = с2- При d —>0

2 . 2 VУ 12 c\ + cl + ̂ 2 ± 
к

2 2 (On
* 2 " * 3  - Т ?

/ /
, т.е. в среде из

материальных точек фазовая скорость R-моды 
представляет собой горизонтальные прямые 
у  = ±с2, а фазовая скорость 7-моды имеет вид
v ( k )  =  ±cy\j1 + Щ/с]к2.

Из уравнения (20) можно получить связь меж­
ду комплексными амплитудами поперечных и ро­
тационных волн:

t N
W

RA
= / Р*

ф/
2 ,  2

о».<Л) R(c\k2 -  <о](к))

_  .  Я(сгк~ + «а,, -  со,(£)) w  /1Ч , ч
= ‘ ---------- — ----- 1 ----= / Ы к ) , к ) ,

где /((о/_к),к) — коэффициент распределения по- 
перечных и ротационных колебаний в нормаль­
ных модах. Зависимость этого коэффициента от 
частоты представлена на рисунке 5. Кривые Ли Г 
характеризуют относительный вклад ротацион­
ных колебаний в поперечную (7) и ротационную 
(R) нормальные моды системы. Из рисунка вид-
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но, что в интервале низких частот со/со0 < 0.6 в 
'/’-моде преобладает поперечное движение, а в об­
ласти высоких частот со/со0 > 2 становится преоб­
ладающим ротационное движение. Другими сло­
вами, при больших длинах волн Г-мода представ­
ляет собой чисто поперечную волну. При 
уменьшении длины волны она все более вырож­
дается в волну микровращений. В окрестности 
точки синхронизма со0 = 1 вклады обеих типов 
движения в 7-моду примерно одинаковые. Мода 
Я-типа является распространяющейся волной 
при высоких частотах со/со0 > 1. При больших 
длинах волн Я-мода представляет собой, в основ­
ном, волну микровращений, а при малых длинах — 
поперечную волну. Таким образом, поперечная и 
ротационная волны сохраняют свою индивиду­
альность лишь вдали отточки синхронизма. В ее 
окрестности их нельзя разделить и необходимо 
рассматривать как связанное состояние |24|.

НИЗКОЧАСТОТНОЕ
ДЛИННОВОЛНОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Теоретические оценки и экспериментальные 
данные [25J показывают, что ротационные волны 
в твердых телах лежат в области высоких частот 
(>109 — I011 Гц), где проведение акустических экс­
периментов сталкивается с большими техниче­
скими трудностями. Возникает вопрос: можно ли 
получить какую-то информацию о микрострукту­
ре среды по акустическим измерениям на сравни­
тельно низких частотах (106 — 107 Гц), когда рота­
ционные волны в среде не распространяются? 
С этой целью рассмотрим низкочастотное при­
ближение уравнений (5), в котором микропово­
роты частиц среды не являются независимыми и 
определяются полем смещений. Связь между 
микроповоротами фф и смещениями и и w нахо­
дится из третьего уравнения (5) методом последо­
вательных приближений и в первом приближе­
нии имеет вид

ф (-М )

Это классическое соотношение теории упруго­
сти, связывающее повороты частиц среды с за­
вихренностью поля смещений. Учет соотноше­
ния (21) приводит к “замораживанию” враща­
тельной степени свободы и в среде остаются лишь 
два типа волн — продольные и сдвиговые, а 
лагранжиан (4) принимает вид:

AJ(RA^)

Рис. 5. Соотношение между амплитудами попереч­
ных и ротационных колебаний в нормальных модах в 
зависимости от безразмерной частоты.

2 у и' + w< + ~

М с̂,2(мх + иф + <h.(w2x + и]) + уСз((и^. -  w j 2 +(22)+ (uvy -  wxf )  + s\u xwr + uywx)

В лагранжиане (22) появляются дополнительные 
слагаемые, содержащие вторые производные от 
поля смещений, которых нет в классическом ва­
рианте теории упругости. Именно в них сохраня­
ется информация о микроструктуре среды. Слага­
емые со смешанными производными по времени 
и пространству иу1 и wx[ учитывают вклад ротаци­
онных движений в кинетическую энергию, а чле­
ны с пространственными производными иху, и 
т.п. описывают вклад в потенциальную энергию 
напряжений, обусловленных изгибом решетки. 
Уравнения, описывающие распространение и 
взаимодействие продольных и поперечных волн в 
зернистой среде в низкочастотном приближении, 
имеют вид:

-  с, -  [с] -  $juyy -  (52+ 4WW =

bI jl
4 ду дГ

(иу -  wx) -  cjA(uy -  w*)
(23)

r 2 д  f a 2
4 ax dr

(uy -  >vA.) -  c]A(uy -  wx)

Здесь символ А обозначает двумерный лапласи­
ан: А = д2/д х2 + д2/д у 2. Редуцированные уравне­
ния типа (23) называют уравнениями градиентной 
теории упругости, поскольку они содержат слага-
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емыес производными высокого порядка (в данном 
случае — четвертого). Из (23) следует, что в низкоча­
стотном приближении скорость поперечной волны 
уменьшается, а параметр связи s2 увеличивается на 
величину Р/2. Поскольку из (8) вытекает, что
с] -  Р/2 = (с,2 + с22)/4 И s2 + [3/2 = (Зс,2 -  с])/А, то
с\ -  р/2 < s2 + р/2.

Дисперсионное уравнение в данном прибли­
жении имеет вид:

(4 + Л2Л2)со4 -  (R \c f + cl) к4 + (5с,2 + c2V ) c o 2 +
V / V - / (24)

2 /  2 , 2Ч ,  4  , „ 2  2  2 ,  6  АТеде, +с2)к + /с = 0.

Из (24) находим, что дисперсионные кривые 
для продольной волны, как и в континуальной
модели (5), имеют вид со = ±с,£, а для попереч­
ной волны

со _  ± ! :  Ш  +  С 2)  +  c : d 2k 2

V 32 + d 2k 2
(25)

причем кривые (25) имеют те же асимптоты
а) = ±с3к , что и '/-мода в приближении (5). Кроме 
того, из (24) очевидно, что дисперсионные свой­
ства уравнений низкочастотного длинноволново­
го приближения (23) не зависят от направления 
распространения волны, т.е. кристаллическая 
структура является акустически изотропной и в 
данном приближении.

РАСЧЕТ МОДУЛЕЙ УПРУГОСТИ
НА ОСНОВЕ ИЗМЕРЕНИЯ СКОРОСТЕЙ 

НИЗКОЧАСТОТНЫХ УПРУГИХ ВОЛН

Рассмотрим, как по акустическим измерениям 
в низкочастотной области определить эффектив­
ные модули упругости нанокристаллической сре­
ды. Обычно модули упругости вычисляются по 
экспериментальным данным для трехмерных 
сред. Роль своеобразного “моста” от двумерной 
модели к трехмерной играют уравнения Ламе для 
среде гексагональной симметрией |26]:

Р Vй и = С\\ихх + Сб(Руу + ” (Qi + C\2)wxy>
\  (26) 

Р vKi = Свв^хх + С\\ Wyy + ~(Cj, + Ci2)uxy.

Из сопоставления коэффициентов в (26) и в
(23) находится связь между скоростями распро­
странения продольной и сдвиговой волн и пара­
метром Р нанокристаллической среды и упруги­
ми постоянными второго порядка См, С12 и С66:

с2 = ^ ,  - Р  = 0 б  = С" z f i 2 ' (27)
ру 2 ру 2ру

Отсюда вытекает зависимость упругих постоян­
ных второго порядка от скоростей акустических 
волн:

6*11 -  РуСи С|2 -  ~РЛС\ - сд- (28)

Из (28) и (6) находится связь упругих постоянных 
с параметрами микроструктуры материала:

Из (29) следует, что для сред, состоящих из ма­
териальных точек (d  = 0), выполняются так на­
зываемые соотношения Коши |26|: С,°, =
= 9(к0 + 2к, + 2к2)>/2/8 = ЗС,°2. В общем же случае, 
для неточечных частиц справедливо следующее 
равенство:

9/?У2 к? 
4(1 - h  + h2) а '

Значения упругих постоянных С,, и С,2для пя­
ти кристаллов с гексагональной симметрией при­
ведены в таблице 1. Из нее и формулы (30) видно, 
что кристаллы с гексагональной симметрией 
можно разбить на две группы. К первой относят­
ся те из них, для которых выполняется соотноше­
ние С|, > ЗС,2 (например, бериллий, цинк), а ко 
второй -  те, для которых С,, < ЗС12 (кобальт, кад­
мий, магний и др.). Если в первом случае силовая 
константа к2 положительная (как следует из (30)), 
то во втором случае она принимает отрицатель­
ные значения, причем отрицательным является и 
параметр дисперсии (3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение отметим, что проведенные в ста­

тье качественные и количественные оценки по­
казывают, что в известных сегодня кристалличе­
ских материалах скорость ротационной волны 
должна быть меньше скоростей трансляционных 
волн, а ее критическая частота (частота отсечки) 
лежит в гиперзвуковой области. Чем крупнее зер­
на в материале (особенно, если d > 100 нм) и чем 
ближе отношение между скоростями продольных
и поперечных волн к %/з, тем больше возникает 
оснований для учета ротационных движений. В 
звуковом и ультразвуковом диапазонах волны 
микровращений являются не распространяющи­
мися и ими можно пренебречь. При этом “па­
мять” о микроструктуре среды остается в виде за­
висимостей между макроскопическими характе­
ристиками среды и параметрами микромодели.
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