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Показано, что полная система трехмерных уравнений газовой динамики при произвольной ам­
плитуде звуковой волны может быть приведена к одному уравнению для потенциала поля скоро­
сти. В полное уравнение акустики входят как квадратичные, так и кубические слагаемые по ампли­
туде волны. При малой амплитуде волны уравнение вырождается в известное приближенное урав­
нение нелинейной акустики.

Известно, что полную систему трехмерных 
уравнений гидродинамики нельзя свести к одно­
му уравнению для плотности, давления или ско­
рости. Поэтому при исследовании нелинейных 
волн в газе или жидкости эти переменные рас­
кладывают в ряд по малым возмущениям от ис­
ходного состояния |1, 21. Затем с помощью тео­
рии возмущений часть переменных исключают и 
систему уравнений приближенно сводят к одно­
му уравнению второго порядка по времени для 
давления или скорости [2—4]. При этом в волно­
вом уравнении остаются только квадратичные 
слагаемые. Отсутствие кубических слагаемых в 
уравнении движения мотивируется тем, что для 
волн малой амплитуды в учете более высоких 
степеней нелинейности нет необходимости. Од­
нако мощности излучателей акустических волн 
непрерывно растут, эксперименты со звуковыми 
волнами в жидкости часто проводятся на пороге 
кавитации, когда амплитуды акустических волн 
нельзя считать малыми.

При больших амплитудах волн использова­
ние упрощенных математических моделей ста­
новится неоправданным и необходимы более 
точные модели. В частности, современные излу­
чатели интенсивного ультразвука в акустиче­
ской микроскопии и медицинских приложени­
ях [5] часто работают в режимах, когда необхо­
димо учитывать более тонкие нелинейные и 
дифракционные эффекты. Это возможно лишь 
при использовании точных уравнений, в пол­
ном объеме учитывающих нелинейные и ди­
фракционные эффекты. Уточненные модели 
могут оказаться полезными и в случае волн уме­
ренной амплитуды, когда возникает необходи­
мость учета более высоких приближений теории 
возмущений [6, 71.

В настоящей работе приводится строгий вывод 
уравнения распространения акустических волн в 
идеальном баротропном газе. Показывается, что 
полная система трехмерных уравнений газовой 
динамики может быть сведена к одному уравне­
нию для потенциала поля скорости при произ­
вольной амплитуде волны. При этом в уравнение 
для потенциала входят как квадратичные, так и 
кубические слагаемые. При малых амплитудах 
волн кубическими слагаемыми можно прене­
бречь и тогда полученное уравнение вырождает­
ся в известные приближенные уравнения нели­
нейной акустики [1—4].

Движение идеального газа в поле потенци­
альных сил /  = -V  U описывается уравнениями 
[8,9]

— + (v,V)v = - - V p  -  V U, (1)
dt р

^  + divpv = 0, (2)
dt

где р ,р , \  — плотность, давление и скорость газа, 
соответственно, V — потенциал массовых внеш­
них сил. Система уравнений (1) и (2) незамкнута и 
ее необходимо дополнить уравнением состояния. 
Будем рассматривать баротропные процессы, ко­
гда давление и плотность среды связаны уравнени­
ем Пуассона:

Р = Ро

где p^Pq — соответственно значения плотности и 
давления в невозмущенном газе, у — показатель 
адиабаты. Как известно |8 |, звуковые волны не 
нарушают потенциальность течения газа и по-
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c/cs

Зависимость локальной скорости звука от величины 
давления в волне: / — спирт (у = 12), 2 — вода (у = 7), 
3 -  глицерин (у = 5), 4 -  водород (у = 1.4).

этому их можно описывать с помощью потенци­
ала поля скоростей:

v = Уф. (4)

Используя (4), уравнения (1) и (2) запишем в виде

Отсюда видно, что функция давления определяет­
ся разностью квадратов местной скорости звука и 
ее величины в невозмущенном газе

/ > = ( у - 1 ) 1(с2(р )-с 12).

Обсудим физический смысл функции давле­
ния. Из второго начала термодинамики вытекает 
связь между приращениями энтальпии w, энтро­
пии S  и давления в газе р  (9, 10]

dw = TdS + -dp.Р
Отсюда следует, что при адиабатических процессах 
dw = dp/р и, следовательно, введенная выше 
функция давления Р имеет смысл энтальпии (теп­
лосодержания газа).

Уравнение Эйлера (5) и уравнение непрерыв­
ности (6) с учетом равенства (8) преобразуются в 
систему

^ + У- + и
ydt 2

= -Y P
Р

(5)

^  + УрУф  + рДср = 0, 
dt

(6)

а уравнение состояния (3) представим в форме 
д и ффере и ц и ал ьн ы х п ри ра т е  н и й

dp = с;
у 1

dp = c \p )dp .
<Ро)

(7)

Здесь введены следующие обозначения: cs = 
= Vy(A)/Po) “  скорость распространения линей­

ной волны в невозмущенном газе, с(р) =

= <W(p/Po)г ' ”  локальная скорость звука, являю­
щаяся функцией плотности среды.

Введем в рассмотрение функцию давления
р(р)

=  ^  ( 8)Р
и с помощью (7) выразим ее через плотность

/■ = м *

J P\Po
Рп

§ 3 + < 2 s t + P + u , m

— + У/>Уф + с 2(р)Дф = 0. 
dt

Входящую в правую часть (9) функцию f ( t )  без 
ограничения общности можно положить равной 
нулю, так как потенциал скорости определяется с 
точностью до произвольной функции времени. 
Выразив локапьную скорость звука через Я, при­
ходим к замкнутой системе уравнений

^  + 1(Уф)2 + Р + и  = о,
dt 2

5Р
dt

У/>Уф + [с2 +  (у-1)/>]Дф
Исключив в них функцию давления, получаем од­
но уравнение второго порядка для потенциала по­
ля скоростей

АГ«а?+ 1 (у ф)2+£/
d tld t 2К ' Hf+ ̂ ф)2 + и Уф —- с> р + ( у - | ) [ | М ( У ф ) Ч < / ( 11)Дф = 0.
Если положить, что внешние силы отсутствуют и
воспользоваться тождествами 

1 1 (У ф )2 = у ( ^ ) у Ф, У ( У Ф)2 Уф = 2(Уф)2 Дф,
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то уравнение (11) приведется к более компактному
виду

х ± >
2 Ш Аф = - ^ ( у ф)2-02)

at

Уравнение (12) представляет собой трехмерное 
уравнение, описывающее нелинейные акустиче­
ские волны произвольной амплитуды в баро- 
тропном газе. Заметим, что в него входят два ти­
па нелинейностей: физическая (при у * 1), свя­
занная с нелинейностью уравнения состояния
(3), и кинематическая (при у = 1), связанная с кон­
вективной составляющей ускорения в уравнении 
движения (1). Кинематическую составляющую не­
линейности часто называют гидродинамической.

По известному решению для потенциала с по­
мощью формул (4) и (10) легко находятся поле 
скоростей и функция давления Р

v = v<p, ^  = +

Для волн малых, но конечных амплитуд в пра­
вой части (12) можно пренебречь кубическим 
слагаемым и можно воспользоваться прибли­
женным линейным соотношением ф„ = с2Дф. 
При этих предположениях уравнение (12) сведет­
ся к виду

1  I z i m 1
dt 2с] I dtl

Из (14) видно, что в областях сжатия (р > />0) ло­
кальная скорость звука больше скорости звука в 
невозмущенном газе, а в областях разрежения 
(р < р0) меньше. Отметим, что приведенные рас­
суждения справедливы не только для газов, но и 
для баротропных процессов в жидкости [2, 5, 8|, 
для которых эмпирическое уравнение состояния 
(уравнение Тэта) также можно записать в форме
(3). Однако показатель адиабаты для жидкостей 
изменяется в более широких пределах. На рисун­
ке приведены зависимости локальной скорости 
звука от давления в водороде у = 1.4 и техниче­
ских жидкостях, применяющихся в медицинских 
исследованиях (спирт у « 12, вода у = 7 и глице­
рин у = 5).

В системах фокусировки мощных ультразву­
ковых импульсов в физических и медицинских 
приложениях |5, 11], часто приходится работать 
со сферическими и цилиндрическими ультразву­
ковыми волнами. Поэтому представляет интерес 
вид точных трехмерных уравнений в криволиней­
ных координатах. Для этого необходимо восполь­
зоваться представлениями дифференциального 
оператора Лапласа и градиента в соответствую­
щих координатах 110]. В качестве примера приве­
дем точное уравнение для нелинейных сфериче­
ски симметричных волн:

-  (у -  1)ф, + ^ ф г2 -Щ(гф) = 0.
J дг

встречающемуся во многих работах по исследова­
нию нелинейных волн в механике жидкости и газа 
|2-4). Уравнение (13) справедливо для волн, бегу­
щих в произвольных направлениях. Часто рас­
сматривают волны, бегущие только в одном на­
правлении, выделенном единичным вектором ш. 
Тогда можно воспользоваться линейным диффе­
ренциальным соотношением ф, ±Cs(Vm)(p = 0, и 
уравнение (13) еще более упростится

б/2 2 дГ  w

Коэффициент при квадратичном слагаемом а  = 
= (у + 1)/2 часто называют параметром акустиче­
ской нелинейности |2]. Локальная скорость звука 
может быть представлена как функция различных 
термодинамических переменных. В частности, для 
экспериментальных оценок |1, 2, 5] ее удобно 
представить как функцию давления

Таким образом, исходная система уравнений 
содержит пять неизвестных функций (три ком­
поненты поля скоростей, давление и плотность), 
которые связаны между собой нелинейными 
дифференциальными уравнениями. При пере­
ходе к потенциалу задача сводится к одномерной 
скалярной, а это уже существенный выигрыш, 
так как решать одномерную скалярную задачу 
намного проще. Особенно это касается случаев, 
когда необходимо рассматривать многомерные 
волновые эффекты, связанные с самофокуси­
ровкой сферических волн и цилиндрических 
пучков.

Работа выполнялась при частичной финансовой 
поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (фант 09-02-97053-р_поволжье).
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Вместе с тем, сам вывод уравнения в статье, 
безусловно, представляет методический интерес.
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