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Рассчитано радиационное давление в идеальной жидкости на включения сложной формы в первич­
ном поле произвольной конфигурации. Решение ищется в рамках задачи рассеяния в линейном 
приближении. Приводятся выражения для компонент радиационного давления в произвольном 
первичном поле, в которых фигурирует результирующая амплитуда рассеяния. Полученные выра­
жения упрощаются для ряда частных случаев. Полученные результаты весьма полезны для включе­
ний с непростыми амплитудами рассеяния, а приведенные выражения значительно расширяют 
диапазон полей и рассеивателей, для которых возможен расчет радиационного давления. Приво­
дится пример расчета.

Вопросам акустического расслоения различ­
ных частиц в ультразвуковом поле по-прежнему 
уделяется большое внимание. Актуальным в этом 
круге проблем является расчет радиационного 
давления на сложные конгломераты частиц, свя­
занных между собой вследствие, например про­
цессов агглютинации. В ставших уже классиче­
скими работах [1—3] приводятся выражения для 
радиационного давления в случае твердой [1] и 
жидкой [2| сферической частицы в поле бегущей 
и стоячей плоской волны. В работе [3] даны выра­
жения для радиационного давления на малой 
сферической частице, описываемой только мо­
нопольным и дипольным моментами, находя­
щейся в произвольном падающем поле. Ранее в 
работе [4] рассматривались выражения дня сил 
радиационного давления на сложные конгломе­
раты частиц с произвольной амплитудой рассея­
ния в поле плоской бегущей и стоячей волн, рас­
пространяющихся вдоль оси O Z. В этом случае 
силы оказались зависимыми только от зональных 
гармоник в разложении амплитуды рассеяния 
препятствия по сферическим функциям. В рабо­
тах [5, 6] уже было рассмотрено сложное внешнее 
поле, однако при расчетах рассматривались слу­
чаи, не выходящие за рамки влияния на радиаци­
онные силы только зональных гармоник в разло­
жении результирующей амплитуды рассеяния 
включения. Вследствие этого не возникала необ­
ходимость рассмотрения общих выражений, свя­
зывающих силы радиационного давления со все­
ми коэффициентами в разложении амплитуды 
рассеяния включения по сферическим функци­
ям. Поэтому специально для этого случая вработе 
|4] был введен эквивалентный точечный мульти­

польный источник, создающий поле, угловое 
распределение которого в волновой зоне совпа­
дало с суммой только зональных гармоник в 
разложении по сферическим функциям резуль­
тирующей амплитуды рассеяния реального 
включения. В работе [7] было получено выраже­
ние для мультипольного источника, создающе­
го поле, угловое распределение которого в вол­
новой зоне совпадает с амплитудой рассеяния 
реального включения, т.е. включает все гармо­
ники в разложении амплитуды рассеяния по 
сферическим функциям. На основе результатов 
работ 14, 7 1 в настоящей работе получены выра­
жения для составляющих силы радиационного 
давления для общего случая, когда нельзя обой­
тись только зональными коэффициентами в 
разложении амплитуды рассеяния по сфериче­
ским функциям.

Вначале проанализируем, при каких условиях 
необходимо учитывать все гармоники в разложе­
нии амплитуды рассеяния по сферическим функ­
циям. Для этого воспроизведем выражения для 
радиационного давления в идеальной жидкости, 
представленные через амплитуду рассеяния 
включения 14).

Сила радиационного давления F в случае про­
извольного падающего поля в квадратичном при­
ближении может быть представлена в виде суммы 
двух отличных от нуля слагаемых: перекрестного 
слагаемого с входящими в него первичным и рас­
сеянным полями, а также слагаемого, квадратич­
ного по рассеянному полю. Рассмотрим вклад 
обоих слагаемых. Перекрестное слагаемое (ин­
декс is) определяется выражением

/ о /
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Fi'S) = | ( W X)(A + * 2)фГОО + k c  )jdV =
V

-1 ( f ^ x ) ( A + A.2) ^ (x) + K c V Kj
4 p c o  Д  dXj x ’

(D

а слагаемое, квадратичное по рассеянному полю 
(индекс 55), выражением

F ^ s) = ——рJjvj cos0,-dS = 
s

к 2к

2  pc'
J  ||/(0,(p)|2cos0/sin0^(prf0, (2)
о о

/ = 1,3.

Здесь х = (x,y,z) = (Я,0,ф); v l9 vp — компоненты 
колебательной скорости и ее потенциал; нижние 
индексы inc и 5 говорят о принадлежности вели­
чины соответственно к падающей или рассеян­
ной волне; cos0, — направляющий косинус ради­
ус-вектора точки на сфере относительно / - й оси 
координат cos0, =sin0coscp, cos02 = sin0sincp, 
cos03 = cos0 (/ = 1 — координатах, i = 2  — коорди­
ната у, / = 3 — координата ̂ ); /(0,(р) — результиру­
ющая амплитуда рассеяния на включении; р, с — 
плотность и скорость звука в жидкости; 0 и ф — 
углы в сферической системе координат.

Рассмотрим, как и в [7J, разложение

ля. Получим выражение для мультипольного ис­
точника 5/(0ф), создающего поле с амплитудой 
рассеяния /(0,(р) из (3). Для этого кратко приве­
дем рассуждения из [7].

Если в исходном равенстве

/  п  e i k R

(Л +  =  - 5 (х )5 (з,)5(г)'  '4nR

дифференцировать с помощью оператора =

(Dxa\Dya\D ;«4 =  а ,  +  а 2 +  а 3,  а ,  — н а т у р а л ь -
^  л

ные числа; DY = Dv = D? = — ) слева толь-
дх у ду 1 дт!

ко экспоненту, а справа полностью, то видно, что
м у л ь т и  П О Л Ь

-4я—!^ 5 (“
( Л )

м

создает поле с амплитудой рассеяния

/^(0,(р) = (sin 0cos(p)a‘ (sin Osin ф)а ' cos1' 10.

Искомое выражение для мультипольного источ­
ника 5у(0 ф), создающего поле с амплитудой рассея­
ния / ( 0 ,ср) из (3), можно получить определенным 
воздействием на дельта-функцию -8(х)8(у)8(г) 
операторами Dx, Dy, Dv  Если воспользоваться 
равенствами

со
Л9,Ф) = ^ [ ^ / ( c o s G ) +

/-0

+ Н  А;П cos пкр + В™ si n impj //m(cos 0) J,
m=\

с коэффициентами

At { = 2/ + 1 { l - m) \
В ?  J 2я( 1 + 80т)(/ + m ) \

х

тт 2я
|  j7(e,<p)/T(cos0)
О О

cos /жр 
sin /жр

sin 0 /̂0 /̂ф,

( 3)

(4)

и

+ ID,)
~ltn

eikR = sinm Qe,m*e

ikR

ikR

= sinm0(cos/»cp + /sin /жр)^'

r m

P,m( cos6)-sinme
(d cos0)mP /c o s O )

то, как показано в [7], источник

<х>
7(0,Ф) = - 4 hV  <

/= о
АЩ ° ^ +

где Р{ — присоединенные полиномы Лежандра. 
Поле давления ps(x), рассеянное на включе­

нии, имеет асимптотику

ikR

р//г,0,Ф) = /(0,Ф )—  + 0 1 1
R kR 2 Г

Вне рассеивателя совершенно идентичное поле 
может быть создано системой мультиполей, со­
средоточенных в одной точке внутри рассеивате-

+ Х ( £ )  ( 7  Re[(Ds-+ //).,)
m=I

m

ik

( 5)
8(х)5 (y)S(z)

будет удовлетворять уравнению(д  + А2)/75(х) = 8/(0.ф),
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где решение р,(х) и будет иметь искомую асимп­
тотику с амплитудой рассеяния /(0,<р) из (3).

Обратимся к анализу перекрестного слагаемо­
го радиационного давления (1). Учитывая оче­
видное равенство

Jvl/ ( x ) n ^ <',',5(x)^K =(-1)" f v(x)
- ы  о 5*')*

и подставляя (5) в (1), после неслож ны х преобра­зований получаем
j W  = -1

4роУ + к ' с - ' dV =

со

Е М Г Й  ( ^ ) W ( A  + ‘A)*] 4-
т=1

(дГ)*1т[(Д , + /0 ;,)И]1х

duт
\u=-\-D.

9Р,М )
dXj

к ‘J/ =  1,2,3.
К.С.,

\= 0

( 6)

С т о я щ и й  слева в (6) дифференциальный оператор
воздействует на функцию — =  —5— v inc (х), по-

дх,- /роз
еле чего получившаяся функция рассматривается 
в точке х = 0. Здесь v jnc ( х )  — х.- — составляющаяя/
вектора колебательной скорости.

Проведем анализ выражения (6) для пере-
—(is)крестного слагаемого F силы радиационного 

давления F для некоторых частных случаев.

I. Все компоненты вектора колебательной 
скорости в падающей волне отличны от нуля в 
точке х = 0 и являются функциями (бесконечно 
или конечно дифференцируемыми) только пере­
менной z в окрестности этой точки

1l/rincх ^ i n c ( ( ^ ) ’  ^ i n c v v inc(z)>  v in c .  ~~ V in c ? C^)*

Тогда, как видно из (6), для компонент перекрест­
ной составляющей силы радиационного давле­
ния справедливы следующие выражения
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Следовательно, в этом случае компоненты силы 
радиационного давления определяются только 
зональными гармониками в разложении (3).

В еще более частном случае, когда только одна 
из компонент вектора колебательной скорости в
падающей волне vinc отлична от нуля в о к р е с ­т­
ности точки х = 0 и зависит только от z (как, на­
пример, для плоской стоячей или бегущей вол­
ны), то отличной от нуля будет лишь соответ­
ствующая составляющая силы радиационного 

т;(«)давления г Xi из (7).

2. Все компоненты вектора колебательной 
скорости в падающей волне отличны от нуля в 
точке х = 0 и являются функциями (бесконечно 
или конечно дифференцируемыми) только пере­
менных х  и у в окрестности этой точки.

V inc.. =  ^ in c  ( х , у ) ,  V inc _ =  V inc < Х , у ) ,

V me

Тогда, как видно из (6), для компонент пере­
крестной составляющей силы радиационного 
давления справедливы выражения

В (8) по сравнению с обшим выражением (6) ис­
чезает дифференцирование по Z, а константы с™ 
появляются вместо оператора дифференцирова-

d mния
du т Рк вследствие того, что последний

u = - \ - D ,

содержит эти константы как коэффициенты при 

нулевой степени u = -  при изменении т (т.е.

с™ суть коэффициенты при нулевой степени и в
т

разложении полинома—- Pt(u) по степеням и ; все
du

г т
остальные степени в разложении —-Р^и) по сте-

dum
пеням и аннулируются вследствие независимости
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колебательной скорости от z )• Константы легко 
подсчитываются и равны для четного /:

1-т
( п  2 (/ + «)! т -  четноетй . - 2'\(1-т\,1/ + т уW

{ 2 И  2 У
о, т -  нечетное

0, т -  четное
т

С/ =■
1-т

( п  2 (/ + т)\ т -  нечетное
2 1:  г !

Выше были рассмотрены некоторые частные 
случаи общего выражения (6) для силы радиаци­
онного давления. В каждом конкретном частном 
случае достаточно просто получить упрощение, 
если оно возможно, апеллируя к общему выра­
жению (6). Однако ситуация, когда радиацион­
ное давление определяется только зональными 
коэффициентами в разложении (3), исчерпыва­
ется, по-видимому, только случаями, описывае­
мыми выражениями (7) и (7а), рассмотренными 
в п.п. 1 и 3.

Перейдем к слагаемому, квадратичному по 
рассеянному полю. Анализ выражений (2) и (4)

—(ss)показывает, что составляющие F, равны

для нечетного/; / = 1,2,..., т = 1 ,2 ,...,/.
В еще более частном случае, когда одна из ком­

понент вектора колебательной скорости в падаю­
щей волне vinc отлична от нуля в окрестности
точки х = 0 и зависит только от х или только от у 
(как, например, для плоской стоячей или бегущей 
волны), то отличной от нуля будет лишь соответ­
ствующая составляющая силы радиационного

давления / ч  * из (8).
Так, например, в случае

Vine, = vinCi(x), v inCf = 0, v inC; = 0 

выражение (8) упрощается и принимает вид

х

+ к.с. (8а)

3. Амплитуда рассеяния (3) зависит только от 
угла падения 0, и, следовательно, выполняется 
условие

А? = в ; п  = О, / =  1 ,2, . . . ,  т = 1 , 2 , . . . , / .  (9)

В этом случае основное выражение (6) упрощает­
ся, сводясь к выражению типа (7)

(7а)

При этом функции Фи,с(х) могут иметь произ­

вольную зависимость от декартовых координат. 
Дальнейшие частные случаи при выполнении 
условия (9) анализируются так же, как в рассмот­
ренном выше случае 1.

—Щ) a  —(ss) | — («) о 4 п  1F\ = сА], F2 =сВ]9 F t, = cAt , с = —----- г.(10)
6 рс

Здесь /4, В — соответствующие коэффициенты
разложения вида (3), (4) для функции |/(0,ф)|2 -  
квадрата модуля амплитуды рассеяния. Поэтому 
компоненты силы радиационного давления могут 
быть равны нулю только при равенстве нулю соот­
ветствующих коэффициентов разложения квадрата 
модуля амплитуды рассеяния в ряд по сфериче­
ским функциям вида (3). А это означает отсут­
ствие какого-либо диполя в мультипольном раз­
ложении квадрата модуля амплитуды рассеяния
|/(0,ф)|2. Анализ выражения (3) для функции
/(0 ,ф ) и функции |/(0,ф)|2 показывает, что между 
коэффициентами А, В в разложении (3) для
/(0 ,ф ) и А, В в разложении (3) для |/(0,ф))“ суще­
ствует связь, подобная той, которая получена в 
работе [8] для случая независимой от угла азимута 
амплитуды рассеяния Д 0,ф) = /(0 ) (выражение
(8) работы [8]). Так же как и в [8], искомые коэф­
фициенты Д°, а \ и В\ равны сумме реальных ча­
стей произведений соседних по номерам коэф­
фициентов А™ и й™, один из которых комплексно 
сопряжен. При этом в рядах для А\ и А\ нет сме­
шанных произведений А и В. В ряду же для й,1 та­
кие произведения есть. Однако ввиду достаточно 
большой громоздкости этих соотношений, здесь 
они не приводятся. Впрочем, достаточно просто
величины Д°, А\ и й,1 могут быть вычислены на­
прямую из (2). Очевидно также, что эти величины 
(впрочем, как и все остальные коэффициенты А , 
и й) являются действительными числами в силу
действительнозначное™ функции |/(0,ф)|2.

Таким образом, в условиях произвольного па­
дающего поля и амплитуды рассеяния на включе­
нии, зависящей от углов падения 0 и азимута ф 
необходимо пользоваться общими выражениями
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(6) и (10) соответственно для вычисления компо­
ту)нент векторов силы радиационного давления *

- ( S S )

для перекрестного слагаемого и Ъ для квадра­
тичного слагаемого общей силы F.

Рассмотрим пример. Пусть падающее поле пред­
ставляет собой бегущую плоскую волну общего по­
ложения, единичный волновой вектор которой име-

л
ет составляющие k =  (si n 0О cos фо, s i n 0О si n cpo, cos 0O):

PxM ,y ,z )  = ^oexP
ik (xsi n 00 coscpo+jsi n Oo si n q>o+zcos0(,)

]
Тогда результирующая амплитуда рассеяния 
/ ( 0 , (р) равна

/(0,<р) = /Уо(0,<р),

где / о(0,ф) — амплитуда рассеяния на включении 
при падении плоской волны единичной амплиту­
ды и нулевой фазы.

Положим, что в амплитуде рассеяния / о(0,ф) 
отличны от нуля только коэффициенты Aq, Я,0, А\
и В\ . Это отвечает одному монополю и трем дипо­
лям с осями, сориентированными соответствен­
но вдоль оси Z с силой Д,°, вдоль оси х с силой А\
и вдоль оси у  с силой Тогда из (3) имеем для 
амплитуды рассеяния / (0 ,<р)

/(0,ср) = Р0(Л) + ^ 1° cos0 + Д ^тВ соэф

-hS/ sin 0sincp).

+
( П )

u  f;(^) f;(«)Вычислим силы F и F , действующие на 
рассеиватель с амплитудой рассеяния (11). Оче­
видно, что имеет место общая ситуация и необхо­
димо пользоваться выражением (6), а также (10). 
Выражение (6) приводится в этом случае к виду

Непосредственные вычисления по формуле (12) 
дают для компонент перекрестной составляющей 
силы радиационного давления величины

j-(u) _  E 4ncosQ0i]mt A0 + cos0O3 +
к (13)+  /4|1cos0 o, +  5|COS0O2).

— Р 2Здесь Е = — — средняя плотность энергии в 
2рс

падающей волне; 0О/ — углы между волновым

вектором падающей плоской волны и осями ко­
ординат, COS0Q, = s i n  ©о соБфо, cos0Q2 = sin  0ОsiП ф0, 
cos0O3 = cos0o.

Вычислим компоненты квадратичной состав­
ляющей силы радиационного давления. Найдем из
(11) коэффициенты А\ и В\ в разложении (3) 
ддя |/(0,ф)|2. Прямыми вычислениями получаем

После подстановки (14) в (10) получаем

f \ > = -^£47iRe^/4|(/4o)‘

Окончательно, используя (13) и (15), вычисляем 
суммарные компоненты силы радиационного
давления Fi

Fi = F is) + F T \ / = 1,2,3.

Отметим, что выражения (14) и (16) полностью 
согласуются с результатами работ 14—6 1 в случае, 
когда 0О = 0 (падающая плоская волна распро­
страняется вдоль оси z ), а А\ = В\ = 0.

Аналогично может быть решена задача ддя бо­
лее общей амплитуды рассеяния и для более 
сложного падающего поля. В реальности нужно 
пользоваться вместо ряда (3) конечными сумма­
ми, ограничиваясь достаточным конечным чис­
лом членов ряда с точки зрения погрешности 
представления амплитуды рассеяния.

Таким образом, в работе решена задача вы­
числения радиационного давления в идеальной 
жидкости на включения сложной формы в пер­
вичном поле произвольной конфигурации. При­
ведены выражения (6) и (10) для компонент ра­
диационного давления в произвольном первич­
ном поле, в которых фигурирует результирующая 
амплитуда рассеяния. Получены упрощенные 
выражения (7)-(9), (7а) и (8а) для ряда частных 
случаев. Приведенные выражения значительно 
расширяют диапазон полей и рассеивателей, ддя
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которых возможен расчет радиационного давле­
ния. Приведен пример расчета для монопольно- 
дипольного рассеивателя.
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