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Получены границы применимости известных экспоненциальной и степенной зависимостей ради­
уса пузырька пара от времени при насыщенном кипении, являющихся основными при математиче­
ском описании генерируемых пузырьками звуковых импульсов. Показано, что только экс nonei щи- 
альная зависимость справедлива в течение практически всего времени роста пузырька. С использовани­
ем определяемых этой зависимостью известных формул выполнен расчет влияния статического 
давления на параметры динамики роста пузырьков пара и параметры генерируемых ими звуковых им­
пульсов на примере насыщенного кипения воды.
Ключевые слова: звуковые импульсы, насыщенное кипение, статическое давление.

Если вдали от критической точки эффекты мас- 
сопередачи пренебрежимо малы, то генерируемое 
пузырьком газа и пара звуковое давление равно

p'V
Р = л 4лг

( 1)

где р — плотность жидкости, V — объем пузырька 
и г  — расстояние между пузырьком и местом кон­
троля этого давления. Формула (1) может быть 
получена как в результате анализа потенциально­
го движения жидкости вокруг пузырька 11,2], так 
и как следствие записанного в интегральной фор­
ме волнового уравнения |3 |. Если г значительно 
больше линейных размеров пузырька, то эта фор­
мула справедлива при любой его форме |4 |. Ра­
венство V =4л/?Уз позволяет формулу (1) запи­
сать в виде

(2)
р’(Я2Я + 2ЯЯ2)

Р = — ---------------г
При пузырьках неправильной формы в ней, в от­
личие от уравнения Рэлея, R — радиус равного по 
объему сферического пузырька. При известной 
дважды дифференцируемой зависимости этого 
радиуса от времени /, из формулы (2) выводится 
соотношение, отображающее генерируемое пу­
зырьком пара звуковое давление.

Для расчета звуковых импульсов, генерируемых 
пузырьками пара при кипении, используются две 
зависимости радиуса равного по объему сфериче­
ского пузырька от времени 15— 15|. Одна из них, 
справедливая при увеличении объема пузырька за 
счет уменьшения избыточной энтальпии окружаю­

щей его перегретой жидкости, экспоненциальнг 
[7, 10-]2|

_Я
Я*

= 1 -  ехр
V

_t_
Т*

Другая зависимость, полученная в результате ре­
шения уравнения нестационарной теплопровод 
ности, степенная |8, 12, 14|

I
_Я =
R*

Параметры Я* и т* этих зависимостей определя­
ются в соответствии с равенствами 114|:

^  _ 12дМа2 _ 12а'(р'с'0)2
2К п(р’Ч)'

(5)

и

^  2 с ' в _ 2вр"1
х* 3J s 7>p'Ts ’

в которых а \ d  и 0  — соответственно коэффици­
ент температуропроводности, удельная теплоем­
кость и перегрев жидкости, Ja = р’с'(-)/(р"1) 
Js = p'c’Ts/(p "L ),p "  — плотность пара, L — удель­
ная теплота парообразования и Т5 — температур* 
насыщения. Формула (5) является следствие] 
граничного условия уравнения теплопроводна 
сти Фурье, а формула (6) получена из равенсп 
потенциальной энергии пара в момент нач; 
роста пузырька кинетической энергии дви; 
шейся в результате его расширения жидкое 
Формула (5) позволяет учесть влияние тольк<
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Таблица 1. Термодинамические формулы

Базовые зависимости

/ чх
А  = | -ехр
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/ 2
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Соотношения абсолютных величин
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Соотношения относительных величин

Y= 1 - X (Зар) У = —  
2Х (4аР)

Z= X — 1 (Зау)
z  -  - v

(4ау)

Z = - Y (ЗР?) Z  = -2Y3 (4Ру)

термодинамических, а формула (6) — только гид­
родинамических эффектов. При этом зависимо­
сти (3) и (4), которые определяются обеими фор­
мулами, в определенной степени отражают влия­
ние и тех, и других эффектов. Время роста 
пузырька пара при кипении состоит из двух ста­
дий. В начале расширения пузырька в первой ста­
дии скорость его роста в большей степени ограни­
чена гидродинамически в результате действия по­
верхностного натяжения, сил инерции и вязкости. 
После достижения пузырьком некоторого гранич­
ного радиуса /?ф во второй стадии эта скорость в ос­
новном определяется термодинамически макси­

мально возможным теплоподводом при испарении 
пара в пузырек. Зависимости (3) и (4) получены в 
термодинамическом приближении и поэтому мо­
гут быть использованы только при радиусе пу­
зырька R > Дф. Однако количественная оценка 
величины Дгреще не проводилась.

В данной работе для этого, в первую очередь, 
выведены соотношения связи относительных ради­
уса X  пузырька, скорости Y и ускорения Z  при его 
росте в случаях зависимостей (3) и (4). Затем на ос­
нове таких соотношений и уравнения Рэлея полу­
чены формулы для определения граничных вели-
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Уравнение Рэлея

Таблица 2. Гидродинамические и термодинамические формулы

p,( /? /U -* 2| + -(2 ii*  + a) = Ар (7а)
\ 2 ) R

2т!
(2XZ + 3Y2) + 2 

А'

\

, а
V К

= Ар (7р)
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ЗрЛ
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Термогидродинамические соотношения

р %
2 x1

(5АГ,2 -  8АГ, + 3) 4xi(l -  Af|) 2а

я.,х = Ар (8а)
1
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4Л К, 2а
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4nZ, + 2а
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,2,,2
р З Д  8г|У2~ 2а Г2 _+ +

2т* К*
= Ар

2т̂ . тЛи 2а
Л.

j  
Л з

V 4Z- /
= Др

(9а)

(9Р)

(9у)

чин Хь У, и Z, при зависимости (3), а также Хъ У2 и 
^  при зависимости (4). В результате установлено, 
что Х{ намного меньше Х2 (на 2—3 порядка при 
}а>  1). Таким образом показано, что в отличие от 
.зависимости (4), которая может быть применена в 
асимптотической стадии, начиная с достаточно 
большого радиуса, зависимость (3) можно исполь­
зовать практически в течение всего времени роста 
пузырька. Далее в работе на основе зависимости (3) 
выведены соотношения (с учетом физических кон­
стант пара, жидкости и ее перегрева) для определе­
ния параметров динамики роста пузырька пара и ге­
нерируемого им звукового импульса, а также рас­
считано влияние на эти параметры статического 
давления. Расчет проведен на примере кипения 
воды.

Математические преобразования термодинами­
ческих формул приведены в табл. 1. Из зависи­
мости (3), ее первой и второй производных имеем 
соотношения (За), (Зр) и (Зу). Из (За) и (3(3), (За) и

(Зу), (Зр) и (Зу) получены дифференциальные ур* 
нения (ЗаР), (Зау) и (Зру). При использовании 
носительных радиуса X  пузырька пара, скорости У и 
ускорения Z при его росте в соответствии с фор1 
лами-определениями из (Зар), (Зау) и (ЗРу) нах<
дим соотношения (ЗаР), (Зау) и (Зру). Все это — т 
вая половина табл. 1. В правой половине табл. 1. 
представлены аналогично полученные результаты в 
случае зависимости (4).

В табл. 2 уравнения Рэлея записаны с испод]
• ♦ ♦

зованием абсолютных R, R и R(7a) и относит* 
ных X, Y  и Z  (7р) и (7у) величин. Формулы (8<
(8Р) и (8у) являются следствием равенств (Зар!
(Зау),(Зру) и (7р), а формулы (9a), (9Р) и (9у)
(4ар), (4ау),(4Ру) и (7Р). В случаях зависимостей (3) 
или (4) соответственно соотношения (8a), (8Р) и 
(8у) или (9а), (9р) и (9у) определяют значения рад1 
уса пузырька пара, скорости и ускорения при ei
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Т а б л и ц а  3 .  Характеристики роста пузырька пара в  момент смены преобладающего влияния гидродинамических 
факторов на термодинамические факторы

№ п/п 0 , К Ар, х104 Па Ja

т1ОX* 1оXNII *2 X 10"2 >"2

1 10 4.200 30 1740 8.260 37.11 1.347 -4.892
2 20 9.720 60 132.7 9.867 24.29 2.058 -17.44
3 30 16.88 90 41.74 9.958 18.39 2.719 -40.20
4 40 26.01 120 22.08 9.978 14.80 3.378 -77.12
5 50 37.47 150 13.86 9.986 12.32 4.058 -133.7
6 60 51.67 180 9.483 9.991 10.48 4.771 -217.2
7 70 69.07 210 6.836 9.993 9.063 5.517 -335.8
8 80 90.17 240 5.108 9.995 7.908 6.323 -505.5
9 90 115.4 270 3.923 9.996 7.007 7.136 -726.7

10 100 145.4 300 3.073 9.997 6.240 8.013 -1029
Рис. 1. Усредненные величины

11 55 74.80 165 23.33 9.977 12.20 4.100 -137.8
Рис. L Линии поверхности (7(3)

№ п/п \ 2 3 4 5 6 7
Z -1.000 -1.461 -2.134 -3.117 -4.553 -6.650 -9.714

N q п / п 8 9 10 11 12 13 14
Z -14.19 -20.73 -30.28 -44.23 -64.60 -94.36 -137.8

Рис. 1 и эта табл. Усредненные величины

р', кг/м3 г\, Па с а, Н/м /г*, м т * ,  С

922.7 2.178 х  Ю~4 5.057 х Ю~2 1.484 X 10~4 2.155 х 10~5

росте в момент смены преобладающего влияния 
гидродинамических факторов термодинамически­
ми факторами. Во всех формулах табл. 2 г\ — кине­
матическая вязкость, а  — коэффициент поверх­
ностного натяжения и Ар — разность переменно­
го давления рп пара в пузырьке и постоянного 
давления в жидкости при достаточном удале­
нии от него.

Анагтитически строго задача решена в результате 
задания целого ряда значений Ар (табл. 3) при раз­
ных перегревах 0  =  0.057^, следовательно, и разных 
критериях подобия Якоба Ja. Численным методом 
при каждом значении Ар определены величины Xh 
У\ и Z, по формулам (8а), (8(3) и (8у) и величины Х2, 
У} и Z2 по формулам (9а), (9(3) и (9*/). При этом ис­
пользовались средние значения параметров /?* и т*, 
а также фактических констант р ,  г) и а  [16, 17] 
(табл. 3). То, что вычисленные таким образом вели­
чины Хь Y\ и Z, или Хъ У2 и Z2 действительно соот­
ветствуют моменту смены преобладающего влияния 
гидродинамических факторов термодинамически­
ми факторами, покажем графическим методом на 
примере скорости роста парового пузырька.

С целью наглядности математические соотно­
шения табл. I и 2 представим с использованием ана­

литической геометрии, что легко сделать, если ве­
личины X, У и Z b соответствии с их обозначениями 
считать координатами точки условного трехмерно­
го пространства. В этом пространстве уравнение (7(3) 
(табл. 2) отображается поверхностью, а (7у) — лини­
ями ее пересечения с плоскостями Z  =  const. Такие 
линии представляют конкретную поверхность (рис. 
1), данные расчета которых при логарифмическом 
масштабе приведены в табл. 3. Линейные равенства
(3а(3), (Зау), (Зру) (табл. 1) являются уравнениями 
трех плоскостей. Так как каждое из этих равенств 
есть следствие двух других, три плоскости имеют 
общую прямую их пересечения (с координатами 
двух точек (0, 1, — 1) и (0,0, 1)), которая в рассматри­
ваемом пространстве отображает зависимость (3). 
При этом определяемые соотношениями (8а), (8Р) 
и (8у) величины Хь К, и Z, являются координатами 
точки пересечения прямой (3) с поверхностью (7р).

Передняя плоскость (Z = Z X = const) на рис. 1 про­
ходит через точку с координатами (Хх, Yx, Z,). Кри­
вая 0 — линия пересечения этой плоскости с поверх­
ностью (7р). Кривая /, уравнение которой 
при Z =  const У = I — X, является проекцией зави­
симости (1) на эту плоскость в логарифмиче­
ском масштабе.
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Рис. 1. В трехмерном пространстве между передней (Z =  Z, =  const) и задней (Z = Z2 =  const) плоскостями участок 
отображающей уравнение Рэлея (7р) поверхности. Линии ее пересечения с ними -  0 и 0. Проекция отображающей за­
висимость (3) линии на переднюю плоскость -  /. Проекция отображающей зависимость (4) линии на заднюю плос­
кость — 2. Передняя и задняя плоскости проходят через точки (соответственно с координатами (Х \, У\, Zj) и (АЗ, У2, Z 2))  пе­
ресечения отображающих поверхностей и линий. Масштаб величин X , У и Z — логарифмический.

Нелинейные равенства (4сф), (4ау), (4Ру) 
(табл. 1) являются уравнениями трех поверхно­
стей. Так как каждое из этих равенств есть след­
ствие двух других, три поверхности имеют 
общую кривую их пересечения, которая в рас­
сматриваемом пространстве отображает зависи­
мость (4). При этом определяемые соотношени­
ями (9а), (9р) и (9у) (табл. 2) величины Х2 , Уъ Z2 
являются координатами точки пересечения кри­
вой 2 с поверхностью (7р).

Задняя плоскость (Z =  Z2 =  const) на рис. 1 
проходит через точку с координатами (Х2, У2, Z2). 
Кривая 0 — линия пересечения этой плоскости с 
поверхностью (7Р). Кривая 2, уравнение кото­
рой n p n Z =  const Y= 1/(2Z), является проекцией 
зависимости (4) на эту плоскость в логарифми­
ческом масштабе.

Из представленного рис. 1 видно следующее.
1. В условном трехмерном пространстве опи­

сывающее гидродинамику процесса уравнение 
Рэлея (7р) отображается поверхностью.

2. В этом пространстве характеризующие 
термодинамику процесса зависимости (3) или
(4) соответственно отображаются прямой и 
кривой линиями.

3. Координаты точек пересечения поверхности с 
прямой (X l9 Y]t Z,) или кривой (Хъ Уъ Zq) линиями

определяются соотношениями (8а), (8|3) и (8у) 
(9а), (9Р) и (9у) (табл. 2).

4. При относительном радиусе пузырька X  < 
или X < Х2 относительная скорость его роста У в 
большей степени ограничена поверхностью, т.< 
гидродинамически. При Х> X, или Х>  Х2 эта ск< 
рость в большей степени ограничена прямой и. 
кривой линиями, т.е. термодинамически. Это и 
бовалось наглядно показать.

В табл. 3 представлены результаты расчета влиз 
ния перегрева воды на величины Ар и )а, а также 
Уь Z, и Хъ Уъ Z2 при постоянных усредненных 
значениях R т*, р', т| и а . Эти значения найдены 
следующим образом. В диапазоне изменения m 
регрева (до 80 К) при температурах насыщен]
373.2 и 453.2 К по максимальным и минимальны!
величинам р', г|, а , й* и т*определены их среди] 
значения. Величины Z, и Х2 рассчитаны числе] 
ным методом по формулам (8а) и (9а) (табл. 2] 
Затем вычислены К, =  1 — Xu Z, =  Х] — 1, У2 =
=  \/(2Х2) и Z 2 -  ~\/(4Х1).

Из табл. 3 видно, что увеличение числа Якоба на 
порядок вызывает уменьшение величины Xt в 
56.62 раза, а величины Х2 -  в 5.947 раза. Из это! 
следует, что при Ja §> 1 зависимость (3) справедш 
практически в течение всего времени роста пузыр>
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Таблица 4. Получение расчетных формул

Я* =
12д'(с')2 

П
з&  7: / . \

8а (с)2 07;
Т+ =

К

г \

чр "L,

р 'К
р = —

ГЧ
-ех р / + 4ехр

(  \ 
21 -  Зехр

гго
V

V т*у 1

<т\ = О-ЗОЗт*, 1т2 =5 1.1841*

,р ’я 1 ■ _2 р'Л^
/>„,.= 2.347x10 — рт2 = -7.01 3 X 10

ГС. г т*

ф =
2р'/^(0 2 2 / 2 2 . .  (О т.;; (О т* +7 +36

=
1.21

0.3049р'/^ 0.9507а (с")./ ,.\2
/’«I -  Рпа = г т.

0.1926 0.03361
т* й+ т ®/;

У Г
р’ ✓

( 10)

( 11)

02 )

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

ка пара, а зависимость (4) при любых числах 
Якоба — только в заключительной асимптотиче­
ской стадии его роста.

Перейдем теперь к определению расчетным ме­
тодом влияния статического давления на парамет­
ры динамики роста пузырька пара и параметры ге­
нерируемого им звукового импульса. В связи с этим 
в таблице 4 представлено следующее.

1. Найденные как следствие исходных ра­
венств (5) и (6) расчетные формулы (10) и (11).

2. Полученное из формулы (2) и зависимости (3) 
соотношение (12), которое отображает генерируе­
мое пузырьком пара звуковое давление.

3. Результаты (13) и (14) исследования соотно­
шения (12) на экстремумы (tm] и tm2 — времена до­
стижения максимумов, а РтХ и Рт2 — их амплитуды).

4. Аналитически строго выведенная в [5] форму­
ла (15) модуля Ф спектральной характеристики зву­
кового импульса (12).

5. Полученная из зависимости (15) формула (16) 
для определения круговой частоты to„f максимума в 
спектре.

6. Расчетные равенства (17) и (18). Левые поло­
вины этих равенств получены соответственно из 
формул (14) и (16), а их правые половины являются 
следствием формул (10) и (11).

От статического давления Рсг в большей или 
меньшей степени зависят температура насыщения 
и физические константы 116, 17|. При этом Рсх в со­
ответствии с формулами табл. 4 оказывает сложное 
влияние на параметры динамики роста пузырька 
пара и генерируемого им звукового импульса. Ре­
зультаты расчета этого влияния проиллюстрирова­
ны зависимостями на рис. 2 (полученные количе-
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Рис. 2. Влияние статического давления (Рст = X )  на 
параметры динамики роста пузырька пара и генери­
руемого им звукового импульса (У: R t  — /, т* — 2 ,

{Рт\ -  Pml) -  3 ,7 т -  4).

ственные данные приведены в [15]). При этом пред­
ставлены относительные величины: Л'— отношение 
заданного статического давления к нормальному 
атмосферному давлению, Y — отношение соответ­
ствующего параметра при заданном статическом 
давлении к величине этого параметра при нормаль­
ном атмосферном давлении (относительные вели­
чины отмечены сверху чертой).

Зависимости относительных параметров от от­
носительного давления в логарифмическом мас­
штабе близки к прямым линиям (рис. 2). При этом 
можно воспользоваться формулами Y = X \  Показа­
тель степени п в случаях Л*, т*, Рт] -  Рт2 и f m с до­
статочной ддя практических целей точностью соот­
ветственно равен —2.1, —2.6, — 1.2 и 2.6.

В заключение представим основные результаты 
выполненной работы.

1. Теоретически строго найдены соотношения 
для определения минимального радиуса пузырька 
пара, начиная от которого могут быть использова­
ны полученные в термодинамическом приближе­
нии экспоненциальная и степенная зависимости 
радиуса пузырька от времени.

2. С целью наглядного подтверждения правил
ности решения этих задач использовано специал 
ное представление уравнения Рэлея поверхностью в 
условном трехмерном пространстве (рис. 1). 1

3. В результате расчетов показано, что при Ja 1 
экспоненциальная зависимость справедлива прак­
тически в течение всего времени роста пузырька, а 
степенная при любых числах Якоба только в асим 
готической стадии его роста.

4. Выведены формулы для определения влиян 
физических констант пара и жидкости, а также 
перегрева на параметры динамики роста пузырь 
пара и генерируемого им звукового импульса.

5. При экспоненциальной зависимости и разн 
числах Якоба выполнен расчет влияния статич 
ского давления в жидкости на эти параметры.

6. Приведены обратная и прямая зависим 
соответственно размаха Рт\—Рm2 и частоты f m звук 
вых колебаний от статического давления (рис. 2 
Выполненный анализ согласуется с данными н 
блюдения не только при насыщенном кипении, н 
также и при поверхностном кипении недогрето 
жидкости.
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