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Проведено численное моделирование классической задачи о малых колебаниях вихря Ранкина в 
сжимаемом газе. Уравнения Эйлера для сжимаемого газа решались методом “кабаре". Результаты 
моделирования хорошо предсказывают величину собственной частоты колебаний границы для ази­
мутальной гармоники п = 2 и практически совпадают с аналитическим решением. Количественно 
предсказано значение инкремента акустической неустойчивости, несмотря на то, что оно мало и 
проявляется при числе колебаний, больших 100.
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ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена проблеме прямого числен­
ного моделирования колебаний вихря Ранкина и 
излучаемого им звука. Аналитическое решение 
задачи хорошо известно. В несжимаемой жидко­
сти колебания такого вихря рассматривались еще 
Кельвином |1]. В сжимаемой жидкости задача 
также рассматривалась, поскольку она является 
одним из наиболее простых модельных примеров 
распределенного вихря, когда динамику вихрево­
го поля и звук можно вычислить точно |2 |. Теоре­
тически была обнаружена такая особенность из­
лучения звука вихрем, как акустическая неустой­
чивость |3 |, объяснение которой на языке волн 
отрицательной энергии было дано в |4, 5|. С точки 
зрения численного моделирования задача является 
исключительно сложной, поскольку вихревое тече­
ние отличается резкой границей, разделяющей вих­
ревое (неустойчивое) и потенциальное течения. Де­
формации этой границы (возмущения Кельвина) 
вращаются с постоянной угловой частотой и мед­
ленно нарастают из-за акустической неустойчи­
вости. Моделирование всей совокупности про­
цессов генерации и обратного влияния звука на 
вихревое течение проводится, насколько извест­
но автору, впервые. Для численного моделирова­
ния решаются уравнения Эйлера с помощью ме­
тода “кабаре" [6—8]. Оказалось, что характери­
стики этой схемы исключительно хорошо 
приспособлены для решения вычислительных за­
дач, связанных с вихревой динамикой. Отметим 
работу |9 |, где впервые было проведено числен­
ное моделирование эффекта резонансного рассе­
яния 110| звуковой волны на вихре Ранкина.

Следует отметить, что при обычном моделиро­
вании процессов аэродинамической генерации

шума турбулентными струями методами LES, ко­
гда имеется совокупность взаимодействующих 
турбулентных вихрей, вопросы динамики отдель­
ной вихревой структуры находятся далеко за пре­
делами деталей моделирования. Поэтому настоя­
щая работа может рассматриваться как первый 
шаг в процессе построения иерархии кодов, спо­
собных в результате предсказывать вклад в сум­
марный шум собственной динамики вихревых 
структур наряду с процессами передачи турбу­
лентной энергии по каскаду возмущений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В неограниченном покоящемся сжимаемом 

идеальном газе задан плоский локализованный 
вихрьс постоянной завихренностью Q0 в области, 
ограниченной замкнутой кривой. Будем считать, 
что исходная круговая граница слабо возмущена 
и в полярных координатах (г, ф) имеет вид:

Дф) = /оО + е cos (sip) + 0(е2)), (1)
где г0 =  2.6 мм — значение радиуса невозмущенного 
вихря, в — коэффициент возмущения (с I), s — це­

лое число. Обозначим число Маха для яд-
2с*

ра вихря, где с* -  скорость звука, По ^ 76 кГц.
Вдали от вихря колебательное движение гра­

ницы вихря будет сопровождаться звуковыми 
волнами, распространяющимися от области вих­
ря. В численном решении для обеспечения более 
быстрой сходимости начальные условия жела­
тельно задать ближе к искомому решению, во 
всяком случае, в области ядра вихря. В данной ра­
боте рассматриваются малые значения коэффи­
циента возмущения (с =  1/30) и числа Маха (Mv=
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= 0.3), поэтому различие в начальных данных в 
области ядра вихря (неволновая зона) между по­
становками задачи для сжимаемого и несжимае­
мого газа будет незначительным. Поскольку не­
сжимаемое решение в линейном приближении 
относительно коэффициента возмущения грани­
цы с хорошо известно 111, возьмем его в качестве

начального распределения для поля скорости. 
Давление и плотность в начальном условии выбе­
рем из условия изэнтропичности течения, в кото­
ром величина скорости определяется линейным 
по г приближением для несжимаемого газа. В ре­
зультате для начальных условий выбраны следую­
щие выражения:

< Л ф)
го

— = -zM vx ' 1 sin(5<p),

Мух  - г М ух 5 1 cos($(p),
■00

Y - l
I  -  —

2
-  zMy  — cos(scp), 

s

x  г> £ M
ro

ur _= -eA/r -4^sin(5(p),

— = M v -  + zMv  —!-rCOs(s<p),
<**> X У  s + \  

X

— L  U > 1
CO Y - l %  2 2 x

zMy  —  cos(s(p)
sx5

1 х 2 -  iY i1 -  S 2
X J J

( 2)

где x =  —, un Uy — компоненты скорости в поляр- 
ro

ных координатах, р, Р — плотность и давление, 
у — показатель адиабаты, функция F(P) связана с 
давлением и плотностью следующими соотноше­

ниями: Р —- f r - i F(P)
N-*-r-1

,p  = Y -l
Y

F(P) Y -l

ЧИСЛЕННЫМ МЕТОД

Двумерные уравнения Эйлера для сжимаемого 
газа с выбранными начальными условиями (2) ре­
шаются с помощью метода “ кабаре”. Приведем 
краткое описание метода. Переменные разделя­
ются на два типа — “консервативные”, которые 
относятся к центрам ячеек, и “потоковые” — к 
центрам граней. Алгоритм вычисления перемен­
ных состоит из 3-х этапов:

1. Вычисление консервативных переменных 
на “промежуточном” шаге по времени с исполь­
зованием дивергентной записи уравнений.

2. Экстраполяция инвариантов Римана и не­
линейная коррекция. Расчет потоковых перемен­
ных на новом шаге по времени.

3. Расчет консервативных переменных на но­
вом временном слое в дивергентной записи.

Более подробное описание всех этапов по­
строения метода “кабаре” можно найти в работах 
[6, 71.

Основными особенностями метода являются 
бездиссипативность, минимальная аппроксима­
ционная дисперсия, использование явной схемы, 
компактность вычислительного шаблона (одна 
пространственно-временная ячейка для уравне­
ния линейного переноса), консервативность, 
второй порядок точности как по пространству, 
так и по времени на произвольно неоднородных 
сетках, прямое использование принципа макси­
мума для нелинейной коррекции потоков. Иссле­
дование свойств метода “кабаре” на линейных и 
нелинейных задачах акустики см. |8, 9, 111.

Расчетная область — квадрат, состоящий из 
структурированных прямоугольников (ij сетка), в 
центре которого задается вихрь (рис. 1). Сетка
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Р и с .  I .  Р а с ч е т н а я  о б л а с т ь .

имеет зеркальную симметрию относительно 
осей ОЛТ и ОК Распределение шагов сетки по обе­
им осям идентично. Для разрешения малых воз­
мущений границы вихря в центральной области 
сетка имеют плотность 90 ячеек на радиус вихря 
г0, затем для уменьшения вычислительного вре­
мени к границам области вводится коэффициент 
растяжения сетки. На границах использованы од­
номерные “неотражающие" характеристические 
условия, которые с учетом укрупнения элементов 
обеспечивают слабое отражение волн от внешних 
границ области, что необходимо для минимизации 
влияния граничных условий на решение задачи.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим результаты теоретического анали­

за задачи. Для аналитического решения 11,4| соб­
ственная частота несжимаемого вихря для каж­
дой гармоники s имеет вид сол =  Qq(s  — 1)/2. Для 
сжимаемого вихря частота кельвиновского воз­
мущения s = 2, отнесенная к частоте £2,,/2 несжи­
маемого приближения, имеет вид |3, 5|

X

Q 0
®2 = у  *

67 t с у in | Y 
J 152 16 32 192

где Су = 0.5772... — постоянная Эйлера. Согласно
(3) частота сжимаемого вихря отличается от ча­
стоты несжимаемого на члены ~Л/2. Кроме того, 
при учете членов МА в собственной частоте появ­
ляется мнимая добавка, соответствующая акусти­
ческой неустойчивости. В |4, 5| показано, что ме­
ханизм акустической неустойчивости связан по­
терей энергии возмущениями Кельвина за счет 
излучения звука, а сами возмущения представля­
ют собой колебания с отрицательной энергией. 
Таким образом, задача излучения звука сжимае­
мым вихрем демонстрирует важные особенности 
генерации звука, взаимодействия вихревого поля 
и звука, в том числе и обратного влияния излуче­
ния на вихрь. Моделирование этих особенностей, 
проявляющихся в высших членах разложения 
точного решения но числу Маха, представляет со­
бой серьезную проблему для численного модели­
рования, поскольку они проявляются при учете 
большого числа колебаний вихря.

Рассмотрим результаты численного моделиро­
вания. На рис. 2 представлен график радиальной 
скорости на расстоянии л* =  1.2, общее время рас­
чета соответствует примерно 100 периодам вра­
щения вихря. Видно, что на всем временном ин-

и/с

1045 1254 1463 1672 1X81 2090
Га/г()

Р и с .  2 .  Р а д и а л ь н а я  с к о р о с т ь :  s =  2 .  М у =  0 .3 .
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Рис. 3. Спектр радиальной скорости.
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Рис. 4. Инкремент неустойчивости.

гервале скорость имеет достаточно гладким вид, а 
шхревое поле сохраняет “пеньковую” форму 
при сглаживании поля завихренности собствен­
ная частота перестает быть действительной и соб­
ственные частоты быстро затухают). В спектре 
рис. 3) преимущественно присутствует только 
эдна гармоника, значение которой хорошо согла­
суется с аналитическим решением для собствен­
ной частоты сжимаемого вихря. Действительно, 
хля рассматриваемых параметров вихря теорети­
ческое значение (3) для собственной частоты рав­
но со2го/ссо =  0.2977, а для численного — соГ^оЛ^ = 
= 0.2971, т.е. отклонение частоты от аналитиче­
ского решения составляет 0.1%. Как видно, рис. 2 
хемонстрирует медленное нарастание амплитуды 
солебапий, что естественно связать с акустиче­
ской неустойчивостью.

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Аналити­
ческое решение (3) для инкремента неустойчичю-

сти дает с(/) =  8 = яуУ/4П 0 
32 2 '

Положим б/ =

=  пМ— где д/ -  число оборотов.
32 2 16

Учитывая линейную зависимость радиальной 
скорости от £, аппроксимируем локальные мак­
симумы в численном решении методом наимень­
ших квадратов (рис. 3) функцией вида>> =  Ae*N. В 
результате получаем приближенные значения для 
инкремента 8. Так, для аналитического решения 
б =  5 х Ю_3, а для численного Ьпит = 4.4 х 10-3, т.е. 
отклонение от аналитического решения для ин­
кремента составляет около 10%.

Проанализируем излучаемое возмущенным 
вихрем звуковое поле. На рис. 5 представлены 
пульсации давления на расстоянии 24-х радиусов 
от центра вихря. Разница в фазе между числен­
ным и аналитическим решениями меньше 0.1%, 
отклонение амплитудного значения около 10%, 
причем разница не нарастает. На рис. 6 представ­
лены графики осредненных значений пульсаций 
давления на различных расстояниях от центра 
вихря. Видно, что начиная с восьми радиусов, 
пульсации давления хорошо соответствуют ана-
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Р и с .  5. Давление на расстоянии 24-х радиусов.

литическому решению, полученному в прибли­
жении дальнего поля.

ВЫВОДЫ

Задача излучения звука плоским вихрем решена 
численно методом “кабаре” как для ближнего, так и 
дня дальнего поля. За время расчета вихрь Кельвина 
совершает около 100 оборотов (-300000 шагов по 
времени), сохраняя свою “пеньковую” форму. 
Произведена оценка излучаемого звукового поля. 
Продемонстрирована согласованность пульса­
ций давления в дальнем иоле с аналитическим ре­
шением. Показано, что численный метод хорошо 
моделирует малые возмущения вихря Кельвина: 
инкремент неустойчивости согласуется с анали­
тическими данными, частота собственных коле­
баний вихря практически совпадает с аналитиче­
ским решением. Все результаты проверены на се­
точную сходимость.

Таким образом, численное решение оказалось 
способным предсказать тонкие эффекты взаимо­
действия вихревой динамики и сжимаемости, вы­
ражаемые величинами, пропорциональными чет­
вертой степени числа Маха, несмотря на то, что 
всегда имеют место неконтролируемые ошибки, 
связанные с дискретизацией процесса и схемной 
вязкостью. Это значит, что схема “кабаре” в це­
лом допускает расширение прямого численного 
моделирования на задачи, характеризующиеся 
локализованными вихрями с выраженным яд­
ром, в том числе на задачи, когда турбулизация 
течения и генерация звука определяются тонки­
ми эффектами взаимодействия колебаний ядра 
вихря и обтекающего ядро потока 112|.

Автор выражает благодарность В.Ф. Копьеву 
за постановку задачи и внимание к работе, а так­
же В.М. Головизнину и С.А. Карабасову за полез­
ные обсуждения и помощь в проведении числен­
ных расчетов.
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