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Рассчитано поле радиационных сил в цилиндрическом жидком слое на твердой подложке, форми­
рующееся в результате воздействия на жидкость капиллярной волны, распространяющейся от оси 
вдоль свободной поверхности. Изучена структура акустических течений, возбуждаемых радиацион­
ными силами. Обсуждено воздействие течений на частицы малого размера и возможности форми­
рования упорядоченных структур из этих частиц.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе исследуются медленные вихревые те­

чения в тонком цилиндрическом слое вязкой 
жидкости. Течения порождаются капиллярными 
волнами на свободной поверхности слоя, кото­
рые, в свою очередь, инициируются колебаниями 
индентора или вибрациями подложки. Эффект 
аналогичен акустическим течениям, возникаю­
щим в ноле ультразвуковых волн 111. Это явление 
в настоящее время хорошо изучено и находит 
приложения в ряде технологий. В частности, био­
медицинским приложениям акустических тече­
ний посвящен обзор |2 |.

Течения внутри тонких слоев и капель жидко­
сти используются в нанотехнологиях для форми­
рования упорядоченных структур наночастиц 
13, 4 |. В свя зи с этими приложениями в работе |5 | 
рассчитано течение в слое, во збуждаемое поверх­
ностными волнами, бегущими вдоль границы 
раздела твердое тело-ж идкость.

Авторами был также проведен анализ генера­
ции течений капиллярными волнами в тонком 
плоском слое |6 |. Постановка задачи и схема ее 
решения в работе |6 | аналогичны описанным в 
настоящей статье, однако принятая здесь цилин­

дрическая геометрия задачи значительно услож­
няет расчеты по сравнению с расчетами работы 
|6 |. Вместе с тем, цилиндрическая форма капли 
позволяет при ее высыхании создавать кольцевые 
структуры частиц, которые могут использоваться 
как зонные пластинки для фокусировки волн и 
формирования бесселевых волновых пучков.

КАПИЛЛЯРНЫ Е ВОЛНЫ 
И РАДИАЦИОННЫ Е СИЛЫ

Рассмотрим слой жидкости в виде кругового 
цилиндра радиуса R, высотой образующей //. 
Жидкость занимает область 0 < /• < R, - I I  < z  < 0 и 
расположена на верхней поверхности которой го­
ри зонтальной пластины (это плоскость z = - Н ) .  
Полярные координаты введены так, как показано 
на рис. 1.

Оба типа движения — и волна, и медленное те­
чение — могуг быть описаны системой уравнений 
динамики вя зкой несжимаемой жидкости:

—  + (uV)u = - ^  + vAu. divu = 0. (1)
д t р
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Р и с . 1. С л о й  ж и д к о с т и  н а  п о д л о ж к е  и  п р и н и з а н н а я  
к  н е м у  п о л я р н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т .  К а п и л л я р н ы е  
п о л н ы  н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  п о к а з а н ы  ш т р и х о ­
в о й  л и н и е й .

Здесь и — скорость, р — давление, р — плотность, 
V — кинематическая вязкость жидкости. Разде­
лим в уравнениях ( I ) быстрое колебательное дви­
жение и медленное течение, для чего положим [ 11 

u = u' + U, р = р + Р. (2)
Штрихом помечены осциллирующие составляю­
щие. Для периодических колебаний считаем, что 
значения, средние по периоду, равны нулю:

(и) = (р)  = 0. (3)
Подставляя (2) в систему уравнений ( I ) и проводя 
усреднение, получим систему уравнений для мед­
ленного течения:

— + (UV)U = - — + vAU + F, divU = 0. (4)
dl p

Здесь
F = ((u'V)u') (5)

— “радиационная сила” , вызывающая течение 
благодаря наличию капиллярных волн на свобод­
ной поверхности жидкости.

Вычитая из каждого уравнения системы ( I) со­
ответствующее ему уравнение системы (4), при­
дем к уравнениям для капиллярных волн:

—  = - —  + vAu', divu ' = 0. (6)
dl  р

Волны считаются слабыми, и поэтому нелиней­
ные члены в системе (6) опущены.

Решение простейшей задачи для свободных ци- 
линдрически-симметричных капиллярных волн 
на поверхности невязкой жидкости проводится по 
аналогии с решением для плоских волн |7 |. Резуль­
тат для гармонических во времени колебаний (од­
нородных по полярному углу <р) таков:

и\ = / ^ У ,  (* r)ch (* (*  + Я ))сх  р(-/<ш), 
сор

и. = - / M y 0(*r )sh (* (z + Я ))ехр(-/(0 Г), (7)
<ор

р = p0J 0(кг )c h ( к (z + / /  ))ехр(—/о>/).

Видно, что граничное условие u'.(z = - I I . I )  = 0, со­
ответствующее непроницаемому для жидкости 
дну, выполняется. Граничное условие на свобод­

ной поверхности, где давление на жидкость ф ор­
мируется силами поверхностного натяжения ис­
кривленной границы, таково:

др 
дt

+ ст
г дг

= 0. (X)
L /лг=0

Здесь а  — коэффициент поверхностного натяже­
ния. Подстановка решения (7) в граничное усло­
вие (8) приводит к дисперсионному соотно­
шению

О)2 = 2 * 3th (* / / ) ,  (9)
Р

которое связывает частоту колебаний со и волно­
вое число к. Если радиус слоя вдоль поверхности 
пластины ограничен стенкой г =  К. соответствую­

щие граничные условия иг (г = 0) =  и'г (г  = R) = 0 
приводят к появлению набора дискретных мод
kR  =  р„, /7 =  1 ,2 ,3 .......Здесь р„ — корни уравнения
У, (kR)  = 0. Соответствующий набор собственных 
частот таков:

Для очень тонкого слоя получается простая ф ор­
мула:

Если подложка вибрирует в вертикальном на­
правлении, на поверхности капли могут возбуж­
даться все моды, однако наиболее заметными ока­
жутся те, добротность которых выше. Например, 
действие вязкости сильнее проявится для высоких 
частот, поэтому лучше будут возбуждаться низко­
частотные моды. Если выбрать частоту вибрации 
близкой к одной из собственных частота),,, можно 
селективно возбудить только одну моду с волно­
вым числом кп = р „ /R.

Возбуждение цилиндрически-симметричных 
волн в капле может производиться различными 
способами. Это может быть стержневой индентор 
в виде тонкой вертикальной иглы, которая каса­
ется центра капли и колеблется ортогонально ее 
поверхности. Это могут быть вибрации твердой 
подложки, приводящие к неустойчивости поверх­
ности капли. Конкретные механизмы неустойчи­
вости и возбуждения волн под действием вибра­
ций рассмотрены в ряде работ (см., например, ста­
тьи |8, 9| и приведенную в них библиографию). 
В частности, хорошо изучено параметрическое 
возбуждение "фарадеевских волн” на поверхности 
колеблющегося жидкого полупространства |8 |, 
когда выделенных частот (11) не возникает. При 
этом наименьшее пороговое значение амплитуды 
колебаний соответствует частоте ш/2 основной 
суб гармоники.
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Зная поле скоростей капиллярных волн, мож­
но по формуле (5) рассчитать радиационную силу. 
Выражения для радиальной и аксиальной проек­
ций силы таковы:

/•; =
_к{ pjc

2v<»p
Jt(kr) Jo(kr)~

J \(k r ) .^2
кг

с  h-(k(z + H))

F = к ( р А
2lcop

+

(12)

+ [y,J(A:r) -+- У,2 (Ar)Jsh(A: (z + //))ch (A (z+  //)).

РАСЧЕТ АКУСТИЧЕСКИХ ТЕЧЕН И Й

Следующий шаг — это расчет вихревого тече­
ния, вызванного радиационной силой (12). Запи­
шем систему (4) в проекциях на оси координат:

dU,
дг

_ I ^  + V| AUr
р or + Fr,

—(rot U)
д Г  *

\гдг\ дг! r2+dz2f 1 rdz)
-  (16)

-  V— f - — (г—] + ] + (rot F) .
д г { г д г \  д г I  d z 2A r d r I  ф

Вычислим ротор радиационной силы, присут­
ствующий в этом уравнении, используя выраже­
ния (12):

(r° H % = | f - f f  = 0. (17)
Нулевое значение ротора означает, что радиа­
ционная сила (12), вычисленная на основе реше­
ния (7) для капиллярных волн на поверхности не­
вязкой жидкости, не войдет в уравнение (16) для 
функции тока. Форма “ вынужденного” и “свобод­
ного" течений будет одинаковой. Однако, опреде­
лив скорос ть потока, нужно будет связать ее с ха­
рактерным значением радиационной силы.

Рассчитаем установившееся “свободное" тече­
ние, которое описывается однородным уравне­
нием 4-го порядка, следующим из (16):

d_U± 
д!

гаг oz
Здесь использовано обозначение

+ vA (/, + F„ 0 3 )
p dz {dz2 dr2

Д = | Щ г д
гдг дгI dz

I д н а -ф  | д-'У 1 ач* | . 0
72 д г 2 г  д г

(IX)

Гидродинамические числа Рейнольдса предпола­
гаются малыми, поэтому конвективный член в 
уравнении движения (4) опущен.

Введем функцию тока Ф, через которую ком­
поненты скорости выразим следующим образом:

Запишем решение уравнения (IX) в форме, удоб­
ной для того чтобы удовлетворить нужным гра­
ничным условиям:

Ч' = СоЭгУ,(рг)ИР(г+/0) +
+ C,p(* + / / ) c h ( P U + / / ) ) +  (19)
+  C2p ( z  +  / / ) s h ( p ( z + / / ) ) ] .

Компоненты скорости, согласно (14), имеют вид

Ur = -C^2Jt(X)[ch(Z) +
+ C , ( c h ( Z )  +  Z s h ( Z ) )  +

+  C 2 ( s h ( Z )  +  Z c h ( Z ) ) ] ,  ( 2 0 )

Ur
15Ф и  = 15Ф 
г dz'  г  г дг'

(14)

При этом уравнение непрерывности (третье урав­
нение в системе (13)) тождественно удовлетворя­
ется. Ротор скорости течения имеет единственную 
ненулевую проекцию на ось полярного угла <р:

( Г 0 1 и ) Ф  :

\(д2уУ
A d z 2

А .
dz

, а 2Ф
дг1

dU ; _  

дг '

г д г )

(15)

Теперь применим операцию ротора к обеим ча­
стям уравнения движения (4), чтобы исключить 
давление Р. Заменяя ротор скорости на лапласиан 
функции тока, придем к уравнению

U: = C(fi2J0(X)x
X [sh(Z ) + C ,Z ch(Z ) + C2Z sh (Z )].

Здесь для упрощения записи формул принято 
обозначение

*  =  Рг .  Z = £(z + H). (21)
Константы определим из граничных условий:

<7.1,.-,, =

Первые два условия соответствуют “ не протека­
нию” жидкости через дно и свободную поверх­
ность, третье — “ прилипанию” горизонтальной 
компоненты к дну из-за вязкости. Определив кон­
станты, запишем выражения для компонент ско­
рости течения:

М м  = °-

^ L - i ,  = « М «  = 0.
(22)
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Z / H

Р и с .  2 .  Л и н и и  т о к а  д л я  р а з н ы х  з н а ч е н и й  к о н с т а н т ы  С  
( у р а в н е н и е  ( 2 4 ) )  п р и  р  =  2 л / 3 .

U-JU{)

0 2 4 6
-V

Р и с .  3 .  В е р т и к а л ь н а я  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  т е ч е н и я  
U./CJ,) ( у р а в н е н и е  (2 3 ) )  п р и  р  2 л /3 .

Ur = U„J| (X )[ (Z  -  D)sh(Z)  -  DZch(Z)] ,  
U: =U0J n(X)[(\ + D Z ) s h ( Z ) - Z c h ( Z ) \ ,  (23)

/) = c h (p / /)  - ( р я )  1, U0 = C’oP2.
Структура течения (23) описывается формой ли­
ний тока, которые даются уравнением

Ф = const, X J A X ) *
v (24)

х [(I + A Z )s h (Z )-Z c h (Z )]  = const.
Линии тока течения (24) изображены на рис. 2, а 
вертикальная компонента скорости — на рис. 3.

- А  -  =
2F0k [ р ]

= (у2 ( к г )  -  У2 (кг )  -  -1у, ( к г ) У,' (*г)) + (2?)

+ (У,2 (А:г) + У,2 (кг) -  -^-У, ( k r ) j \ (Ат)) х 

х сh (2А(  ̂+ Я)).
М ожно проверить прямой подстановкой, что ре­
шением уравнения (27) будет следующее выраже­
ние:

Для оценки характерной скорости течения Я() 
вернемся к стационарной версии системы (13) с 
учетом выражений (12) для компонент радиаци­
онной силы:

^  = у (д Яг - ^ )  + 2/У ,( * л) х

M k r ) - J- 2 M c h 2(k ( z  + H)) 
кг

- j -  = v A ^  + 2F0 [Уо (кг) + У2 (Ат)] х
p d z

х sh (Л(г + Я))сб(А:(г + Я )),

1|(л(/,)+^А = о, Д = Т-rdr dz 4 1 , с о р ;

(25)

Из первых двух уравнений системы (25) с учетом 
третьего — условия несжимаемости жидкости — 
удастся исключить компоненты скорости течения 
и получить уравнение Пуассона для давления:

f  = ^ [ (У'(*Г) - У°(*Г)) +
+ (У|2 ( k f )  +  Уо (А т ))с И (2 А:(г +  Я ) ) ]  +  (28)

+ ^ J 0(2kr)[ClCh ( 2 k ( z + H)) +

+ C2sh(2k(z + //))].
Здесь С,, С2 — константы. Очевидно, что в реше­
нии (23) для свободного течения из соображений 
симметрии следует положить р =  2к.

Подставим выражения (28) для давления и (23) 
для ком понент скорости  в уравнения движ е­
ния (25). После несложных, но громоздких пре­
образований найдем значения констант С, =  - 1 ,  
С2 =  I). Теперь можно определить связь скорости 
установившегося “ вынужденного” течения Я„ с 
величиной радиационной силы Ft) (25), пропор­
циональной квадрату ампли гуды волны, бегущей 
вдоль свободной поверхности:

[ u u ) +4 ]
И = ~ ( r F r) + (26) и 0 -  У" -  1 'MY

r d r \  dr) d z \ ы r d r  dz 8vA2 32vaI,copJ
С учетом конкретного вида правой части это 
уравнение будет таким:

(29)

Очевидно, скорость течения уменьшается с ро­
стом вязкости. При высыхании слоя, когда его
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толщина стремится к нулю, течение должно тор­
мозиться. Это означает, что течение с взвеш енны­
ми частицами способно структурировать эти ча­
стицы вплоть до полного высыхания. Разумеется, 
при этом растет вязкость суспензии, и течение за­
медляется.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Настоящая работа является аналогом и про­

должением статей 15, 6 |. Она направлена на объ­
яснение экспериментов по формированию упо­
рядоченных структур частиц при высыхании 
пленки коллоидного раствора на твердой под­
ложке. Однако если в работе |5 | управление про­
цессом происходило за счет возбуждения водны, 
распространяющейся вдоль границы раздела 
твердой и жидкой сред, то здесь течения возбуж­
даются капиллярными волнами на свободной по­
верхности жидкости. В отличие от работы |6 |, 
здесь рассмотрена цилиндрическая геометрия за­
дачи. Рассчитано волновое поле, радиационные 
силы и акустические течения в цилиндрическом 
жидком слое. Учтены основные факторы, влияю­
щие на процессы формирования акустического 
поля, вихревого течения и структур наночастиц. 
Основным фактором упорядочения являются ра­
диационные силы в жидком слое. Важную роль 
должны играть силы неакустического происхож­
дения, приводящие к агрегации частиц, сближа­
ющихся под действием акустических течений.

Продолжением этой работы может быть расчет 
радиационных сил и течений, вызываемых ка­
пиллярными волнами в вязкой жидкости |10 |, а 
также внутри сферической капли, возбуждаемых 
волнами на ее поверхности 1111. Результаты рабо­
ты могут быть также применены для моделирова­
ния процессов самоорганизации ансамблей на­
ночастиц it испаряющемся слое жидкости на 
плоской вибрирующей подложке для получения 
паттерна заданного типа 1121.

Работа первого соавтора поддержана Россий­
ским фондом фундаментальных исследований, 
грант №  13-03-12276 оф и-м , второго соавтора — 
Российским научным фондом, грант №  14-22- 
00042.
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