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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время задачи о деформировании 
пластин переменной жесткости часто использу­
ются при моделировании различных объектов. 
Это и элементы некоторых технических систем, 
где использование модели с эффективной посто­
янной жесткостью может привести к  большой по­
грешности, и элементы биологических систем — 
например, решетчатая пластина склеры глаза. За­
дачи для таких объектов могут быть разбиты на два 
класса — исследование деформирования при 
сложных условиях нагружения и задачи иденти­
фикации жесткости при известных (измеренных) 
деформационных характеристиках 111.

При решении обратных задач идентификации 
параметров материалов одним из наиболее удоб­
ных для реализации на практике методов измере­
ния деформирования является акустический ме­
тод. К  несомненным достоинствам его также сто­
ит отнести неинвазивность, что зачастую очень 
важно при исследовании, например, биологиче­
ских объектов.

При исследовании пластин из однородных ма­
териалов во многих случаях построены аналити­
ческие решения задач о их колебаниях. Так, на­
пример, в работе 121 построено асимптотически 
точное решение задачи о поперечных колебаниях 
прямоугольной ортотропной пластины со свобод­
ными краями. Задача сведена к  решению беско­
нечной алгебраической системы, анализ которой

позволяет найти степенную асимптотику нетриви­
ального решения системы, что даст возможность 
вычислить собственные частоты колебаний и по­
строить соответствующие им собственные формы.

В случае наличия неоднородностей в пластинах 
исследование их колебаний и распространяющихся 
в них волн требует применения специальных под­
ходов. В 131 исследуются волны, локализованные 
вдоль периодического набора точечных неоднород­
ностей, которые моделируют отверстия в тонкой 
упругой пластине. Задача сведена к  численному ис­
следованию дисперсионных уравнений, выписан­
ных в явном виде в квадратурах.

Отметим, что обратные задачи идентифика­
ции параметров в случае однородных материалов 
достаточно хорошо изучены |4—7|. Как правило, 
для решения этих задач используется сведение к 
проблеме минимизации функционала невязки в 
конечномерном пространстве, для реализации 
которой существует различные методы, в частно­
сти, градиентные и эволюционные алгоритмы |8|.

В случае исследования деформирования пла­
стин из композитных материалов применяются 
подходы, разработанные для однородных объек­
тов в сочетании со специальными приемами типа 
осреднения и методов теории смесей. Влитерату- 
ре представлено множество работ, посвященных 
идентификации характеристик композитных ма­
териалов. Например, в статье |9| представлена за­
дача идентификации упругих модулей композит-
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ной пластины, решение которой основано на 
двухступенчатой процедуре идентификации, в 
которой на первом шаге модули Юнга и сдвига 
находятся с помощью генетического алгоритма, а 
на втором они корректируются на основе мини­
мизации функционала невязки. В работе 1101 ре­
шается подобная задача для композиционной па­
нели с помощью метода конечных элементов на 
основе анализа вибрационного отклика.

При исследовании деформирования консгрук- 
ций из существенно неоднородных материалов ре­
шение обратных задач значительно усложняется. 
В соответствующих краевых задачах коэффициен­
ты становятся переменными, следовательно, пря­
мые задачи можно решить лишь численно. Образ­
ные задачи в этом случае имеют две постановки.

В первой постановке известна (измерена) 
функция смещения в конечном наборе точек, а 
решение линейной задачи реконструкции реа­
лизовано в 1111, в которой обратную задачу до­
статочно эффективно удалось решить с помо­
щью метода Галер к  и на.

Во второй постановке известна ЛЧХ смешения 
в некоторой точке. При этом обратная задача 
имеет существенно нелинейный характер, и для 
построения решения требуется установить опера­
торные связи между восстанавливаемыми ф унк­
циями и следами решений. Для такого рода задач 
авторами настоящего исследования разработаны 
итерационные подходы, применявшиеся для реше­
ния задач об идентификации характеристик упру­
гих и вязкоупругих неоднородных стержней |12|, 
неоднородного по толщине слоя 113— 151 и других 
объектов.

В настоящей работе рассмотрена задача об 
установившихся колебаниях защемленной по 
контуру существенно неоднородной круговой в 
плане упругой пластины. Решение прямой задачи 
осуществлялось методом Галерки на. Обратная зада­
ча заключалась в определении переменной жестко­
сти пластины по измеренному в некотором частот­
ном диапазоне смещению в некоторой точке. Для 
решения этой нелинейной задачи был построен 
итерационный алгоритм, сочетающий решение 
прямой задачи на каждом шаге и стандартной не­
корректной задачи — интегрального уравнения 
Фредгольма 1-го рода с гладким ядром. Был прове­
ден ряд вычислительных экспериментов по восста­
новлению функций разного вида, показавших эф­
фективность предложенного подхода.

/. Постановка задачи

В цилиндрической системе координат г, ф, z 
рассмотрим установившиеся изгибные осесим­
метричные колебания круглой пластины радиуса 
R и толщины Л с переменным цилиндрически сим­
метричным распределением жесткости, находя­

щейся под действием нагрузки q(r). Будем предпо-
... . E(r)li'лагать, что жесткость пластины 1Цг) =  — ——-

12(1 - v 2)
( t \ r )  — модуль Юнга, v =  const — коэффициент 
Пуассона) является функцией только радиальной 
координаты. Тогда в рамках гипотез Кирхгофа-Ля- 
ва 116| представим функции смещения в следую­
щем виде:

( И'Ur = - Z - ,  = 0, и. = w,
дг

( U )

где w — функция прогиба пластины.
Для вывода уравнения колебаний пластины, 

аналогично 1111, будем использовать вариацион­
ный принцип Гамильтона—Остроградского:

б (П -К )  = 0, (1.2)
где функционалы П и К  соответственно представ­
ляют собой потенциальную и кинетическую 
энергии.

В рассматриваемом случае, с учетом гипотез (1.1) 
и соображений симметрии, из (1.2) имеем

5<П -  К ) = 2тгб
\ 2 /

[/*/•)< i d- *1  +J
. 0

\d r ~ )  \

' 1 dw \( d 'w \ r d r -
r  d r l [ d r : 1

1 dw 
г dr

0 .3 )

-  2 J<7(r)w{r)rdr -  Jp(o:/(ru’ (r)rr/r
о о

откуда, варьируя, получим
R

2
о

= 0,

+ v | 1— 8 [^ - у  I +
Kr d r  \d r ~ ) dr~ г \d r

rd r —

— 2^q(r)8w{r)rdr -  2co" ^phrw(r)8w(r)rdr = 0.
о 0

Интегрируя по частям, получим

J (IXr)rw"(r, к ) )" -  -  V( IXDw'Xr, к ))' +
0 -

+ v(lXr)w'(r, к))" -  poyhrw(r) -  q(r)r

x 5M r)dr + 1-(/Xr)nv'Xr))' + Л(Г)И''(Г) + (1.4)

+ v lX r)w \r) -  v ( IXr)w'(r))' Ы г )  +

+ (vD(r)wXr) + lXr)rw'Xr))8w'(r) = 0.
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Собирая коэффициенты при одинаковых вари­
ациях, получим уравнение колебаний пластины и 
дополнительные условия:

( lX r ) n v \ r .  к ) Г  -  ( /Xr)tv' ^ )) -  v ( l X r ) w \ r , к ) )’
(1.5)

+ v(D(r)w'(r, к))" -  p<o7;rw(r) -  q(r)r = 0,

-OXr)rw"(r))' + — )W(-̂  + v lX r)w (r) -

-  v(/Xr)w'(r))' = 0, vlXr)w'(r) + IXr)rw'(r) = 0.
« C-6)

Введем безразмерные параметры и перемен­
ные г = Rr. D = D0D, D0 -  D(R) (знак тильды в 
дальнейшем будем опускать). Тогда уравнение 
колебаний пластины в безразмерных переменных 
можно записать в виде

№ W , k) ) - - ( 5 ! № 2

+ v{i){r)w\r, к))" -  K Jn v ( r ,  к) -  k:q(r)r = 0.
2 . r A

Здесь к 4 =  -----  -  безразмерный параметр, ха-
А)

рактеризуюший частоту колебаний, к  =  ^ —  без­

размерный коэффициент, характеризующий уро­
вень нагружения. Отметим, что уравнение (1.7) от­
личается от приведенного в |11| тем, что не 
содержит производных от жесткости и может быть 
использовано при анализе колебаний неоднород­
ных пластин с кусочно-непрерывной жесткостью. 
Краевые условия имеют вид (пластина жестко за­
щемлена по краю)

w(l) = > '(!) =  0. (1.8)
Ввиду симметричности пластины относительно 
центра, к условиям (1.8) нужно добавить условие 

^'(0) = 0. (1.9)
Дополнительные условия (1.6) в нуле приводят 

к еще одному ограничению вида

j  -v(D (r)w "(r,к )) '+  ([ 7)

l i m r ( - w ' ( r ,K ) )  = 0 .  ( 1 .1 0 )
г-»0  \Г I

Будем считать, что нагрузка сосредоточена при 
г = г„ и имеет вид q(r) =  qS(r -  r0), где 8(г) — функция 
Дирака. Для постановки обратной задачи добавим 
к формулировке условие о том, что известна допол­
нительная информация о прогибе пластины в не­
котором частотном диапазоне |к , , к 2| при г = г„:

Н<Г0, К ) = / (  к ), | к , , к 2|. (1.11)
Обратная задача заключается в определении 

пары неизвестных функций и>(г,к) и D(r), удовле­
творяющих (1.7)—(1.10) с учетом дополнительной 
информации (1.11). Обратная задача в такой по­
становке является существенно нелинейной, и

для ее решения построен специальный итераци­
онный процесс.

2. Метод решения прямой задачи

При переменной жесткости краевая задача 
(1.7)—(1.10) имеет переменные коэффициенты, 
поэтому для нахождения решения прямой задачи 
необходимо применять численные схемы. Обычно 
для этого используются разностные схемы или ме­
тод пристрелки. В данном случае был использован 
метод Галеркина |17|. причем в качестве коорди­
натных функций, удовлетворяющих условиям 
(1.9), (1.10), была выбрана система линейно-неза­
висимых функций:

<pm(r) = (1 -  r 2)2r 2(m '), т = 1..... N. (2.1)
а решение искалось в виде их линейной комбина­
ции

N

И<Г, к) = ^ С т (к)фт(г), (2.2)
т-1

где С„,(к) — коэффициенты разложения, завися­
щие от частотного параметра к. Следуя методу Га­
леркина, исходя из условий ортогональности невяз­
ки Rn базисным функциям (RN,ф,„) =  0, построим 
линейную систему, из которой найдем С„,(к) и опре­
делим функцию прогиба в виде (2.2).

Для оценки правильности работы предложенно­
го подхода было произведено сравнение результа­
тов расчетов прогиба для однородной пластинки 
(D(r) =  const. v  =  0.3) при к  =  0 с известными анали­
тическими результатами, приведенными в 116|. Вы­
ражение для прогиба равномерно нагруженной од­
нородной пластинки в случае жесткой заделки на 
краю имеет вид

w = Л _
641)

0 - г 2)2. (2.3)

Относительная погрешность по сравнению с 
точным решением (2.3) при использовании мето­
да Галеркина для пяти координатных функций не 
превосходит 10~6, адля Ю ф ункций— 10_ш.

Кроме того, тестирование представленной 
схемы осуществлено при определении резонанс­
ных значений для пластины с постоянной жест­
костью l)(r)  =  I. Найдены резонансные значения 
к , =  3.1962, к ,  =  6.3064, к ,  =  9.4447; первые два
значения практически совпадают, а третье не­
сколько выше приведенных в литературе для 
квадратов этих величин (10.21, 39.78, 88.90 соот­
ветственно) 1181.

В случае неоднородной пластины при квадра­
тичном законе неоднородности вида /7(г) =  I -  0.5г~ 
найдены резонансные значения к, =  2.9324, к 2 =  
=  5.9252, к 3 =  8.9204. График МО, к )  в этом случае 
представлен на рис. 1 сплошной линией.
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и о , к)

Рис. 1. График АЧХ функции прогиба и центре неод­
нородной круглой пластины.

В случае неоднородной пластины при экспо­
ненциальном законе неоднородности вида 1Цг) =  

=  е найдены резонансные значения к, =  2.8893, 
к 2 =  5.7925, к ,  =  9.3411. График w(0, к )  в этом слу­
чае представлен на рис. 1 пунктирной линией.

3. Описание итерационного процесса

Итерационный процесс (схожий с описанным в 
работах 112—151) для решения обратной задачи 
( 1.7)—(1.11) по реконструкции цилиндрически сим­
метричного распределения жесткости построен с 
помощью метода линеаризации, следуя которому 
представим каждую из функций краевой задачи 
(1.6)—(1.9) в виде разложения по формальному па­
раметру с:

1Хг) = 1){,(г ) +  е Р 'V ) ,  (3 ^

Ц г, к ) = Wu(r, к) + £w'(/-, к).

Осуществляя разложение по параметру с, 
сформулируем набор однотипных краевых задач 
для начального приближения и поправок. Общая 
схема итерационного процесса решения обрат­
ной задачи приведена ниже.

1. Пусть известно/; — I приближение /)„_,(/•) не­
известной функции IXO. тогда соответствующая 
функция прогиба w„_|(r,к) определяется из реше­
ния соответствующей краевой (прямой) задачи 
вида (1.7)—(1.10) с помощью метода Галеркина, 
описанного в разделе 2.

2. Далее определим поправку /У(г), удовлетво­
ряющую интегральному уравнению Фредгольма

1-го рода, которое получено аналогично тому, как 
это сделано в работах 112-151:
I
^D \r)K (r,K )dr = < /г„(/(к) -  |(г0,к » ,  к  е | к „ к 2|,
о

К(г,к) = /-(w;'_|(r,K))’ + (3.2)

+ - « - i ( r , к ) )2 + 2vw" ,(r,K)w;.,(/-,к). 
г

Интегральное уравнение (3.2) является инге- 
rpaibiibiM уравнением Фредгольма 1-го рода с не­
отрицательным ядром, его решение представляет 
собой некорректную задачу и требует использова­
ния регуляризующих алгоритмов. В данной рабо­
те применяется метод Тихонова А.Н. 1191.

Уравнение (3.2) имеет ряд особенностей по 
сравнению с задачами для стержневых и слоистых 
структур 112— 151. Во-первых, в отличие от рас­
смотренных ранее задач для баю  к и слоистых 
структур, в силу условия ( 1.9) в точке г =  0 ядро ин­
тегрального уравнения Фредгольма 1-го рода (3.2) 
обращается в ноль, /((0, к )  =  0, что приводит к  не­
которым трудностям при решении (3.2) даже при 
использовании метода регуляризации. В такой 
ситуации задача является сильно некорректной, и 
определить значение жесткости в нуле с приемле­
мой точностью невозможно. Это препятствие 
преодолено при помощи использования допол­
нительной априорной информации о жесткости в 
нуле, которая находи тся из статических экспери­
ментов.

3. В итоге находим функцию /)„(г) =  /)„_,(/■) +
+  /У (г), которая является приближенным решени­
ем обратной коэффициентной задачи (1.7)—(1.11).

Процесс продолжается до тех пор, пока не бу­
дет выполнено одно из условий выхода: величина 
функционала невязки не станет меньше некото­
рого заданного малого числа е0, либо число итера­
ций не превысит заранее заданное значение.

Начальное приближение для реализации опи­
санного алгоритма выбиралось в классе линей­
ных функций путем минимизации функционала 
невязки на компактном множестве априорной 
информации об ограниченности восстанавливае­
мых функций.

4. Вычислительные эксперименты
Ниже представлены результаты вычислитель­

ных экспериментов по решению обратной задачи 
(1.7)—(1.11) о реконструкции неизвестной ф унк­
ции жесткости D(r). Коэффициент Пуассона по­
лагался известным и постоянным v =  0.3. Для ре­
ализации решения прямых задач в итерационном 
процессе в методе Галеркина использовано от 15 до 
20 базисных функций. Для вычисления производ­
ных в ядре интегральных уравнений Фредгольма 
1-го рода (3.2) на каждом шаге итерационного 
процесса использовались сплайны 4-го порядка.
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D(r)

Рис. 2. Результат восстановления монотонно возрас­
тающей функции жесткости.

Выход из итерационного процесса во всех экспе­
риментах производился либо по достижении 20 
итераций, либо но условию малости невязки при 
к0 =  10~\ В ходе экспериментов было выявлено, 
что наиболее благоприятным для процедуры ре­
конструкции является частотный диапазон между 
второй и третьей резонансными частотами.

Пример 1. Рассмотрен случай монотонно воз­
растающей функции D(r) =  1 + 2 / \  Начальное 
приближение найдено в виде Dn(r) =  1.1/--+- 0.8, ча­
стотный диапазон [ к , , к 2] =  [3.62,6.68]. Для ре­
конструкции потребовалось восемь итераций. 
Относительная погрешность реконструкции при 
этом не превосходит 4%. На рис. 2 представлены 
графики точного решения (сплошная линия), на­
чального приближения (пунктирная линия), вос­
становленной функции (точки).

Пример 2. В случае монотонно убывающей 
функции D(r) =  2 -  г : начальное приближение 
найдено в виде Dn(r) =  2.05 -  0.9г, частотный диа­
пазон [ к , , к 2] =  [3.57,6.97]. Для реконструкции 
потребовалось семь итераций. Относительная по­
грешность при этом не превосходит 5%. На рис. 3 
представлены графики точного решения (сплош­
ная линия), начального приближения (пунктир­
ная линия), восстановленной функции (точки).

Пример 3. В случае немонотонной функции
п , ,  (г 0 .5 )7 °  05 , |  с

1 Цг) =  е +1 начальное приближение най­
дено в виде Dn(r) = 1.5, частотный диапазон 
[ к , , к 2] =  [3.7,6.75]. Для реконструкции потребова­
лось 13 итераций. Относительная погрешность при

1Хг)

Рис. 3. Результат восстановления монотонно убываю­
щей функции жесткости.

этом не превосходит 6%. На рис. 4 представлены 
графики точного решения (сплошная линия), на­
чального приближения (пунктирная линия), вос­
становленной функции (точки).

Рассмотрено также влияние аддитивного зашум- 
ления дополнительной информации на погреш-

Щг)

Рис. 4. Результат восстановления немонотонной 
функции жесткости.
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/Н г )

Рис. 5. Результат восстановления функции жесткости 
с зашумлением дополнительной информации на 1%.

ность восстановления, что моделирует реальный 
эксперимент. Зашумление моделировалось с помо­
щью соотношения/8(к) = / ( к ) ( 1  + 6у), где8 —ве­
личина зашумления, у — случайная величина с рав­
номерным законом распределения.

При зашумлении дополнительной информации 
в примере I получились следующие результаты. 
В случае зашумления на 0.1% относительная по­
грешность восстановления составила 5%. При 1% 
зашумлении относительная погрешность не пре­
восходит 6%, результаты восстановления представ­
лены на рис. 5. Таким образом, предложенный под­
ход является достаточно помехоустойчивым в усло­
виях зашумления дополнительной информации.

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

Анализируя результаты вычислительных экс­
периментов, погрешность реконструкции в кото­
рых не превосходит 6%, можно сделать вывод о 
достаточной эффективности предложенного под­
хода к решению сформулированной обратной за­
дачи (1.7)—(1.11) для пластины. Из приведенных 
результатов экспериментов с зашумлением мож­
но сделать вывод об эффективности предложен­
ного регуляри зуюшего алгоритма.

Работа выполнена в рамках государственного 
задания Минобрнауки России № 9.665.2014/К.
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