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В В Е Д Е Н И Е

Х а р а к т е р  р а с п р о с т р а н е н и я  а к у с т и ч е с к и х  в о л н  

в  р а з л и ч н ы х  с р е д а х  о п р е д е л я е т с я  н е  т о л ь к о  п а р а ­

м е т р а м и  с к а л я р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й  ( в о з м у щ е ­

н и я м и  с к о р о с т и  з в у к а ,  п о г л о щ е н и я ,  п л о т н о с т и  

с р е д ы ) ,  н о  и  н а л и ч и е м  в е р е д е  п о т о к о в  ж и д к о с т и ,  

т . е .  в е к т о р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й .  Э т о  п о з в о л я е т  

п р и м е н и т ь  м е т о д ы  а к у с т и ч е с к о й  т о м о г р а ф и и  д л я  

р е к о н с т р у к ц и и  к о м б и н и р о в а н н ы х  с к а л я р н о - в е к ­

т о р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й .  Н а п р и м е р ,  в  м е д и ц и н ­

с к и х  п р и л о ж е н и я х  п р е д с т а в л я е т  п р а к т и ч е с к и й  

и н т е р е с  о ц е н к а  с к о р о с т и  к р о в о т о к а  о д н о в р е м е н ­

н о  с о  с к а л я р н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  б и о т к а н е й ,  

а  в  а к у с т и ч е с к о й  т о м о г р а ф и и  о к е а н а  п о м и м о  т е м ­

п е р а т у р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й  т р е б у е т с я  о ц е н к а  

т е ч е н и й ,  о с у щ е с т в л я ю щ и х  т с п л о п с р е н о с  и  п е р е ­

н о с  в о д н ы х  м а с с  в  о к е а н е .

Б о л ь ш и н с т в о  и з в е с т н ы х  м е т о д о в  р е ш е н и я  т о ­

м о г р а ф и ч е с к о й  з а д а ч и  в о с с т а н о в л е н и я  с к а л я р ­

н о - в е к т о р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й  1 1 . 2 | ,  к а к  п р а в и л о ,  

о с н о в а н о  н а  и с п о л ь з о в а н и и  л и н е й н о г о  п р и б л и ж е ­

н и я ,  п р и  к о т о р о м  у с т а н а в л и в а е т с я  л и н е й н а я  с в я з ь  

м е ж д у  и с к о м ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  и с с л е д у е м о й  

о б л а с т и  и  п а р а м е т р а м и  а к у с т и ч е с к и х  с и г н а л о в ,  

п р о ш е д ш и х  ч е р е з  н е е .  Д л я  у ч е т а  м н о г о к р а т н о г о  

р а с с е я н и я  и л и  в  с л у ч а е  с у щ е с т в е н н о г о  о т к л о н е ­

н и я  с и т у а ц и и  о т л и н е й н о г о  п р и б л и ж е н и я  п р и м е ­

н я ю т  и т е р а ц и о н н ы е  п р о ц е д у р ы .  О д н а к о  п р и в л е ­

ч е н и е  т о г о  и л и  и н о ю  п р и б л и ж е н и я  н а к л а д ы в а е т  

в  о б щ е м  с л у ч а е  о ф а н и ч е н и я  н а  о б л а с т ь  п р и м е н е ­

н и я  и с п о л ь з у е м ы х  п о д х о д о в .  В  т о  ж е  в р е м я ,  и з в е с т ­

н ы  т а к  н а з ы в а е м ы е  ф у н к ц и о н а л ь н о - а н а л и т и ч е с к и е  

м е т о д ы  | 3 — 1 0 | ,  и с п о л ь з о в а н и е  к о т о р ы х  в  з а д а ч а х  

а к у с т и ч е с к о й  т о м о ф а ф и и  | I I  — 1 4 1 п о з в о л я е т  п о л у ­

ч и т ь  р е ш е н и е  с  у ч е т о м  э ф ф е к т о в  м н о г о к р а т н о г о  

р а с с е я н и я  б е з  п р и м е н е н и я  и т е р а ц и о н н ы х  п р о ц е ­

д у р .  Ч и с л е н н о  р е а л и з о в а н н ы й  в  | 1 5 |  а л г о р и т м ,  о с ­

н о в а н н ы й  н а  ф у н к ц и о н а л ь н о - а н а л и т и ч е с к и х  м е т о ­

д а х ,  о п и с а н н ы х  в  | 9 ,  1 0 | ,  п р е д н а з н а ч е н  д л я  в о с с т а ­

н о в л е н и я  д в у м е р н ы х  с к а л я р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й .  

Р е з у л ь т а т ы  к о м п ь ю т е р н о г о  м о д е л и р о в а н и я  п о к а з а ­

л и  в о з м о ж н о с т ь  п р и м е н е н и я  э т о г о  а л г о р и т м а  в  

а к у с т и ч е с к и х  п р и л о ж е н и я х  н а  п р и м е р е  с о в м е с т н о ­

г о  в о с с т а н о в л е н и я  н е о д н о р о д н о с т е й  с к о р о с т и  з в у к а  

и  а м п л и т у д н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  п о г л о щ е н и я .  В  

п р е д с т а в л я е м о й  р а б о т е  р а с с м а т р и в а е т с я  ч и с л е н н а я  

р е а л и з а ц и я  и  о б с у ж д а ю т с я  в о з м о ж н о с т и  е щ е  о д ­

н о г о  д в у м е р н о г о  ф у н к ц и о н а л ь н о - а н а л и т и ч е с к о ­

г о  а л г о р и т м а  ( к о т о р ы й  б у д е т  н а з ы в а т ь с я  а л г о р и т ­

м о м  Н о в и к о в а —А г а л ь ц о в а )  | 5 ,  1 6 , 1 7 1 в  ц е л я х  в о с ­

с т а н о в л е н и я  н е  т о л ь к о  с к а л я р н ы х ,  н о  и  в е к т о р н ы х  

н е о д н о р о д н о с т е й  в  а к у с т и ч е с к о й  т о м о ф а ф и и .  Д л я  

п р а к т и ч е с к о г о  п р и м е н е н и я  у д о б н о ,  ч т о  и с х о д н ы е  

д а н н ы е  д л я  э т о г о  а л г о р и т м а  и з м е р я ю т с я  п о  а н а л о ­

г и и  с д а н н ы м и ,  и с п о л ь з у е м ы м и  в  1 1 0 , 1 5 | ,  н е с м о г р я  

н а  т о ,  ч т о  д о б а в л я е т с я  в е к т о р н а я  н е о д н о р о д н о с т ь .  

В  с и л у  т о г о ,  ч т о  ф у н к ц и о н а л ь н о - а н а л и т и ч е с к и е
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м е т о д ы  и з н а ч а л ь н о  р а з р а б а т ы в а л и с ь  д л я  р е ш е ­

н и я  к в а н т о в о - м е х а н и ч е с к и х  з а д а ч ,  н а  н а с т о я щ е м  

э т а п е  т р е б у е т с я  т щ а т е л ь н ы й  а н а л и з  в о з м о ж н о ­

с т е й  п р и м е н и м о с т и  а л г о р и т м а  Н о в и к о в а — А г а л ь ­

ц о в а  д л я  ц е л е й  а к у с т и ч е с к о й  т о м о г  р а ф и и .

Д а л е е  п р и в о д и т с я  к р а т к и й  в ы в о д  у р а в н е н и я  

Г е л ь м г о л ь ц а  ( а  т а к ж е  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  е м у  в о л ­

н о в о г о  у р а в н е н и я ) ,  и с п о л ь з у е м о г о  в  а л г о р и т м е  

Н о в и к о в а — А г а л ь ц о в а  в  к а ч е с т в е  и с х о д н о г о  п р и  

р е ш е н и и  о б р а т н о й  з а д а ч и  р а с с е я н и я  д л я  с к а л я р ­

н о - в е к т о р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й .  Э т о  д е л а е т с я  д л я  

т о г о ,  ч т о б ы  в ы д е л и т ь  т р е б о в а н и я ,  к о т о р ы м  д о л ж н ы  

у д о в л е т в о р я т ь  п а р а м е т р ы  н е о д н о р о д н о с т е й ,  в о с ­

с т а н а в л и в а е м ы х  с  п о м о щ ь ю  о б с у ж д а е м о г о  м е т о д а .  

К а к  о к а з а л о с ь ,  п о м и м о  с т а н д а р т н ы х  п р е д п о л о ­

ж е н и й ,  и с п о л ь з у е м ы х  п р и  л и н е а р и з а ц и и  у р а в н е ­

н и й  г и д р о д и н а м и к и ,  в  р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е  

т р е б у е т с я  в ы п о л н е н и е  л и ш ь  д в у х  о с н о в н ы х  д о п о л ­

н и т е л ь н ы х  у с л о в и й  — х а р а к т е р н ы е  п р о с т р а н с т в е н ­

н ы е  м а с ш т а б ы  и з м е н е н и я  н е в о з м у щ е н н ы х  з н а ч е ­

н и й  с к о р о с т и  т е ч е н и я  и  д а в л е н и я  д о л ж н ы  н а м н о г о  

п р е в о с х о д и т ь  х а р а к т е р н у ю  д л и н у  а к у с т и ч е с к о й  

в о л н ы ,  ч т о  м о ж е т  в ы п о л н я т ь с я  в  р а з л и ч н ы х  п р а к ­

т и ч е с к и х  з а д а ч а х  а к у с т и ч е с к о й  т о м о г р а ф и и .

П О Л У Ч Е Н И Е  В О Л Н О В О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  

В  П Р И С У Т С Т В И И  Н Е О Д Н О Р О Д Н О С Т Е Й  

С К О Р О С Т И  З В У К А ,  П Л О Т Н О С Т И  

С Р Е Д Ы  И  Т Е Ч Е Н И Й

И с х о д н ы е  у р а в н е н и я  г и д р о д и н а м и к и  в н е  о б ­

л а с т и  п р и с у т с т в и я  и с т о ч н и к о в  п е р в и ч н о г о  а к у ­

с т и ч е с к о г о  п о л я  и м е ю т  в и д

р | —  +  ( v V )  v |  =  - V  Р, —  +  V  ( p v )  =  О,
1 Э / J Э /   ̂ I )

dP = c 2dp 
dt d t '

г д е  P(r,t), v ( r , / ) ,  p ( r , / )  —  с о о т в е т с т в е н н о  п о л н о е  

д а в л е н и е ,  в е к т о р  к о л е б а т е л ь н о й  с к о р о с т и  и  п л о т ­

н о с т ь  с р е д ы ,  з а в и с я щ и е  о т  в р е м е н и  t и  р а д и у с -

в е к т о р а  г ;  с ( г )  — с к о р о с т ь  з в у к а ;  —  =  —  +  ( v V )  —
dt dt

п о л н а я  п р о и з в о д н а я  п о  в р е м е н и .  В  д а л ь н е й ш е м  

з а в и с и м о с т ь  о т  п е р е м е н н ы х  /  и  г  б у д е т  о п у с к а т ь с я  

д л я  с о к р а щ е н и я  з а п и с е й  и с п о л ь з у е м ы х  с о о т н о ш е ­

н и й  в  т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  н а л и ч и е  э т о й  з а в и с и м о с т и  

в п о л н е  о ч е в и д н о .

Д л я  л и н е а р и з а ц и и  у р а в н е н и й  ( 1 )  х а р а к т е р и ­

с т и к и  с р е д ы  п р е д с т а в л я ю т с я  в  в и д е  с у м м ы  н е в о з ­

м у щ е н н ы х  з н а ч е н и й  Д , ( г ,  / ) ,  v 0 ( r ,  / ) ,  p „ ( r ,  t) и  и х  

в о з м у щ е н и й  р(г , / ) ,  v ’( r , / ) ,  р ' ( г , / ) ,  в ы з в а н н ы х  п р о ­

х о ж д е н и е м  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы :

Р ( г , / )  =  /> , ( г ,  I) +  р(г ,  / ) ,  v ( r ,  / )  =

=  v 0 ( r ,  / )  +  v ' ( г ,  / ) ,  р ( г ,  t) = р о ( г ,  / )  +  р ' ( г ,  / ) ;

з д е с ь  v n ( r ,  t) —  с к о р о с т ь  т е ч е н и я  с р е д ы  в  о т с у т ­

с т в и е  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы .  Д а л е е  п р и  в ы в о д е  о с ­

н о в н ы х  с о о т н о ш е н и й  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  в  о б ­

щ е м  с л у ч а е  v (l 0 .  Д л я  н е в о з м у щ е н н ы х  з н а ч е н и й  

с п р а в е д л и в ы  у р а в н е н и я ,  а н а л о г и ч н ы е  ( 1 ) :

po { t + K v k ] =  ~v p »- Ц ;  + V (p „v 0) =  0,

^  + (v0V)/>0=c2{ ^  + (v0V)p0}.

П о д с т а н о в к а  в ы р а ж е н и й  ( 2 )  в  и с х о д н ы е  у р а в ­

н е н и я  ( 1 )  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь ,  с  у ч е т о м  ( 3 ) ,  л и н е ­

а р и з о в а н н ы е  в а р и а н т ы  э т и х  у р а в н е н и й ,  н е  с о д е р ­

ж а щ и е  ч л е н ы  в т о р о г о  п о р я д к а  м а л о с т и  о т н о с и ­

т е л ь н о  в о з м у щ е н и й  р(г ,  / ) ,  v ’( r ,  / ) ,  р ' ( г ,  / ) :

{ ^  +  ( V " V ) ] P  + ( v ' V ) p "  +  P » V v '  +  P ' V v o =  ° -  <4 б >

{ |  + (v0V ) ]^  +  ( V V ) ^  =

ГГЭ 1 з (4н)
= с 2 { у - +  (vоV )|р ' + (v 'V )p „J ;

п о с л е д н и й  ч л е н  в  л е в о й  ч а с т и  ( 4 а )  з а п и с а н  с  у ч е ­

т о м  п е р в о г о  у р а в н е н и я  ( 3 ) .  У р а в н е н и я  ( 4 6 )  и  ( 4 в )

с о д е р ж а т  о д и н а к о в ы е  ч л е н ы  в и д а Р '  +

+  ( v ' V ) p , „  ч т о  п о з в о л я е т  о б ъ е д и н и т ь  э т и  у р а в н е ­

н и я  I !  о д н о :

- r r  +  J2(v oV)? +С■ о /  с "

+  — ( v ' V )  Р0 +  P o V v ’ +  p ' V v „  =  0 .

( 5 )

Т е п е р ь  б у д е т  п р е д п о л а г а т ь с я  м е д л е н н о с т ь  и з ­

м е н е н и я  /’ „ ( г ,  / ) ,  v n( r ,  / ) ,  р (|( г ,  г) в о  в р е м е н и ,  т . е .  х а ­

р а к т е р н ы е  в р е м е н а  и з м е н е н и я  э т и х  з н а ч е н и й  в е ­

л и к и  п о с р а в н е н и ю с  1 /с о ( с о  —  ц и к л и ч е с к а я  ч а с т о т а ,  

с о о т в е т с т в у ю щ а я  х а р а к т е р н о й  р а с с м а т р и в а е м о й  

д л и н е  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  X). В  э т о м  с м ы с л е  д а л е е  

п о л а г а е т с я  /’„ ( г ,  / )  =  / > „ ( г ) ,  v „ ( r ,  t) ~ ~ v „ ( r ) ,  р „ ( г ,  / )  =  

=  р о ( г ) .  Т о г д а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  у р а в н е н и я  ( 5 )

п о  в р е м е н и д а е т :

t a7w»+? ( | v)'>” = 0'
(6 )
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Подстановка в член p „ v ( ^ - )  в (6) выражения для

r)v’— , полученною из (4а). приводит к следующему
Э/
результату:

_ S72p  + + J_(V(IV ) ^  -
с Э/ Ро Э/

-  P«V{(v0V)v'} = p0v|(v 'V )v0 - (7)

Эр;
д/

V v __* ()у' У  р
V v° c 2 d r VP,>-

Для упрощения уравнения (7) ниже рассматрива­
ются условия, при которых членами в его правой 
части можно пренебречь.

Пусть € Ув, € Ро и € ро -  характерные простран­
ственные масштабы изменения невозмущенных 
значений скорости течения v0(r), давления Р„(г) и 
плотности р0(г) соответственно; (  р =  с/(о — ха­
рактерный пространственный масштаб измене­
ния акустического давления р(т, I), а также воз­
мущений скорости течения v'(r. I) и плотности 
р'(г, /). Тогда

|poV{(VV)vo}| = p0 —  |v Ч  _

= Ы _ И _  = 
‘  -  V . .

(О
с Ч *о

о1Н* 

И -где использовались соотношения =  р„с, € =  —.И  w
Оценка (8) выполнена в предположении, что

_ сС > С = -г  * о  ~  Ь  Р ~  >
(9)

со

^ V v-л V V<>Э/ =  Ч р 1•| lv '»l =  со
~ с Ч .

Р 2где использовалось — = с .

Э/
о)-

с Ч

Тогда членами p,|V {(v 'V) v n} и ^ - V v 0 можно пре-
Э/

небречь по сравнению с членом (v0V ) ^ ,  если
с ‘  at

- l f - | vo||H откуда
f t .  с

е у =
“ со 2 л

(И )

Полученное условие ( I I )  более сильное, чем (9). 
Оставшиеся не рассмотренными второе

-p()V•)— ~гН  и четвертое — V/^, слагаемые в 
I Ро I с

правой ч а с т  уравнения (7) также одного порядка:

V р■> -. v  г о 
с д/

1 | Ро _  со
f  Р Рп ( Ро с е р»

СО
(12)

р»

р 2 __  /о _ 2где использовалось — =  с , -----| =  р(|с , —  = с .
Р V ро

(8) Кроме того, в оценке (12) предполагалось, что

03)рп —'  р

и поэтому крайний слева оператор V в выраже­

нии V р 'УЛ, |-— при опенке заменяется на —  в со-
Ро I

ответствии с пространственным масштабом из­
менения р'(г. /)• Тогда рассматриваемыми члена-

и поэтому крайний слева оператор V в выраже­

нии V {(v 'V )v„} при оценке заменяется на Д - ,  в
* р

соответствии с пространственным масштабом из­
менения v'(r, /). Третье слагаемое в правой части 
уравнения (7) оценивается следующим образом:

ми - p 0V р У П

Ро
и -Д г  —  У Р„ можно пренебречь 

с  дг

| Э"/?по сравнению с членом -у — стоящим в левой
с Эг

части (7). если со

сС \р\ ^

(10)
р„

= ^ т Н ’ т  е- когда 
с~ дг с

€ Р =
" со 2л

(14)

Из (8) и (10) видно, что члены p ,|V {(v 'V )v „} и 

V v„ имеют один и тот же порядок величины. В
Э/
то же время, в левой части уравнения (7) присут­

ствует слагаемое -V (v ()V )— , также содержащее v(l: 
с~ 01

Эго условие сильнее, чем вгорое соотношение в (13).
В итоге, если характерные пространственные 

масштабы £ , и £ г изменений невозмущенных 
значений скорости течения v„(r) и давления /^,(г) 
много больше характерной длины акустической 
волны X. т.е. справедливы условия ( 11) и (14), до­

полненные первым условием (13) Ср > — , то2л
АКУСТИЧЕС КИЙ ЖУРНАЛ том 63 № 1  2017
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членами, стоящими и правой части (7), можно 
пренебречь. Каких-либо ограничений на харак­
терный пространственный масштаб изменения 
невозмущенных значений скорости звука с(г) на­
кладывать не потребовалось. Тем самым, уравне­
ние (7) приобретает вид

у - у  + УроУр +
с Э'\  Ро (15)

+ -t (»oV ) ^ - P „ V { ( v oV )v1}  =  0. 
с" (II

В силу условия (11) в последнем члене в левой ча­
сти (15) действием крайнего левого оператора V 
на v() можно пренебречь, т.е. - p 0V {(v 0V )v '} » 
~ -P o(v«V)(Vv'), поэтому получаем

_!_д^£ _ у  2р  + YPi F p  +
с 'д г  р(| (|6 )

+ -3 ( v o V )^ -p „ ( v o V ) ( V v ’) =  0. 
с~ оI

Для получения уравнения типа волнового в 
(16) нужно исключить сомножитель Vv', исполь­
зуя выражение, содержащее акустическое давле­
ние р. Так, из (5) следует:

Vv' = - •
Рос

+ (v„V ) р  + (v 'V ) Р0 
а!

— V v0. (17) 
Ро

Сравнение входящих в (17) слагаемых—^-j(v 'V ) Р0
Рос

и —Ц ^ ,  а также —  V v0 и —Ц ( у (,У) р дает следу- 
р„с Э/ Р„ р0с

ющие оценки:

dpjdt
,  М Л . ,  Ро _ с 

U > W pb « Р о ct p „

p ’Vv,, р„с2 Р 'с Ч , С

Ро (v„V)/> Р (\„

II j и

S

Тем самым, в случае выполнимости приближе­

ний ( I I )  и (14), членами —Ц -(у 'У )Д , и — V v(l
Ро<“  Ро

можно пренебречь. Это приводит к уравнению

Vv' = - 1 ^  + (у ,У )р
Рос2 L3/

подстановка которого в (16) дает

£
с 'д !
1i ^ £ - v 2p  +  Y M p + 1 ( y „ v ) ^  +

Ро С д/

+  Ро{ ( у0У ) ( - Ц 1 } ^  +  -Ь (у0У ) ^  = 0, 
I  W v  ) d t  с  d t

(IS)
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где —  = —  + (v „V )р. Дальнейшее упрощение 
d t d t

уравнения (18) возможно в случае, когда членом

1 dP г-----т- можно пренебречь по сравне-
РоР Л  dl

нию с -3- (v ,|V )^ .  Такое пренебрежение право- 
с~ dt

Ро (v0V)

мерно, если P o jv [ - 4 ? р
1 1роС Л

Vp V (PoC2)

Р Рос2 Ро
(19)

Соотношение (19) будет справедливо при выпол­
нении условия (14): € Ро >  € р =  с /со. В итоге вы­
ражение (18) приобретает вид уравнения типа 
волнового, которое описывает распространение 
волны акустического давления р(г,1 ) при нали­
чии в среде течения v0:

+ v0(r)V  p ( r , t )  +
с 2(г)'Э/

+ Ур,,<г)У„(г.О  =  у > ) )  

Ро(г)

(20)

Уравнение (20) может рассматриваться как ис­
ходное для решения прямых и обратных задач аку­
стического рассеяния на неоднородностях скоро­
сти звука с(г) и плотности р„(г) при наличии тече­
ний v„(r). Присутствие поглощения описывается 
дополнительным членом в монохроматическом 
варианте уравнения (20), что будет оговорено да­
лее. Так, например, в задачах медицинской томо­
графии информативными параметрами, позволя­
ющими определить наличие доброкачественных и 
злокачественных новообразований, могут быть 
неоднородности скорости звука, поглощения и 
плотности среды, а в томографии океана представ­
ляет интерес исследование пространственных рас­
пределений скорости звука, возмущение которых 
связано с температурными неоднородностями, и 
течений как глобального, так и регионального 
масштабов.

Нужно обратить внимание, что при выводе 
уравнения (20) из линеаризованных уравнений 
гидродинамики использовались лишь два требова­
ния — ( 11) и (14), дополнительные по сравнению со 
стандартными приближениями |18|, рассматривае­
мыми при проведении процедур линеаризации. 
Еще одно требование (13) в виде € Ро > с/со =  Х/2к 
является более мягким и, как правило, выполня­
ется в акустических задачах томографического 
типа (тем более что при решении обратных аку­
стических задач рассеяния пространственная 
разрешающая способность получаемых изобра-
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жений нс превосходит нескольких десятых долей 
длины полны). Физический смысл условий ( I I )  и
(14) заключается в требовании малости значения 
характерной длины акустической волны но срав­
нению с пространственными масштабами Г 1(] и 
I ' Р" изменений невозмущенных значений скоро­
сти течения v„ и давления Р„ соответственно. В 
известных работах 119, 20| при выводе уравнений, 
аналогичных (20), использовались более жесткие 
требования. Так. например, в 119, 211 предполага­
лось равенство нулю дивергенции вектора скоро­
сти течений v0: d ivv(l =  0, что соответствует усло­
вию несжимаемой жидкости и отсутствию в иссле­
дуемой области “ источников”  течений. Подобное 
приближение плохо выполняется, например, в за­
дачах медицинской томографии при послойном 
восстановлении карты вектора скорости кровото­
ка в исследуемых биологических тканях. В такой 
постановке задачи возможно наличие кровенос­
ных сосудов, лежащих не только в плоскости то- 
мографирования, но и пересекающих рассматри­
ваемый слой, что при восстановлении будет соот­
ветствовать наличию источников течений в этом 
томографируемом слое. В общем случае пред­
ставляет интерес рассмотрение векторных полей

v„ = v;!,v + V™', содержащих как соленоидальную
«1 j V исоставляющую v0 , для которой справедливо 

условие divvo'v s 0 ,  так и безвихревую ее часть 

V™1, для которой это условие не выполняется, од­

нако го tv™' = 0. Нужно также отметить, что су­
ществует ряд работ |20|. в которых используется

.VpoVp

Ро
уравнение,аналогичное(20), но без члена

Подобное уравнение можно рассматривать с вы­
сокой степенью точности, если помимо требова­
ний ( I I )  и (14) характерный пространственный 
масштаб € Pii изменения невозмущенных значе­
ний плотности р„(г) существенно превосходит 
характерную длину волны:

е р =
р "  СО 2 71

(21)

Ниже рассматривается монохроматический 
вариант уравнения (20), а также делается ряд до­
полнительных приближений, которые сопровож­
даются оценками пренебрегаемых величин.

УРАВНЕНИЕ ГЕЛЬМ ГОЛЬЦА 
В НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 
ПРИ Н А Л И Ч И И  ТЕЧЕН И Й

Ниже для удобства дальнейших записей в обо­
значениях невозмущенных значений (т.с. значе­
ний в отсутствие акустической волны) плотности 
среды р0(г) и вектора скорости течений v0(r) бу­

дет опускаться нижний индекс “ 0” : p ( r ) s p 0(r), v(r) s  v0(r).
В монохроматическом случае р(г, /)

=  р(г)схр(-/со/) из (20) следует:

с (г) р(г) (22)+ 2/-у̂ —v(r)Vp(r) — ^—(v(r)V)2 р(г) = 0.
С ( Г )  с2(г)

В выражении (22) третье и четвертое слагаемые 
описывают влияние течений. Однако в ряде прак­
тических случаев последним, четвертым слагаемым 
можно пренебречь по сравнению с третьим. Дей­
ствительно, такое приближение возможно, если

| ( v V ) 2 / j | « | c o v V / » | .  ( 2 3 )

Используя опенки(covV̂ I < o)|v||Vp| =  w|v||/>|/€ р, |(vV)2 р| =|v|2|p|/(€p)2, 
условие (23) переписывается в виде

М’ М А ф ’ ^ М И / С .
откуда

(24)

При (! р = — . . . - из (24) следует условие

И . 1  I.
с 5

которое выполняется с приемлемой точностью в 
большинстве задач акустической томографии как 
в медицинских, так и в гидроакустических прило­
жениях.

Таким образом, уравнение (22) при условии
(24) приобретает вид

V 2* r )  + - ^ * 0 - ^ * 2  + 
с2(г) р(г)

+ 2/-^-v(r)V/j(r) = 0. 
с (г)

(25)

Уравнение (25) является исходным для восстанов­
ления как скалярных неоднородностей, т.с. неод­
нородностей скорости звука с(г), поглощения (в 
этом случае в уравнении (25) появляется допол­
нительный член, который приводится ниже) и 
плотности среды р(г), так и векторных неодно­
родностей в виде скорости течения v(r).

Достаточно часто уравнение вида (25) исполь-
_ Vp(r)Vp(r)зустся без учета члена — ------120, 22], а по-

р(г)

АКУСТИ ЧЕСКИ Й  ЖУРНАЛ том 63 № 1  2017



У Р А В Н Е Н И Е  ДЛЯ В О Л Н О В Ы Х  П Р О Ц Е С С О В 99

следний член в левой части (25) заменяется при­
ближенным выражением

2 /-y^-v (r)V /X r) = 2/'-^v(r)V/?(r),
C (r) с„

где с„ = const — скорость звука в фоновой среде. 
Такое приближение может быть сделано с отно­
сительной точностью

сДг) с0

где Дс(г) s  с(г) -  с0. Случай е 1 можно ожидать, 
например, в задачах медицинской акустической 
диагностики, а также при решении задач акусти­
ческой томографии океана; тогда уравнение (25) 
принимает вид

е =
с2(г)

1
2

Со

V - V r l t - ^ r , _ Vpoovpoo +
сЦг) р(г)

+ 2/ “  v(r)V/;(r) = 0.
Со

Присутствие поглощения привносит допол­
нительный член в (25). Так, если поглощение 
мало на расстоянии, сравнимом с характерной

длиной волны, то член р(т) заменяется на
с (г)

+ 2/(1)С̂ г ’ 0)Н /?(г), где а(г, го) -  амплитуд- 
U  (г) с(г) )
ный коэффициент поглощения па частоте со 114|. 
Следовательно, вместо (25) имеет место соотно­
шение

с ( г )  р(г)

+ 2 /с о ^ ^ ^ г )  + b - - ¥ - \ ( r ) V p { r )  = 0, 
с(г) с"(г)

которое преобразуется к  виду
2

V V (r )  + ^y/?(r) = v(r,C0)/Xr) +

+ Vp(r)V/Hr) _ 2/A(r,to)V/Kr ) , 
p(r)

где

(26)

v(r,(o) =  (o2f - L - - L - >| - 2 / a > 5 ^ ,
Uo c 2(r  )J c(r)

A(r,w) = - j^ - v ( r ) .  
c ‘ (r)

Функция A(r,co), описывающая распределение 
вектора скорости в исследуемой области, в даль­

нейшем будет называться векторным полем. По­
лученное уравнение (26) может рассматриваться в 
качестве исходного при построении схем реше­
ния как прямых задач (например, на основе урав­
нения Липпмана—Швингера), так и обратных за­
дач акустического рассеяния на неоднородностях 
скорости звука, поглощения, плотности, а также 
течений.

Р.Г. Новиков и А.Д. Агальцов обратили вни­
мание, что в случае одновременного присут­
ствия в среде как неоднородностей плотности
р(г), так и течений v(r) использовать подстанов­
ку Бергманна 1231 для преобразования уравне­
ния (26) не очень удобно. Так, подстановка

Бергманна м(г) = р(г) - ^ -  (где р(| =  const — плот- 
VP(r)

ность фоновой среды) приводит (26) к  виду

У :м(г) + ^уы (г) = v(r,(o)«(r) -  
Со

I !• и (г) -  2/А(г, co)Vw(r) -  (27)
/Р(г)

- / & А ( г ,с о )
\р(г)

В (27) возникает

к й ь

и( г).7( т
К Ро

дополи ител ьн ы й член

присутствие подоб­

ного члена отмечалось в 124, уравнение (3.2)|. Он 
соизмерим по порядку величины с 
-2/'А(г,со)Ум(г), если характерный пространствен­
ный масштаб £ Pii изменения р(г) сопоставим с 
с/ш. Однако присутствие упомянутого дополни­
тельного члена, формируемого к тому же произ­

ведением грех неизвестных функций
t V  "<г)/ р(г)

и V Р(г) 
J Ро

, может затруднять решение обратной

задачи, и тогда предпочтительно рассматривать 
уравнение вида (26).

СО ВМ ЕСТНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ 
СКОРОСТИ ЗВУКА, 

П О ГЛО Щ ЕН ИЯ  И ТЕЧЕН И Й

Общий случай

В настоящее время является актуарной разра­
ботка алгоритмов решения обратных задач акусти­
ческого рассеяния, позволяющих осуществить од­
новременное восстановление всех скалярно-век­
торных характеристик среды c(r), p(r), a (r,w ), v(r), 
входящих в уравнение (26), на основе данных об 
акустических полях, измеренных на границе ис­
следуемой области. Известно, что эта задача име-
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ет единственное решение при наличии данных 
рассеяния на двух частотах в отсутствие поглоще­
ния (а  = 0) или на трех частотах, если коэффици­
ент поглощения сх(г.со) является частотно-зависи­
мым; если же а (г) не зависит от частоты, то реше­
ние задачи одновременного восстановления с(г), 
р(г). а (г) и v(r) неединственно 1241. В связи с этим 
представляет интерес оценка по порядку величины 
членов, входящих в правую часть уравнения (26) и 
описывающих влияние на данные рассеяния раз­
личных неоднородностей среды. Существенное 
различие в величине этих слагаемых будет озна­
чать возможность исключения из рассмотрения 
тех параметров среды, которые соответствуют 
наименьшим слагаемым.

Vp(r)V/>(r)Слагаемое — ------ -— , описывающее влияние
р(г)

неоднородностей плотности, может быть сопо­
ставимо по порядку величины (например, в зада­
чах медицинской диагностики) с членом
v (r ,со)д(г), описывающим влияние скорости зву­
ка и поглощения 1251. В свою очередь, член 
2/'A(r,co)V^(r), вызванный присутствием течений, 
будет соизмерим но величине со слагаемым

[ '  1 ' /»(г), если 2 Ц у * Р
л Дс 2
2 4 “  Р

U ) с (г)/ С.)
- L — ^ О т с ю д а  с учетом оценки 
<0 с  ( Г )  С0

|V^| =  \p\/d р =  (о|д|/с„ следует условие |v| = |Дс|. В 
случае медицинской томографии мягких биотка­
ней ожидаемые значения скорости кровотока 
|v| =  0.01 ...0.5 м /с, в то время как характерные 
возмущения скорости звука в патологической 
ткани |Д с |г1 0 ...8 0  м/с. Следовательно, член 
2/A(r.co)V/>(r). обусловленный наличием течений, 
по порядку величины будет в 20—8000 раз меньше

слагаемого со" | -
C2( r ) j

р(г), описывающего не­

однородности скорости звука. Таким образом, 
если но постановке задачи членом, содержащим
v(r), можно пренебречь, то томографическая за­
дача сводится к  совместному восстановлению 
лишь скалярных неоднородностей и может быть 
решена одним из известных методов 113. 15, 25).

В тех случаях, когда в дополнение к условиям
( 11) и (14) выполнено также условие (21), членом 
Vp(r)Vp(r)г  в уравнении (26), как упоминалось,

р(г)
можно пренебречь. Если при этом слагаемые, 
оставшиеся в правой части (26). будут нс сильно 
отличаться друг от друга по порядку величины (что 
можно ожидать, например, при решении задач то­
мографии мелкого моря в районах с достаточно 
сильно выраженными течениями, вызванными в

том числе приливно-отливными процессами), то 
представляет определенный интерес рассмотрение 
задачи совместного восстановления скорости зву­
ка, поглощения и течений в исследуемой области 
на основе уравнения

2
V > ( r )  + % /Н г) =  v(r.co)p(r) -  2/'A(r,(0)V/»(r). (28) 

t'o

По-видимому, использование уравнения вида (28) 
может быть обосновано и в атмосферной акусти­
ке 119, 261 в тех случаях, когда скорость ветра со­
поставима с возмущениями скорости звука, при 
незначительных вариациях плотности среды.

Уравнение (28) с точностью до обозначений 
совпадаете уравнением (1.1) из 116| и является ис­
ходным для функционального алгоритма Нови- 
кова—Агалыюва, результаты компьютерного мо­
делирования которого кратко приводятся ниже. 
Ранее в 115] были проиллюстрированы результа­
ты численной реализации функционального ал­
горитма 19, 10|, который позволяет поданным в 
виде акустических полей, излученных и приня­
тых квазиточечными преобразователями, восста­
новить функцию рассеивателя v(r,w ); действи­
тельная и мнимая части этой функции взаимосвя­
заны с оценками фазовой скорости звука с(г) и 
амплитудного коэффициента поглощения а(г,ш). 
Алгоритм Новикова—Агальцова в монохроматиче­
ском случае |5, 16| и в многочастотном случае 116, 17| 
позволяет по тем же самым данным, которые ис­
пользуются для реализации предыдущих версий 
рассматриваемого подхода |6, 10|, получать (при 
определенных условиях) оценки векторного поля 
А(г.со) и, в конечном счете, вектора скорости те­
чений v(r). Более подробное описание алгоритма 
Новикова—Агальцова и особенностей его чис­
ленной реализации предполагается изложить в 
отдельной публикации. В итоге оказывается воз­
можным совместное восстановление рассматри­
ваемых параметров среды c(r), a(r,co), v(r) в еди­
ной схеме на основе одних и тех же данных рассе­
яния.

Моделирование случая движущейся жидкости, 
однородной по скорости звука и поглощению

При численном моделировании алгоритма 
Н овикова—Агальцова |5, 16, 171 предполага­
лось, что на границе области, внутри которой 
находится томографируемый объект, распола­
гаются приемоизлучающие квазиточечные 
преобразователи, и данные рассеяния в виде 
акустических рассеянных полей получаются в 
монохроматическом или многочастотном ре­
жимах. В области томографирования присут­
ствует неизвестная векторная неоднородность
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11ростраиствен1Ю С р а спре д е л ен ие  в е к т о р н о й  н е о д н о р о д н о с ти  А  (а ) и ре зул ьта т  ее в о сста н о в л е н и я  о тд е л ь н о  в виде с о -  

л е н о и д а л ь н о й  с о ста в л я ю щ е й  A dlv (б )  и  бе зви хре вой  с о ста в л я ю щ е й  А го1 (в ) ,  ко т о р ы е  с о в м е с т н о  д а ю т  о ц е н к у  п о л н о го  

п о л я  А  =  А <1п +  А го1 ( г ) ,  п р а к т и ч е с к и  п о л н о с т ь ю  с о в п а д а ю щ у ю  с  и с т и н о й  н е о д н о р о д н о с т ь ю  А . П р и в е д е н ы  резул ьта ­

т ы  во сста н о в л е н и я  на н и з ш е й  и з  д в у х  и с п о л ь з у е м ы х  ч а сто т  (0| <  о ъ . к о т о р о й  в н е в о з м у ш е п п о и  среде со о тве тствуе т  

д л и н а  в о л н ы  Х щ .

A(r,co) ~ ^ v ( r ) .  Далее для наглядности предпо-
с0

латается, что неоднородности скорости звука и 
поглощения отсутствуют, и ставится задача 
оценки пространственного распределения век­
торного поля А(г,со) на основе измеренных аку­
стических нолей. Для количественной оценки 
точности результатов восстановления, которые 
приводятся ниже, рассчитывались относитель­
ные среднеквадратичные погрешности восста­
новления (невязки по решению) по всей обла­
сти томографирования Vs: 5Л

№ 1

= |А(г,(о) -  А(г,ы>)|‘ dr  j |  |A(r,co)|2 dr,  где

А(г,(о) — истинные и А(г,со) — восстановленные 
значения векторной неоднородности.

В качестве примера рассматривалась вектор­
ная неоднородность в виде двух плоскопарал­
лельных потоков жидкости, распространяющих­
ся сначала под прямым углом друг относительно 
друга и потом объединяющихся в единый поток 
(рис. а). В случае монохроматического режима 
оказалось, что результат восстановления заметно 
отличается от исходной векторной неоднородно­
сти (рис. б; 8Л = 0.42). Надо обратить внимание,
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что лаже и центральной части потока абсолютные 
значения восстановленного векторного поля за­
метно отличаются от истинных — масштабирую­
щие стрелки на рис. а и б имеют одинаковую/ши­
ну, но соответствуют разным абсолютным значе­
ниям. Дело в том, что оценки неоднородностей, 
получаемые при восстановлении в монохроматиче­
ском режиме 116|, будут совпадать (в отсутствие по­
мех) с истинными неоднородностями, если одно­
временно выполняются следующие требования. 
Во-первых, должно отсутствовать рассеяние назад 
неоднородныхобобщенных полей. Это требование, 
характерное также для предшествующих функцио­
нально-аналитических алгоритмов |6, 9—151, обес­
печивает устойчивость решения обратной задачи, 
не снижая в какой-то существенной мере область 
применимости алгоритмов |12—14|. Во-вторых, в 
соответствии с условиями (11), (14) и первым 
условием (13), характерные пространственные 
масштабы изменения невозмущенных значений 
давления Д,(г) и вектора течений v(r) должны су­
щественно превосходить с(|/со, а масштабы изме­
нения невозмущенных значений плотности р(г) 
быть не менее с(|/ш . В-третьих, для векторного 
поля А(г,со) должно выполняться условие

d ivA (r.(0) = 0. (29)

Если требование (29) не выполняется, то в мо­
нохроматическом режиме будут восстановлены 
неоднородности, отличающиеся от истинных, но 
создающие те же самые данные рассеяния, что и 
истинные неоднородности. Причем в результате 
восстановления искажена будет не только век­
торная неоднородность, но и скалярная (в случае 
присутствия последней).

Условие (29) не выполняется для рассматрива­
емого потока А (рис. а). Поэтому использование 
данных рассеяния на одной частоте позволяет 
восстановить (рис. б) лишь соленоидальную со­

ставляющую А '1" полного векторного поля 

А =  A ‘liv + А™'. Здесь

A ‘liv =  rotF, d ivA div =  0,

A r0' = _ V O , rot A "" s  ();

Ф и F — скалярный и векторный потенциалы соот­
ветственно. Тем не менее, восстановление А воз­
можно при использовании нескольких (как мини­
мум, двух) частот |17|. В этом случае совместно с
восстановлением A dlv(r,(0) на каждой из рабочих 
частот удается восстановить функцию дивергенции 
divA(r.co) полного векторного поля и далее, на ос­
нове оцененных значений divA(r.co), восстановить

безвихревую составляющую А '"'(г, со) (рис. в). В 
итоге полное векторное поле А получается объ­
единением восстановленных соленоидальной и

безвихревой составляющих (рис. г). В отсутствие 
случайных шумовых помех поле восстанавлива­
ется практически точно (5Д =  0 .0 1).

ЗАКЛ Ю ЧЕ Н И Е

Приведенный в работе вывод волнового уравне­
ния и его монохроматического аналога в виде урав­
нения Гельмгольца позволил уточнить требования, 
которым должны удовлетворять параметры рас­
сматриваемых скалярно-векторных неоднородно­
стей среды, восстанавливаемых методами акустиче­
ской томографии. Оказалось, что дополнительно 
(по сравнению со стандартными приближениями, 
рассматриваемыми при проведении процедур лине­
аризации исходных уравнений гидродинамики) тре­
буется лишь, чтобы пространственные масштабы 
изменения невозмущенных значений скорости те­
чения и давления заметно превышали характерную 
длину волны, что может выполняться в различных 
практических задачах акустической томографии. 
Полученное в итоге уравнение (26) может рассмат­
риваться в качестве исходного при построении схем 
решения обратных задач акустического рассеяния 
на неоднородностях скорости звука, поглощения, 
плотности, а также течений функционально-анали­
тическими методами. Приведенные результаты чис­
ленного моделирования процесса томофафическо- 
го восстановления вектора течений подтверждают 
эту возможность.

Авторы благодарят В.А. Гусева за внимание к 
работе и полезное обсуждение исходных соотно­
шений.
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