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I. В ВЕ ДЕНИЕ
Численное решение внешней задачи дифрак­

ции требует выбора одного из многих методов. 
Методы решения делятся на два больших класса: 
с дискретизацией пространства (напр., 11, 21) и с 
дискретизацией границы. К первому классу отно­
сятся, например, метод конечных разностей и ме­
тод конечных элементов (МКЭ). Ко второму отно­
сятся метод граничных элементов, методы теории 
потенциалов и методы дискретных источников.

Выбор между двумя этими классами не являет­
ся простым, поскольку каждому из классов при­
сущи свои положительные и отрицательные сто­
роны. Методы с дискретизацией пространства, 
как правило, оперируют с очень большим числом 
узлов, обладают дисперсией и требуют специаль­
ных техник для моделирования условий излуче­
ния. Методы с дискретизацией границы опериру­
ют плотными (а не разреженными) матрицами, 
требуют достаточно точного вычисления сингу­
лярных интегралов, а также в ряде случаев обла­
дают фиктивными резонансами (spurious reso­

1 Статья подготовлена по материалам устного доклада на 
Четвертом международном симпозиуме и Шестой всерос­
сийской конференции “Вычислительный эксперимент в 
аэроакустике”, 19-24 сентября 2016 года, г. Светлогорск 
Калининградской области, http://ceaa-w.imamod.ru.

nances) — численными артефактами, затрудняю­
щими решение.

Имеется, однако, еще один класс методов, со­
четающий достоинства первых двух. Эго методы 
граничных алгебраических уравнений (ГАУ) |3—6|. 
В рамках методов данного класса предполагается, 
что пространство изначально дискретно, и стро­
ится дискретный аналог граничного интеграль­
ного уравнения, т.е. линейное алгебраическое 
уравнение. Авторы настоящей работы ранее ис­
следовали вопрос о подавлении фиктивных резо­
нансов для ГАУ (см. 171, где имеется обширный 
обзор литературы по ГАУ и смежным вопросам). 
Недостатком методов ГАУ является то, что про­
странство предполагается разбитым регулярно, 
т.е. рассматривается периодическая сетка. Это 
означает, что форма рассеивателя приближается 
набором элементов сетки — равных квадратов, 
кубов, треугольников и т.д. В большинстве случа­
ев это приводит к существенной и неоправданной 
потере точности. В настоящей работе данный не­
достаток преодолевается путем комбинирования 
методов ГАУ и МКЭ. А именно, слой, лежащий 
между регулярной границей, для которой форму­
лируется граничное интегральное уравнение, и 
поверхностью рассеивателя нерегулярной ф ор­
мы, моделируется методом конечных элементов.
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Рис. 1. Геометрия задачи.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается стационарная двумерная за­
дача излучения. Пусть на плоскости (дг,.у) имеется 
гладкий контур Г с внешней нормалью п (см. 
рис. 1). Во внешней области выполняется уравне­
ние Гельмгольца

Аи + к 2и = 0. (1)
На границе поле удовлетворяет условию Неймана

( 2 )

где И — величины источников. Поле удовлетворя­
ет условию излучения, то есть при к , имеющем 
малую положительную мнимую часть, убывает на 
бесконечности. При действительном к можно 
ставить условие излучения в зоммерфельдовой 
форме, а можно рассматривать предельную про­
цедуру стремления мнимой части к к нулю.

Двумерная задача выбрана для простоты изло­
жения и наглядности рисунков. Те же рассужде­
ния могут быть проделаны и в трехмерном случае.

К задаче излучения легко сводится задача ди­
фракции плоской волны. При этом поле пред­
ставляется в виде суммы известной падающей и 
неизвестной рассеянной волны. Для рассеянной 
волны ставится задача излучения. При этом нор­
мальная производная поля рассеянной волны на 
границе равна нормальной производной падаю­
щей волны, умноженной на —1.

3. ВЫВОД ГРАНИЧНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ

Опишем кратко метод ГАУ в модификации, 
предложенной в |7 |. Отметим, что в настоящей 
работе используется несколько иная терминоло­
гия, нежели в |7 |.

В качестве приближения к задаче, описанной 
выше, рассмотрим задачу в дискретизированном 
пространстве, т.е. на регулярной сетке. Пример 
такой задачи показан на рис. 2 слева. Сетка пред­
полагается бесконечной. Часть квадратных эле­
ментов из сетки вырезана. Контур вырезанного 
фрагмента Г ' представляет собой рассеиватель. 
Рассматривается также вспомогательная сетка 
(рис. 2 справа), которая является периодической, 
имеет те же геометрические параметры, однако 
не имеет вырезанных элементов.

В узлах сеток заданы узловые значения поле­
вой переменной. Предполагается, что при необ­
ходимости можно выполнить интерполяцию и 
получить приближение к начальной задаче не 
только в узловых точках. Узлы сетки нумеруются 
нижними индексами.

Сетка с вырезом

Рис. 2. Сетки для вывода ГАУ.
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Предположим, что с помощью стандартных 
методов — например, МКЭ — можно приблизить 
уравнение (I)  на вспомогательной сетке (рис. 2 
справа) дискретным уравнением

= 0 при всех индексах т. (3)
П

Здесь ип — узловые значения полевой переменной 
на сетке справа, $тл — коэффициенты. Черточка 
сверху указывает на то, что величины относятся к 
вспомогательной сетке. Функции формы на регу­
лярной сетке обладают очевидной трансляцион­
ной симметрией.

Пусть коэффициенты обладают следующими 
свойствами:

-  локальностью: Р,„„ *  0 только если узлы с 
индексами т  и п принадлежат одному элементар­
ному квадратику сетки, то есть являются соседя­
ми по стороне или диагонали;

-  симметричностью: jim„ = p„m;

-  периодичностью: Pm„ зависит только от вза­
имного расположения узлов с индексами т  и п.

В Приложении А показан пример приближе­
ния уравнения (I)  уравнением (3) с помощью 
МКЭ. Полученные коэффициенты обладают за­
явленными свойствами.

Далее потребуется функция Грина указанной 
задачи на вспомогательной (периодической) сет­
ке. Эта функция Грина зависит от двух индексов: 
gmn. Она должна удовлетворять системе уравне­
ний

= 8 при всех индексах  j  и т, (4)
Я

где 6у т — символ Кронекера. Кроме того, функ­
ция Грина должна удовлетворять условию излу­
чения. Как показано в Приложении А, функция 
Грина, введенная таким образом, симметрична:

8т.п ~ 8п.пг О )
Численное отыскание дискретной функции 

Грина для периодической сетки — наиболее 
сложная задача, которая возникает при использо­
вании предлагаемого метода. Для малых расстоя­
ний между источником и приемником приходит­
ся вычислять контурный интеграл в комплексной 
плоскости. Для больших расстояний (несколько 
длин волн) можно использовать асимптотиче­
ские выражения, которые известны (см. |9, 10| и 
Приложение Б).

Рассмотрим теперь задачу на сетке с вырезом 
(рис. 2 слева). Будем считать, что при переходе от 
периодической сетки к сетке с вырезом перену­
мерации узлов не производилось, но некоторое 
конечное множество индексов оказалось выки­

нутым. Обозначим множество внутренних (т.е. не 
принадлежащих границе) узлов сетки с вырезом 
как А, а множество граничных узлов как В. Ф ор­
мально говоря, элементом сетки является эле­
ментарный квадрат, у которого все четыре вер­
шины принадлежат сетке. Внутренним узлом яв­
ляется узел, принадлежащий четырем элементам. 
Граничным узлом является узел, принадлежащий 
одному, двум или трем элементам.

Пусть поле задано полевой переменной и,„, где 
индекс т пробегает узлы, принадлежащие сетке, 
показанной на рис. 2 слева. Пусть уравнение (1) и 
граничные условия (2) аппроксимируются дис­
кретной системой уравнений

X  = /ш  т е  А и  В, (6)
пеЛиВ

где

/„, -  0, если т е  А, (7)

т.е. неоднородность в (6) может быть не равна ну­
лю только на границе области. Для узлов т е  В
(6) представляет собой аппроксимацию гранич­
ного условия (2), а для т е  А — аппроксимацию 
уравнения (1). Вывод системы (6) с помощью 
М КЭ описан в Приложении А.

Пусть коэффициенты (Jm„ удовлетворяют 
условиям симметричности и локальности, сфор­
мулированным выше. Пусть, кроме того, если хо­
тя бы один из узлов т, п принадлежит/!, то коэф­
фициент Рт „ совпадает с соответствующим коэф­
фициентом бесконечной сетки:

Pm.« = Pm./р если т е  А или п е  А. (8)

Как показано в Приложении А, все эти свойства 
выполняются.

Перенесем функцию Грина с периодической 
сетки на сетку с вырезом. Разумеется, на новой 
сетке свойство (4) будет выполняться только при 
У е А, т.е. во внутренних узлах. В частности,

X  Ру.«&..» = °  Для 7 6 А' т е  В. (9)
л е Л и Я

Приступим к выводу граничных алгебраиче­
ских уравнений. Применим к (6) следующее пре­
образование:

X  Sj.m X  Р»..«"» = X  Уе  В. (10)
т е Л и в  л е /Ю Я  т е Л и Я

Из (7) следует, что

X /  S j j n f m  ~  X j  &i . m f т- 0 0
те A \ j  В те В
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Далее,

У  , S j .m  Р m.iMn
те AkjR n e A u B

=  X  g j " ‘ + X P m " M"
me Л о в  Vne/1 лев /

~  У_^ У_^ ftn .m Sm .jU n  5 y'.mP т.л̂ п ~ ( 12)

леЛ me Л о в тс А й в  
п е в

У_^ S  j.n ^m .tM n -
me Л о в  
ж в

При преобразованиях учитывалась симметрия 
коэффициентов и функции Грина, а также тож­
дество (9). Наконец, заметим, что в силу локально­
сти коэффициентов суммирование по т в правой 
части (12) можно проводить не по бесконечному 
множеству А и  /?, а по конечному множеству В\ 
представляющему собой объединение узлов В и их 
соседей по стороне или диагонали в сетке с выре­
зом. Таким образом, (10) перепишется как

X  Яу-тРтЛ  = X  £у.«/т> J  6 В < |3>
и б  В  /ие В
пеВ

В уравнение (13) входйт только конечное число 
неизвестных м„, п е  В. Соответственно, (13) мо­
жет решаться как линейная система уравнений. 
Решение есть

U = (G 'H ) 'G F , (14)

где

G — матрица, составленная из элементов gmn, 
т ,п е  В,

G' — матрица, составленная из элементов gmn, 
т е  В, и е  В ',

Н  — матрица, составленная из элементов (imn, 
т е В', п е  В,

F — вектор из элементов /„„ т е  В,

U — вектор из элементов ит, т е  В.
После того как найден вектор U, можно, на­

пример, восстановить поле на множестве А с по­
мощью формулы, аналогичной формуле Грина 
(вывод приведен в Приложении А):

Uj — Яj.mfm ~  g/."fim./Fin j  £  А. (15)
те В  пе В

те В

Уравнение (13) представляет собой граничное 
интегральное уравнение. Оно является дискрет­
ным аналогом граничного интегрального уравне­
ния в прямой формулировке Кирхгофа.

4. ПОДАВЛЕНИЕ ФИКТИВНЫ Х 
РЕЗОНАНСОВ С ПОМ ОЩ ЬЮ  

АНАЛОГА МЕТОДА CFIE

Уравнение (13) обладает тем же недостатком, 
что и его непрерывный аналог, а именно, оно 
приводит к появлению фиктивных резонансов. 
Средствами линейной алгебры можно показать, 
что при определенных значениях параметра к 
матрица (77/, входящая в (14), сингулярна. Эти 
значения параметра к соответствуют собствен­
ным числам задачи Дирихле для внутренней обла­
сти, т.е. для набора элементов, выкинутых из сет­
ки. Важно отметить, что при этом матрица (/так ­

же сингулярна, а итоговая матрица ((77/) 'б', 
решающая (13), имеет конечный предел при 
к —» А:*, т.е. фиктивный резонанс является чис­
ленным артефактом, а не физическим свойством 
задачи.

Имеется несколько методов подавления ф ик­
тивных резонансов. Наиболее осмысленным 
представляется подход Бёртона-М иллера |8 |. Его 
другое название — Combined Field Integral Equa­
tion (CFIE). При построении дискретного анало­
га граничного интегрального уравнения авторы в 
171 построили аналог именно этого метода. В ис­
пользуемых здесь обозначениях данный подход 
выглядит весьма просто.

Запишем (13) и (15) в единой форме:

Mj ~ У  . & j.mfm ~  (£ /.m P m .n  _  8 У.л)^л-
<l6>

j  G A U  В.

Домножим обе части (16) на (3/ у, l , j  е  В и просум­
мируем по j:

X  X  filjK jm f •" +
je  в ' те в

Уев-

+ Х М 8УУ<-£у.тРт.>«’ / £  В
пев 
те в  ■
уев-

ИЛИ

X ai "'f>» = X  а'.уРi I е в- (17>
те В те В

Уев-

а I.m =  -  X Р i.nZn.nn I  6 в ,  т е  В '. ( 18)
пев:
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Уравнение (17), как и (13), позволяет вычис­
лить ит. Идея метода C FIE  заключается в том, 
чтобы решать линейную комбинацию (13) и (17):

X  (£/.« +  V«/.m)/m =  X  (g' J + VCC0>P
/вей me В (19 )

JelT
/ е  Я

с произвольным комплексным постоянным па­
раметром V, имеющим ненулевую мнимую часть. 
В 171 доказано, что при тех же условиях, какие 
ставятся в |8 |, данное уравнение гарантирует отсут­
ствие фиктивных резонансов. Доказательство фак­
тически представляет собой перевод на дискретный 
язык соответствующего рассуждения из |8|.

Разумеется, (19), так же как и (13), необходимо 
решать как систему линейных уравнений с конеч­
ным числом неизвестных.

При решении граничного интегрального урав­
нения в постановке C FIE  возникает сложность с 
вычислением сингулярного интеграла (дополни­
тельный интегральный оператор увеличивает 
сингулярность). В дискретной постановке таких 
сложностей не возникает.

5. П О ВЫ Ш ЕНИЕ ТОЧНОСТИ ОПИСАНИЯ 
ГРАНИЦЫ ПУТЕМ КОМ БИНИРОВАНИЯ 

ГАУ И М КЭ
Рисунок 2 дает наглядное представление о том, 

почему метод ГАУ не слишком хорош для прак­
тических вычислений. Форма рассеивателя моде­
лируется путем вырезания элементов из периоди­
ческой сетки. Периодичность сетки — важное 
требование, поскольку только для периодических 
сеток удается аналитически построить функцию 
Грина. Очевидно, такое приближение формы да­
ет точность первого порядка по шагу сетки. Это 
существенно ограничивает точность всего метода. 
Целью настоящей работы является преодоление 
этого недостатка. Предлагается способ, с помощью 
которого можно сохранить все достоинства метода 
ГАУ и приблизить форму рассеивателя с любой точ­
ностью.

Идея нового способа заключается в следую­
щем. Пространство вокруг рассеивателя дискре­
тизируется, причем сетка состоит из двух частей: 
внутренней конечной нерегулярной сетки Q jnl и 
внешней периодической бесконечной сетки £2СХ1 
(см. рис. 3). Сетки предполагаются конформны­
ми, т.е. узлы и ребра обеих сеток на границе Гех| 
совпадают (кроме того, совпадает способ аппрок­
симации полевой переменной на этой границе — 
например, он выбирается кусочно-линейным). 
Рассеиватель моделируется как внутренняя гра­
ница r int. На рис. 3 показано, что таким способом 
можно, например, приблизить границу рассеива-

Рис. 3. Разбиение сетки на регулярную и нерегулярную.

теля кусочно-линейной кривой, что обеспечива­
ет второй порядок точности по шагу сетки.

Считается, что подсеткам Q inl и £2СХ1 принадле­
жат различные конечные элементы (квадраты/ 
треугольники), а узлы и ребра на границе общие.

На подсетке S2im будет строиться метод конеч­
ных элементов, а для подсетки Q cxl будет строить­
ся ГАУ. Уравнение вида (19) даст для сетки Q im 
граничное условие, эквивалентное условию излу­
чения.

Будем называть:
— символом А множество узлов, принадлежа­

щих £2схДГ;х1,
— символом В множество узлов, принадлежа­

щих г ;х„
— символом С множество узлов, принадлежа­

щих £21т\(Г'сх1 и  Г’п1),
— символом D множество узлов, принадлежа-

— символом В' объединение узлов В и их сосе­
дей по стороне или диагонали в сетке £2СХ|.

Легко видеть, что обозначения А, В и В' по­
вторяют введенные ранее для периодической сет­
ки. Множество С может оказаться пустым. Будем 
считать, что множества В и 1) нс пересекаются.

Построим формально метод конечных эле­
ментов для объединения сеток Q cxt и Q jm. 
А именно, построим следующее уравнение для 
узловых значений:
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I  Р ,„ А = / ,„ ,  m e A u B u C u D .  (20)
ЛЕ/fufiuCuO

При этом f m Ф 0 только для т е  /Л Коэффициен­
ты Р„,„ складываются из коэффициентов Pmn, по­
строенных для сетки Q cxl, и коэффициентов (J,,,,,, 
построенных для сетки £2iiu :

РИЛ = Рт.Я + Рт.Л- (2D
В равенстве (21) оба члена присутствуют только 
тогда, когда т,п е В. В остальных случаях хотя бы 
один из членов равен нулю. Формула (21) есть ре­
зультат ассемблирования матриц массы и жестко­
сти в методе конечных элементов (см. Приложе­
ние А).

Формула (21) позволяет написать задачи для 
сеток Q jm и Q exl по отдельности. Для сетки £2int:

Рш.л̂и — fm ~ Xi Рт.п̂п>
чб B e iC u  I)  п е А и В  (2 2 )

т е  В и  С и  I),

X , Pm.«Wn
we BkjC k jD

fm
0,

“X  R"'"U"
пеВ

т е  й и С и  О.

т е D, 
т е  С, 

т е  В,
(26)

Система (26) может быть решена как неоднород­
ная система линейных уравнений относительно 
узловых значений и,„, т е  В u  С и  Г).

Для восстановления ноля в узлах сетки £2СХ1 не­
обходимо использовать формулу, аналогичную (15):

Иу g j. i iR 'm . iM n  8  j.m f im .iM n ’

n e B v jC u l)  lie II
me В  me К

j e  A.

(27)

Процесс решения задачи излучения для урав­
нения (1) с граничными условиями (2) с помо­
щью нового метода состоит из следующих шагов.

и для сетки £2СХ|:

X Р m.tMn ~  ~  X Р"1.яМл’  1 Т Х \
пе A k jB n e B y jC u l)

m e  A kj В.
Нетрудно видеть, что правая часть (23) может 
быть не равна нулю только для m е  В.

Рассмотрим задачу (23). Введем обозначение

0, т е  А,

~ X  те В-
пе BkjCkjI)

Уравнение (23) может быть переписано как 

X Pm.а  = / т .  т е  AKJ В,
п е А и В

что соответствует постановке задачи (6) для сетки 
£2СХ1. Эта задача решалась в двух предыдущих раз­
делах. Результатом явилось соотношение (19), 
связывающее граничные данные Дирихле и„ и
данные Неймана /„' этой задачи (D lN -оператор). 
Перепишем здесь это соотношение в виде

/„' = X  R" mum- »  е  В, (24)
П1Е В

R n.m = Х  T " M U  +  V a /.y)Py.m- G В - ( 2 5 >
j e B '
1е В

Tnm — элементы матрицы, обратной к матрице 
g n .m  +  v a „ m) n ,m e  В.

Теперь задача для сетки £2|п1 может быть сфор­
мулирована в замкнутом относительно узлов этой 
сетки виде:

1) Пространство вокруг рассеивателя дискре­
тизируется, причем должно возникнуть две сет­
ки: нерегулярная £2im с конечным числом узлов и 
регулярная (периодическая) Q cxl с бесконечным 
числом узлов. При этом для практических вычис­
лений строить всю бесконечную регулярную сет­
ку, конечно, не надо. Из сетки £2СХ1 необходимо 
построить лиш ь конечные элементы (квадраты), 
примыкающие к границе Гох| с узлами В'.

2) Обычным образом строится метод конеч­
ных элементов для сеток Г2ех| и Q int. Под методом 
конечных элементов мы понимаем коэффициен­
ты Р„,„ для сетки £2сх1, а также коэффициенты pmn 
и правую часть /„  для сетки £2jnl.

3) Рассматривается бесконечная периодиче­
ская вспомогательная сетка с шагом, как у сетки 
£2СХ|. Для такой сетки вычисляется функция Гри­
на Для малых расстояний между источником 
и приемником функция Грина вычисляется с по­
мощью контурного интеграла, а дня больших рас­
стояний используется асимптотическая формула.

4) Для сетки £2СХ| вычисляется матрица Rmn по 
формулам (25), (18). Значение параметра v выби­
рается, например, равным /.

5) Для узлов сетки Q inl решается линейная си­
стема уравнений (26).

6) Если необходимо восстановить поле в уда­
ленных узлах сетки Q cxt (например, дня того что­
бы найти диаграмму направленности поля), ис­
пользуется формула (27).
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Рис. 4. Геометрия тестовой задачи и сетка i2jm.

6. РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА

Для проверки работоспособности метола была 
построена его реализация в простейшем тестовом 
случае. В качестве рассеивателя была выбрана 
окружность радиуса р. На окружности задавались 
значения нормальной производной, зависящие 
от угла ф (см. рис. 4 слева) как cos(p9 ). Нетрудно 
построить аналитическое решение такой задачи 
излучения. Оно равно

ы(/-,ф) =
1/Ц\кг) С05(Цф) 

кЙ"\кр)
(28)

где Яц°(г) — функция Ханкеля,

ЙЦ\г) = дн"\г)/дг.
Пример сетки £2jnI для данного случая показан 

на рис. 4 справа. Видно, что сетка представляет 
собой достаточно тонкий слой элементов (в 1—2 
узла), согласующий нерегулярную форму рассеи­
вателя и периодическую сетку.

Серия численных экспериментов позволила 
убедиться в работоспособности метода и во вто­
ром порядке точности по шагу сетки.

7. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Предложен метод, сочетающий достоинства 
метода граничных элементов в постановке Бёрто­
на-М иллера с простотой реализации (в силу из­
начальной дискретности) и относительно высо­
кой точностью. Метод представляет собой ком­
бинацию метода граничных алгебраических 
уравнений и метода конечных элементов на со­
гласующей сетке с небольшим числом узлов.

Разработка численного метода поддержана 
грантом РНФ 14-22-00042. Численное моделиро­
вание поддержано грантом НШ-7062.2016.2. Сов­
местная работа авторов в январе—феврале 2016 года 
была поддержана грантом ERANET-Plus 2012- 
2734/001-001-ЕМА2. Работа Ж. Поблет-Пуига 
(LaCaN) поддержана грантом 2014-SGR-1471, 
Generalitat de Catalunya.

ПРИЛОЖЕНИЕ А. 
МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ, СВОЙСТВА 

КОЭФФИЦИЕНТОВ И ФУНКЦИИ ТРИНА
Стандартный подход к моделированию мето­

дом конечных элементов следующий |11|. Пред­
полагается, что некоторая область пространства 
разбита на конечные элементы (в нашем случае — 
треугольники и четырехугольники). Поле пред­
ставлено узловыми значениями Связь между 
непрерывным исходным полем и узловыми зна­
чениями осуществляется аппроксимационной 
формулой

и(х,у)  = ^ м л/У„(д:,у), (29)

где N  „(х, у )  — функции формы для каждого из уз­
лов. Функция формы N „ должна быть равна еди­
нице в узле с индексом п и нулю в остальных уз­
лах. В простейшем случае используются линей­
ные и полилинейные функции координат. 
Предполагается, что функции формы N т не рав­
ны нулю только в конечных элементах, которым 
принадлежит узел /и.

Для того чтобы получить формулировку МКЭ 
из (1), подставим приближение (29) в (1), домно- 
жим уравнение на весовую функцию N m(x,y )  
(индекс т пробегает все узлы сетки) и проинте­
грируем по всей области. После интегрирования 
по частям получим уравнение

" Z  Ктмип + к: М тмип = f m, (30)

где

KmM= \ \ V N m V N ndxdy,
JJ ff (31)

М „м = JJ N mN ndxdy,

f n  = J N mhds, (32)

последний интеграл берется по границе области, 
а под символом /V,,, там имеется в виду след ф унк­
ции формы на границе.

Уравнение (30) имеет вид (6) (также (3) и (20)) 
при

Рт.л = ~Кщ .п + к 2М тп. (33)
Стоит обратить внимание на три обстоятельства. 
Во-первых, по построению коэффициенты сим­
метричны (Р„,„ = Р„,„). Во-вторых, коэф фициен­
ты локальны в том смысле, который был введен 
выше. В-третьих, интегралы в (31) можно пред­
ставить в виде сумм интегралов по отдельным ко­
нечным элементам (это называется ассемблиро­
ванием). Таким образом, если сетка разбита на 
две подсетки, коэффициенты можно представить 
в виде суммы коэффициентов, получаемых на од­
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ной и на другой подсстке. Это доказывае т форму­
лу (21).

Симметрию (5) функции Грина (не обязатель­
но бесконечной регулярной сетки) можно дока­
зать следующим образом. Пусть параметр А: имеет 
малую положительную мнимую часть (это обес­
печивает экспоненциальное убывание функции 
Грина на бесконечности). Рассмотрим сумму

А» /!.уРn.mSm.h
т.п

где индексы т  и п пробегают всю сетку. Эту сумму 
можно вычислить двумя способами (выполняя 
первым суммирование по т  или по п). I) одном 
случае получается g J h а в другом gLj.

Наконец, формула (15) восстановления ноля в 
области по граничным значениям данных Дирих­
ле и Неймана (аналог теоремы Грина) может быть 
найдена следующим образом. Рассмотрим ком­
бинацию

У '. &n.jfin.mUт'
т.п

где индексы т и п  пробегают всю сетку. Снова эта 
комбинация может быть вычислена двумя спосо­
бами. Один из способов дает первый член в пра­
вой части (15), а другой — левую часть (15) и вто­
рой член в правой части.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б.
ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА 

НА ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СЕТКЕ
Ключевым и наиболее затратным шагом пред­

лагаемого метода является вычисление функции 
Грина на периодической сетке 19, 10|. Пусть сетка 
состоит из квадратов со стороной А. Для удобства 
введем новые обозначения, явно учитывающие 
двумерную структуру сетки. Будем обозначать 
каждый узел парой индексов пх и пг, обозначаю­
щих соответственно колонку и строку, на пересе­
чении которых стоит узел. Поместим источник 
функции Грина в узел с индексами (0, 0). Уравне­
ние (4) запишется как

р(1,1) = р(1,-1) =  р(-1,1) =

= p ( - l , - l )  = -  + - U V .
Н 3 36

Применим к (34) двумерное дискретное преобра­
зование Фурье:

^ , ^ )  = - Ц х
4л

“ ” (35)
х X  X  *<пх> "у)ехр{-Ц п£х + п £ у)}

П,=~°о Пу =-со
с обратным преобразованием 

w(nx,ny) =

=  J  J  * ( £ * , £ , )  е х р { / ( л А <  +  п £ , ) № & г  < 3 6 )
Y 1

Контур у проходит в комплексной плоскости пе­
ременной £х или от точки —л к точке л через 
точку 0. При этом он проходит чуть выше интер­
вала (—л ,0) и чуть ниже (0,л). Такой выбор конту­
ра интегрирования позволяет учесть условие из­
лучения, в том числе и для случая действительно­
го к. Если к имеет малую положительную часть, 
можно выбрать у просто как отрезок |-л , л|.

Применение преобразования Фурье к (34) дает

=  (37)
4л

где

№*£>■) = ^1"24 + 6(cos^, + cos ̂ у) +

+ ^ c o s ^ c o s ^ ,  + k 2h2(4 +  2 (cos£x + (38)
+ c o s ^  + c o s ^ c o s ^ ) ] .

Обратное преобразование Фурье дает представле­
ние функции Грина в двойных квадратурах:

(39)ГУ *' у
Возьмем интеграл по с,х методом вычетов. Для 
этого найдем корпи знаменателя (39), а именно.

X  X  Р(/"' “ п* 'ту ~  пуШ «х,«у) = т ,Пу=-о° Пл=-оо '
= 5(/nv)5(w,).

Выполняя вычисления в (31), (33), получаем, что 
все ненулевые коэффициенты (3(/jv, /?,.) даются 
формулами

P (0 ,0 )  =  ~  +  ^ A - V ,

Р(1,0) =  р(0 ,1) =  р ( - 1 .0 )  =  р ( 0 ,- 1 )  =  1  +  ± * У ,

.=.(!;) =  агсcos

Р(±Е(^,),^,) = 0,
-24  + 4А:А2 +(6 + 2A2A2)c o s^  

6  + 2А3А2 + (I 2 + A 2A2 ) c o s ^  ,

(40)

После применения теоремы Коши интеграл (39) 
преобразуется как

x f ;

g(nx, n )  = —  X 
ITU

ехр{/(л(Е (£,) + п £ у )}

(6 + 2 к V  +(12 + к JA2)cos^ ,,)sin  Е ( ^ )2 , 2 . — r ~ d \ r
(41)
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Данный интеграл может быть вычислен непо­
средственно для небольших пх, пу. В численной 
реализации, описанной выше, функция Грина 
вычислялась для всех узлов (пх,пу), для которых 
было необходимо (заметим, что это всегда конеч­
ное число узлов).

Для больших пх и nv, т.е. для таких, у которых

khyjn2x + n2v >  I, интеграл (41) можно вычислить 
приближенно с помощью метода стационарной 
фазы. Детали могут быть найдены в [ 10|.
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