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1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть имеется так называемая фоновая среда — 

однородная, изотропная, непоглощающая среда, 
которая характеризуется постоянными значениями 
скорости звука c0 и плотности ρ0. В этой окружа-
ющей среде в ограниченной области пространства 
ℜ находится исследуемый объект — акустический 
рассеиватель. В каждой точке r ∈ ℜ рассеиватель 
характеризуется скоростью звука c( )r , плотностью 
среды ρ( )r  и амплитудным коэффициентом погло-
щения α ω( , )r  на текущей частоте ω. При волновом 
подходе и временнóй зависимости полей в виде 
~ exp( )−i tω  рассеиватель в произвольной точке 
пространства z описывается функцией
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причем v( , )z ω ≡ 0 при z ∉ ℜ.

В обратной задаче упомянутые характеристи-
ки рассеивателя, т.е. пространственные распре-
деления c( )r , ρ( )r  и α ω( , )r , где r ∈ ℜ, неизвестны 
и подлежат определению на основе набора 
акустических данных рассеяния. Для получения 
такого набора рассеиватель зондируется заданным 
падающим полем u0( , ; )z α ωinc  на каждой фиксиро-
ванной частоте из заданного набора частот. Здесь 
αinc — параметр падающего поля, определяющий 
его конфигурацию; нижний индекс “inc” (от “in-
cident” — “падающий”) дописывается для отличия 
от коэффициента поглощения α . Падающее поле 
u0( , ; )z α ωinc  при каждом фиксированном αinc соз-
дается первичными источниками F0( , ; )z x= α ωinc ,  
которые находятся в области излучения X , т.е. 
x ∈ X ; F0 0( , ; )z α ωinc ≡  при z ∉ X . Тем самым, па-
дающее поле удовлетворяет уравнению

	 ∇ + =2
0
2

0u k u F0 inc 0 inc inc( , ; ) ( , ; ) ( , ; )z z zα ω α ω α ω ,	 (2)
где k c0 = ω 0  — волновое число фоновой среды на 
частоте ω. Тогда имеет место следующее уравнение 
Липпмана–Швингера [1, раздел 5.1]:
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	 u G F d0 inc inc( , ; ) ( ; ) ( , ; )z z x x xα ω ω α ω= − ′ ′ ′∫ 0 0

X

.	 (3)

Здесь G G0 0( , ; ) ( ; )z z z z′ = − ′ω ω  — запаздывающая 
функция Грина для фонового однородного про-
странства, которая для произвольных точек z и ′z  
удовлетворяет уравнению 

	 ∇ ′ + ′ = − ′z z z z z z z2
0 0

2
0G k G( , ; ) ( , ; ) ( )ω ω δ ,	 (4)

где ∇z
2 — оператор Лапласа по аргументу z. 

В присутствии рассеивателя падающее поле 
u0( , ; )z α ωinc  достигает его и рассеивается на нем. В 
результате этого создается полное поле u( , ; )z α ωinc , 
удовлетворяющее уравнению [1, раздел 5.1]
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Поле u( , ; )z y= α ωinc  регистрируется в области при-
ема Y  (радиус-вектор y ∈Y  соответствует каждой 
фиксированной точке приема) при каждом фикси-
рованном излучателе αinc, находящемся в области 
X . После этого рассматривается и фиксируется но-
вый излучатель, т.е. задается новое падающее поле, 
и измерения в области Y  повторяются. В результа-
те перебора излучателей, приемников и, возмож-
но, частот получается набор экспериментальных 
данных рассеяния — полей u( , ; )y α ωinc . Этот набор 
предназначается для решения акустической обрат-
ной задачи рассеяния, т.е. для восстановления то-
мограмм. Томограммы представляют собой оценки 
искомых пространственных распределений иссле-
дуемого объекта c( )r , ρ( )r , α ω( , )r  [1–3] или хотя бы 
оценку функции рассеивателя (1) в целом.

В частности, когда излучатели падающего поля 
являются точечными, параметр αinc соответствует 
фиксированной точке излучения x:

	 F F0 0( , ; ) ( , ; ) ( )z z x z xα ω ω δinc ≡ = − , x ∈ X .	 (6)
Выражение (6) приведено для δ�образного первич-
ного источника F0 с единичной нормировкой. Тог-
да u G0 0( , ; ) ( , ; )z z xα ω ωinc ≡ , u G( , ; ) ( , ; )z z xα ω ωinc ≡ , 
где G  — функция Грина неоднородной среды, со-
держащей рассеиватель: 
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Процессы многократного рассеяния внутри об-
ласти ℜ могут быть выражены сколь угодно сильно. 
Тем не менее, поскольку уравнение (5) при про-
извольном αinc является линейным относитель-
но поля u( , ; )z α ωinc , то, в свою очередь, это поле 
u( , ; )z α ωinc  линейно зависит от падающего поля 
u0 ( , ; )z α ωinc . Тем самым, между полем u( , ; )z α ωinc ,  
соответствующим произвольному αinc, и полем 
G( , ; )z x ω , соответствующим точечному излучателю, 

имеет место связь, аналогичная связи (3) между 
u0 inc( , ; )z α ω  и G0 ( , ; )z x ω :

	 u G F d( , ; ) ( , ; ) ( , ; )z z x x xα ω ω α ωinc inc= ′ ′ ′∫ 0

X

.	 (7)

Надо обратить внимание, что в ряде функцио-
нально-аналитических алгоритмов, к которым от-
носятся, в частности [2, 4–12], при решении обрат-
ной задачи рассеяния применяются так называемые 
обобщенные поля. Однако в представляемом ниже 
материале, который касается коррекции экспери-
ментальных данных (раздел 2) или пересчета их в 
амплитуду рассеяния (раздел 3), рассматриваются 
именно классические запаздывающие поля. Чтобы 
подчеркнуть это обстоятельство, в работах [2, 7, 8] 
в обозначения полей u0 , u, G0  и G  добавлялся 
верхний символ “cl”: u u0 0( , ; ) ( , ; )z zα ω α ωinc

cl
inc≡ ,  

u u( , ; ) ( , ; )z zα ω α ωinc
cl

inc≡ , G G0 0( , ; ) ( , ; )z x z xω ω≡ cl , 
G G( , ; ) ( , ; )z x z xω ω≡ cl . 

2. АЛГОРИТМ КОРРЕКЦИИ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

На практике данные рассеяния получаются с 
помощью конкретного томографического устрой-
ства, характеристики которого, в общем случае, от-
клоняются от идеальных. Например, ультразвуко-
вой медицинский томограф [1, глава 8; 13–15] пред-
назначается для диагностики мягких биотканей и, 
в первую очередь, молочной железы. В нем одним 
из видов погрешностей (неидеальностей) при по-
лучении экспериментальных данных являются так 
называемые геометрические поправки, т.е. смеще-
ния приемоизлучающих преобразователей антен-
ной решетки от их идеальных положений. Вели-
чина таких смещений может достигать ≅ ( ... )1 3  мм,  
что соизмеримо с характерной длиной волны при 
мегагерцовом диапазоне частот. Тем самым, сме-
щения необходимо предварительно найти и да-
лее учитывать на этапе обработки эксперимен-
тальных данных для обеспечения высокой разре-
шающей способности итоговых томограмм. Без 
учета смещений (а также других видов поправок, 
связанных с неидеальными условиями получения 
данных, о которых кратко будет упомянуто 
в заключении) разрешающая способность 
томограмм будет резко ухудшаться. Как следствие, 
тонкая структура рассеивателя (т.е. детали с 
характерным размером, соизмеримым с длиной 
волны и менее) не будет воспроизводиться. В то 
же время, в медицинских приложениях эта тонкая 
структура является наиболее информативной 
для целей ранней диагностики новообразований 
[1, §5.4.1, раздел 8.4; 2, раздел 16.6; 16].

В связи с обозначенной трудностью, смещения 
приемоизлучающих преобразователей и другие 
виды поправок находятся предварительно с по-
мощью специально разработанных алгоритмов 
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[1, глава 8; 17]. После этого, на этапе обработки 
экспериментальных данных с целью получения 
томограмм, можно предложить два подхода к учету 
поправок.

Первый подход предназначается для так назы-
ваемого двухшагового алгоритма восстановления 
акустических характеристик исследуемого объек-
та — неоднородных пространственных распределе-
ний скорости звука и коэффициента поглощения 
[1, §5.4.1, раздел 8.4; 15, 16]. На первом шаге этого 
алгоритма восстанавливаются крупномасштабные 
(т.е. с размером в несколько длин волн и более) 
детали неоднородностей, а на втором шаге — тон-
кая структура. Найденные поправки необходимо 
учитывать именно на втором шаге двухшагово-
го алгоритма в виде соответствующих поправок к 
временам распространения сигнала, который идет 
от эффективного центра заданного излучателя до 
текущей точки получаемого изображения r и от 
этой точки r до эффективного центра заданного 
приемника.

Второй подход обсуждается ниже. Он более 
общий в том плане, что в нем все типы поправок 
учитываются сразу путем пересчета (коррекции) 
экспериментальных данных. После этого скор-
ректированные данные, которые соответствуют 
идеальным положениям приемоизлучающих пре-
образователей, можно обрабатывать любым алго-
ритмом решения обратной задачи. Например, в 
качестве альтернативы двухшаговому алгоритму 
на этапе численного моделирования в разделе 4 
привлекается функциональный безытерационный 
алгоритм. 

Итак, в рамках второго подхода предлагается ал-
горитм коррекции данных рассеяния, разработка 
которого была начата в [18]. Он позволяет пересчи-
тать (скорректировать) данные, которые получены 
при уже известных смещенных положениях излу-
чателей и приемников, в данные при идеальных 
положениях. Данный момент важен в связи с тем, 
что в большинстве задач томографии (океан, ме-
дицина) невозможно изначально обеспечить иде-
альное расположение приемоизлучающих преоб-
разователей в строго определенных позициях. Ис-
пользуется аппарат угловых гармоник полей. Этот 
аппарат удобен вне зависимости от того, находятся 
ли идеальные положения преобразователей на кру-
говом контуре двумерного пространства (на сфе-
рической поверхности трехмерного пространства) 
или же данный контур имеет произвольную форму. 

Алгоритм коррекции будет изложен, для опре-
деленности, на примере двумерного пространства. 
В трехмерном пространстве логика и последова-
тельность действий не изменяются, а необходимые 
разложения полей в ряд можно найти, например, 
во введении к [19]. Коррекция данных рассеяния 
выполняется на каждой фиксированной частоте. 

В случае данных на разных частотах из множества 
{ω j }, каждой фиксированной частоте ω ω= j  при 
коррекции сопоставляется свое волновое число в 
фоновой среде k k cj j0 0= ≡ ω 0 .

С математической точки зрения, алгоритм кор-
рекции заключается в следующем. Рассматривают-
ся классические запаздывающие рассеянные поля: 
u u usc inc inc 0 inc( , ; ) ( , ; ) ( , ; )z z zα ω α ω α ω≡ − . Разность 
уравнений (5) и (2) дает: 

	
∇ + =

=

2
0
2u k u

v u
sc inc sc inc

inc

( , ; ) ( , ; )

( , ) ( , ; ).

z z

z z

α ω α ω
ω α ω

	 (8)

Следовательно, поля usc inc( , ; )z α ω  создаются так на-
зываемыми вторичными источниками 

	 I v u( , ; ) ( , ) ( , ; )z z zα ω ω α ωinc inc≡ ,	 (9)
которые обращаются в ноль вне области ℜ, как и 
функция рассеивателя (1): I ( , ; )z α ωinc ≡ 0 при z ∉ ℜ.  
По аналогии с (3), из (8) следует:

	 u G I dsc inc inc( , ; ) ( ; ) ( , ; )z zα ω ω α ω= − ′ ′ ′
ℜ
∫ 0 r r r .	 (10)

В двумерном случае в полярной системе коорди-
нат имеем z z z= { },φ , ′ = ′ ′{ }z z z,φ , и при z z> ′  
справедливо разложение [20, §21.8-13; 21, §3.4, 
формула (3.65)]:

	

G
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q
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z z z z
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iq φ φz z

z z
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 (11)

q = ± ±0 1 2, , , ...; Hq
( )1  — функция Ханкеля 1-го рода 

q-го порядка; Jq  — функция Бесселя q-го поряд-
ка. Тогда подстановка выражения (11) при ′ = ′z r  и 
q q≡ z в выражение (10) дает [19, введение]:

	

u

a H k iqq q
q

sc inc

inc 0

( , ; )

( ) ( ) exp( ),( )

z

z
z z

z

z z

α ω

α ω φ

=

=
=−∞

∞

∑ , 1 	 (12)

где z > ′ ∀ ′∈ ℜr r, ;

	

a

i
J k iq I d

q

q

z

z z

( )

( ) exp( ) ( , ; ) ;

α ω

φ α ω

inc

0 inc

, 

r r r

r

r

≡

≡ − ′ − ′ ′ ′

′
ℜ
∫4

== ′ ′ }{ ′ = ′ ′ ′r r r rr r, ; .φ φd d d

 (13)

По физическому смыслу, выражение (12) пред-
ставляет собой разложение рассеянного поля по 
угловым гармоникам с номерами qz = ± ±0 1 2, , , ...,  
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когда точка z лежит вне области ℜ. Это разложение 
(12) справедливо при любом падающем поле с па-
раметром αinc, поскольку оно строится на общих 
уравнениях (8) и (10), и даже ограничений на об-
ласть локализации X  первичных источников пока 
не требуется. В случае точечных излучателей (6) 
разложение (12) правомерно для любого x:

	G a H k iqq q
q

sc 0( , ; ) ( ) ( ) exp( )( )z x x z
z z

z

z zω ω φ=
=−∞

∞

∑ , 1 , (14)

где z > ′ ∀ ′∈ ℜr r, ;

G G Gsc ≡ − 0. Более того, разность (7) и (3) при про-
извольных первичных источниках F0( , ; )′x α ωinc  
приводит к связи

	 u G F dsc inc sc inc( , ; ) ( , ; ) ( , ; )z z x x xα ω ω α ω= ′ ′ ′∫ 0

X

.	 (15)

Как следствие, выражения (12) и (14) будут взаи-
мосвязаны через интегрирование с первичными 
источниками: 

	 a a F dq qz z
x x x( ) ( ) ( , ; )α ω ω α ωinc inc, ,  = ′ ′ ′∫ 0

X

;	(16)

	

u

a F dq
q

sc inc

inc

( , ; )

( ) ( , ; )

z

x x x
z

z

α ω

ω α ω

=

= ′ ′ ′











×∫

=−

, 0

X∞∞

∞

∑
× H k iqqz

z z z
( )( ) exp( ),1

0 φ

	 (17)

где z > ′ ∀ ′∈ ℜr r, .

В частности, можно рассмотреть область прие-
ма Y  (т.е. при z y= , где y ∈Y ), которая по поста-
новке задачи томографирования не пересекается с 
областью рассеяния ℜ, т.е. Y ∩ ℜ = ∅. Тогда выра-
жения (12)–(17) приобретают следующий вид при 
каждом фиксированном αinc (в общем случае) или 
фиксированном x (в случае точечного излучателя):

	

u

a H k iqq q
q

sc inc

inc 0

( , ; )

( ) ( ) exp( );( )

y

y
y y

y

y y

α ω

α ω φ

=

=
=−∞

∞

∑ , 1 	 (18)

	G a H k iqq q
q

sc 0( , ; ) ( ) ( ) exp( )( )y x x y
y y

y

y yω ω φ=
=−∞

∞

∑ , 1 , (19)

где 

	

a
i

J k iq I d

i
J

q q

q

y y

y

x( ) ( ) ) ( , ; )

(

x  r r ry r, ω φ ω= − ′ − ′ ′ ′ ≡

≡ −

ℜ
∫4

4

0  exp(

kk iq v G d0  exp(′ − ′ ′ ′ ′
ℜ
∫ r r r ry r) ) ( , ) ( , ; ) ;φ ω ωx

 (20)

	

u

a F dq
q

sc inc

inc

( , ; )

( ) ( , ; )

y

x x x
y

y

α ω

ω α ω

=

= ′ ′ ′











×∫

=−

, 0

X∞∞

∞

∑

× H k iqqy
y y y

( )( ) exp( );1
0 φ

	 (21)

y > ′ ∀ ′∈ ℜr r, ; y y y= }{ ,φ ; qy = ± ±0 1 2, , , ...

Предполагается, что условие y > ′ ∀ ′∈ ℜr r, , фи-
гурирующее в (18), (19) и (21), обеспечивается вы-
бором начала координат внутри области ℜ.

Выражения (12)–(21) можно дополнительно 
разложить по координатам первичных источников, 
создающих падающее поле. Дело в том, что в выра-
жение (13) для a qz

( )α ωinc ,  входят вторичные источ-
ники I ( , ; )r α ωinc , которые, в свою очередь, линей-
но пропорциональны полному внутреннему полю 
u( , ; )r α ωinc , r ∈ ℜ, согласно (9). Данное обстоятель-
ство позволяет использовать другие разложения по 
угловым гармоникам, получаемые заранее — раз-
ложения для u( , ; )r α ωinc , I ( , ; )r α ωinc , a qz

( )α ωinc , . 
Это, в конечном счете, позволяет преобразовать 
выражения (12), (14)–(21) для usc и Gsc. Тем самым, 
ниже приводится соответствующая последователь-
ность выкладок.

Сначала удобно рассмотреть случай точеч-
ного излучателя (6), а затем обобщить результа-
ты на случай произвольного падающего поля. В 
выражение (20) входит полное внутреннее поле 
G G G( , ; ) ( , ; ) ( , ; )r x r x r xω ω ω= +0 sc , r ∈ ℜ; для него 
ниже будет получено разложение по угловым гар-
моникам. До сих пор никакого условия на область 
излучения X  (область локализации первичных 
источников) не накладывалось, и ставилось ус-
ловие Y ∩ ℜ = ∅ только на область приема Y . Од-
нако теперь будет предполагаться, что область X   
также не пересекается с областью рассеяния ℜ, т.е. 
X ∩ ℜ = ∅. Тогда можно обеспечить выполнение 
условия x x> ∀ ∈ ∀ ∈ ℜr r, ,X ; выражение (11) для 
падающего поля при z x= , q q≡ = ± ±x 0 1 2, , , ... и 
′ =z r , где x x x= { },φ  и r r r= }{ ,φ , приобретает 

вид: 

	

G

i
H k J k iqq q

q

0

0 0

( , ; )

( ) ( ) exp[ ( )],( )

x

x x

x

x

r

x r x r

ω

φ φ

=

= − −
=−∞

∞

∑4
1  (22)

 x > r .

Выражение для рассеянного поля при тех же ар-
гументах Gsc( , ; )x r ω  получается рассмотрением 
соотношения (12) для точки наблюдения z x= ,  
когда в качестве гипотетического излуча-
теля падающего поля выступает точечный 
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излучатель вида (6), но помещенный в точку 
r ∈ ℜ :  F F0 0( , ; ) ( , ; ) ( )z z zα ω ω δinc ≡ = −r r .  Други-
ми словами, точечный излучатель как бы поме-
щается в точку r  внутри области рассеяния ℜ;  
излучаемое поле u G0 inc( , ; ) ( , ; )z zα ω ω≡ 0 r  рассе-
ивается на акустических неоднородностях вну-
три этой области ℜ; в итоге, рассеянное поле 
u Gsc inc sc( , ; ) ( , ; )z x x= ≡α ω ωr  наблюдается в точке 
z x= , находящейся вне ℜ. Такой прием возможен, 
поскольку, как отмечалось выше, выражение (12) 
справедливо при любом фиксированном падаю-
щем поле вне зависимости от области локализации 
его первичных источников. Таким образом, из (12) 
следует выражение:

	G a H k iqq q
q

sc 0( , ; ) ( ) ( ) exp( )( )x x
x x

x

x xr r  ω ω φ=
=−∞

∞

∑ , 1 , (23)

где x > r ; x > ′ ∀ ′∈ ℜr r, ;

причем, согласно (13),

a

i
J k iq v G d

q

q

x

x x

( )

( ) exp( ) ( , ) ( , ; ) .

r  

r r r r rr

, ω

φ ω ω

=

= − ′ − ′ ′ ′ ′
ℜ
∫4 0

 

Надо упомянуть, что выражение (23), так же как 
и выражение (22), справедливо для произвольных 
фиксированных точек x и r, где x > r ; при этом, 
вообще говоря, точка r  не обязательно должна 
принадлежать области рассеяния ℜ. Однако для 
всех точек внутри области рассеяния обязано вы-
полняться условие x > ′ ∀ ′∈ ℜr r, , приведенное 
в (23). Тем самым, для общности, в (23) приведе-
ны оба условия — для фиксированной точки r  и 
точек ′∈ ℜr . Когда точка r  лежит внутри ℜ (как в 
рассматриваемой задаче), условие x > r  можно не 
писать отдельно, заменив его на условие r ∈ ℜ для 
фиксированного r. 

Сумма (22) и (23) приводит к выражению для 
полного поля G G G( , ; ) , ; , ;x r x r x rω ω ω= ( ) + ( )0 sc : 

	 G C H k iqq q
q

( , ; ) ( ) ( )( )x r r  xω ω φ=
=−∞

∞

∑ x x
x

x x, 1
0  exp( ), (24)

где x > r ; x > ′ ∀ ′∈ ℜr r, ;

коэффициенты разложения в (24) имеют вид: 

C
i

J k iq aq q qx x xx( ) ( ) exp( ) ( )r  r r  r, ,ω φ ω= − − +
4 0 .

Далее используется теорема взаимности 
G G( , ; ) ( , ; )r rx xω ω= , которая правомерна для ста-
ционарных процессов в отсутствие течений. Тогда 
выражение с той же правой частью (24) имеет ме-
сто и для G( , ; )r x ω  [2, раздел 15.1; 9]:

	G C H k iqq q
q

( , ; ) ( ) ( )( )r r  xx
x x

x

x xω ω φ=
=−∞

∞

∑ , 1
0  exp( ), (25)

где x > r ; x > ′ ∀ ′∈ ℜr r, .

Это выражение (25) трактуется уже как полное 
внутреннее поле, т.е. как поле в точке r ∈ ℜ, ко-
торое создается точечным излучателем, находя-
щимся в точке x ∈ X . Таким образом, соотноше-
ние (25) представляет собой разложение полного 
внутреннего поля по угловым гармоникам с но-
мерами qx = ± ±0 1 2, , , ..., когда точка x  лежит вне 
области ℜ. 

Можно заметить, что разложение типа (25) име-
ет место и в случае нарушения теоремы взаимно-
сти из-за присутствия течений, если эти течения 
локализованы только внутри области ℜ. Это об-
условлено следующим. Пусть v( )r  — вектор ско-
рости течений в отсутствие акустической волны. 
Тогда вторичные источники, возникающие в ответ 
на падающее поле от точечного излучателя (x ∈ X ),  
имеют следующий вид [22] в терминах функции 
v( , )r ω  из (1):

	
I v i

c

G

( , ; ) ( , )
( ) ( )

( ) ( )

( , ; )

r r

r

x
r r

r r

x

ω ω ω
ρ

ρ

ω

= − ∇











×

× −

2

2

v

ii
c

G
ω ω

2( )
( ) ( , ; ) , .

r
r xv ∇ ∈ ℜr r r

 (26)

Эти вторичные источники I ( , ; )r x ω  связаны с 
внутренним полем G( , ; )r x ω  линейно, как видно 
из (26). В свою очередь, поле G( , ; )r x ω  в каждой 
фиксированной точке r  также линейно взаимос-
вязано с падающим полем G0( , ; )′′r x ω , хотя эта 
связь носит, в общем случае (когда играют роль 
процессы перерассеяния волн), интегральный 
характер по всем точкам ′′∈ ℜr  [1, раздел 5.1]. В 
результате, поле G( , ; )r x ω  и вторичные источни-
ки I ( , ; )r x ω  при фиксированном r  зависят от зна-
чений G0( , ; )′′r x ω  ( ′′∈ ℜr ) линейно-интегральным 
образом. В то же время, поскольку ′′∈ ℜr  и x ∈ X ,  
то для падающего поля, которое задается в фоно-
вой среде без течений, имеет место соотношение 
G G0 0( , ; ) ( , ; )′′ = ′′r rx xω ω  и разложение типа (22). 
Как следствие, разложения типа (25) будут иметь 
место для G( , ; )r x ω  и I ( , ; )r x ω , а также для

G G I dsc( , ; ) ( ; ) ( , ; )r r r r rx xω ω ω= − ′ ′ ′
ℜ
∫ 0

и a qy
( )x  , ω , хотя в выражении (20) вторичные 

источники I ( , ; )′r x ω  будут иметь вид (26) вместо 

	 I v G( , ; ) ( , ) ( , ; )r r rx xω ω ω= 	 (27)

в отсутствие течений. 
Итак, в отсутствие течений, подстановка выра-

жения (25) для G( , ; )r x ω  в (20) с учетом (27) дает:
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a
i

J k iq v G dq qy y
x  r r r ry r( ) ( ) ) ( , ) ( , ; ), ω φ ω ω≡ − ′ − ′ ′ ′ ′ =

=

ℜ
∫4 0  exp( x

−− ′ − ′ ′ ′ ′










ℜ
∫i

J k iq v C dq q4 y x
r r r  ry r( ) ) ( , ) ( )0  exp( φ ω ω,

qq
qH k iq

x
x

x x x
=−∞

∞

∑ ( )( )1
0  exp( ),φ

	
	

т.е. 

	 a b H k iqq q q
q

qy x
x

x
x  x x x( ) ( ) ( )( ), ω ω φ=

=−∞

∞

∑ y

1
0  exp( ); 	 (28)

 x > ′ ∀ ′∈ ℜr r, .

Здесь 

	 b
i

J k iq v C dq q q qy x y x
r r r  ry r( ) ( ) ) ( , ) ( )ω φ ω ω≡ − ′ − ′ ′ ′ ′

ℜ
∫4 0  exp( , 	

– коэффициенты разложения, которые зави-
сят от частоты и от номеров угловых гармоник. В 
свою очередь, разложение (28) можно подставить 

в (16) и получить разложение для коэффициентов 

a qy
( )α ωinc ,  при произвольном падающем поле:

	
a b H k iq Fq q q

q
qy y

x( ) ( ) ( ) ( ,( )α ω ω φinc 0  exp( ), x
x

x
x x x= ′ ′ ′

=−∞

∞

∑ 1
0 αα ω

φ

inc; ) ;

, , ; , .

d ′












′ > ′ ∀ ′∈ ℜ ∀ ′ ∈ ′ = ′ ′{ }

∫ x

x x x x x

X

Xr r

	 (29)

Подстановка разложений (28) или (29) в (12), 
(14), (17)–(19) и (21) приводит к разложени-
ям для рассеянных полей при соответствующих 
значениях аргументов. Например, подстановка 

разложения (28) в (19) и (21) приводит, соответ-
ственно, к итоговым выражениям для наблюдае-
мых рассеянных полей (y ∈Y ) в случае точечного 
излучателя (x ∈ X ):

	
G b H k H kq q

qq
q qsc 0 0  e( , ; ) ( ) ( ) ( )( ) ( )y x

y

y
y

ω ω=
=−∞

∞

=−∞

∞

∑∑ x
x

x
x y1 1 xxp( ) exp( );iq iqx x

r x r r

φ φy y

y > > ∀ ∈ ℜ, , ;

	 (30)

и в случае произвольного падающего поля: 

	
u b H k iqq q

qq
qsc inc 0 exp(( , ; ) ( ) ( )( )y

y

y

α ω ω φ= ′ ′
=−∞

∞

=−∞

∞

∑∑ x
x

x
x x x

1 ))   exp( );inc 0F d H k iqq0
1( , ; ) ( )

,

( )′ ′












>

∫ x x

y

y y yα ω φ
X

y

r ′′ > ∀ ∈ ℜ ∀ ′ ∈ ∀ ∈x r r, , , .x yX Y

 (31)

С физической точки зрения, выражение (30) пред-
ставляет собой разложение рассеянного поля по 
двойным угловым гармоникам

	 ��G q q b H k H kq q q qsc 0 0 ( , ; , ; ) ( ) ( ) ( )( ) ( )y x x yy x xx y y
ω ω≡ 1 1 ; 

(32)
q qx y, , , , ...= ± ±0 1 2 .

Надо еще раз обратить внимание, что для пра-
вомерности соотношений (30) и (31) необходимо 
только обеспечить выполнение условий

y > r ,     x r> , ∀ ∈ ℜr , ∀ ∈x X , ∀ ∈y Y .

Такое обеспечение достигается соответствующим 
выбором начала координат внутри области ℜ, ког-
да x  y, ∉ ℜ.

Таким образом, согласно (30) и (31), знание ко-
эффициентов bq qy x

( )ω  позволяет найти рассеянные 
поля Gsc( , ; )y x ω  или usc inc( , ; )y α ω  для произвольных 
точек вне области рассеяния x  y, ∉ ℜ. Это обстоя-
тельство позволяет предложить алгоритм пересче-
та (коррекции) полей, измеренных при определен-
ных положениях излучателей и приемников, в поля 
при других положениях излучателей и приемников. 
Суть алгоритма коррекции излагается ниже сначала 
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на примере случая точечных излучателей, а потом 
дается его обобщение на случай произвольного па-
дающего поля в силу связи (15) между usc inc( , ; )y α ω  
и Gsc( , ; )y x ω .

Пусть из эксперимента известны рассеянные поля 
Gsc

ex ex( , ; )y y x x= = ω , которые измерены для дис-
кретных наборов положений излучателей xex{ } и по-
ложений приемников yex{ }, находящихся вне области 
рассеяния ℜ: xex ∈ X , yex ∈Y  (т.е. заведомо xex ∉ ℜ,  

yex ∉ ℜ), где x x x
ex ex ex= }{ ,φ , y y y

ex ex ex= }{ ,φ . 

Область излучения X  и область приема Y  могут как 
не совпадать друг с другом, так и совпадать. 

В частном случае, когда все излучате-
ли и все приемники располагаются на идеаль-
ных окружностях с соответствующим радиусом 
x ≡ const и y ≡ const , имеем: x x x x

ex ≡ = }{ ,φ , 

y y y y
ex ≡ = }{ ,φ . Тогда коэффициенты bq qy x

( )ω  
могут быть найдены двойным фурье-преобразова-
нием (по углам φy и φx) поля Gsc( , ; )y x ω . А именно, 
из вида выражения (30) следует:

	

b H k H k

d d G

q q q qy y

y

x x
x y

y x

( ) ( ) ( )

( )
(

( ) ( )ω

π
φ φ

π π

1 1

2
0

2

0

2
1

2

0 0

sc

 =

= ∫ ∫ ,, ; ) ;x

y

yω φ φ exp( ) exp( )

const, const .

− −

≡ ≡

iq iqx x y

x

	 (33)

Поскольку излучатели и приемники нахо-
дятся вне области рассеяния ℜ, сомножитель 
H k H kq qx

x y( ) ( )( ) ( )1 1
0 0 

y
 не принимает слишком ма-

лые значения. В то же время, из (12) при z y=  и 
произвольном падающем поле следует: 

a H k

u iq d

q qy y

y y

( ) ( )

( , ; )

( )α ω

π
α ω φ φ

inc 0

sc inc

 

exp( )

, y

y y

1

0

2
1

2

=

= −
ππ

∫ ,

y ≡ const.
Однако в общем случае точки излучения xex ∈ X  

и точки приема yex ∈Y , при которых формиру-
ются и измеряются экспериментальные данные, 
смещены относительно их идеальных положений. 
Например, эти точки могут лежать на некоторой 
“деформированной” окружности или даже на кон-
турах произвольной формы (рис. 1). Тогда коэф-
фициенты bq qy x

( )ω  могут быть найдены из системы 
линейных уравнений (30). Эта система решается 
при каждой фиксированной частоте ω и получает-
ся перебором точек xex и yex, для которых известны 
рассеянные поля Gsc

ex ex( , ; )y x ω :

	
B q q b
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qq
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здесь 
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= 1 1 xx ex) exp( ).iqy yφ

Естественно, что общее количество и характер дис-
кретизованных данных Gsc

ex ex( , ; )y x ω  должны обе-
спечивать единственность решения системы (34).

В случае избыточных или зашумленных данных 
ищется МНК-решение системы (34), которое удов-
летворяет следующей системе уравнений: 

	
B B q q q q b
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ω ω
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R0

yex

xex

0

R

r

X или Y
Рис. 1. Геометрия процесса получения экспериментальных 
данных. “Деформированный” контур, на котором распо-
лагаются излучатели или приемники в реальном экспери-
менте, изображен сплошной толстой линией; идеальный 
контур изображен пунктирной линией.
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где B+ — матрица, эрмитово сопряженная к B. 

Учитывая свойство H k H kq qx x
x x( )

*
( )( ) ( )1 2

0
ex

0
ex{ } =  

и H k H kq qy y
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*
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0

ex
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exy y{ } = , имеем:
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 (37)

Когда k q0
exx x>>  и k q0

exy x>> , можно вос-
пользоваться асимптотикой функций Ханкеля (при 
необходимости можно учесть последующие члены 
асимптотики):
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	 при k q0
exx x>> ;	 (38)

аналогично для H kqy

( )( )1
0

exy . Если асимптоти-
ка (38) выполняется для всех учитываемых номеров 
угловых гармоник qx  и qy , включая самые высо-
кие, то выражения (36) и (37) приобретают вид:
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 (40)

Однако, в общем случае, асимптотика (38) и, сле-
довательно, выражения (39) и (40) имеют место не 
всегда. 

В ряде случаев вместо единой системы (34) или 
(35) можно решать совокупность систем мень-
шей размерности. А именно, с точки зрения раз-
мерности решаемых систем уравнений, удоб-
нее сначала найти совокупность коэффициентов  

a q
qy

y
x  ( )ex , ω{ } . Эти коэффициенты находятся из 

системы линейных уравнений (19). Система полу-
чается при каждой фиксированной частоте ω пере-
бором точек приема y y= ex  и решается при каждом 
фиксированном положении излучателя x x= ex:

	

H k iq

a G

q
q

q

y
y

y

y

y x

( ) ( )

( ) ( ,

1

=−∞

∞

∑ ×

× =

0
ex ex

ex
sc

ex ex

 exp( )y

x  

yφ

ω, ;; ) ;

, ,

ω

yex ex> ∀ ∈ ℜ ∀ ∈r r y Y .

	 (41)

Далее на основе уже известных значений a qy
( )xex ,ω  

находятся коэффициенты bq qy x
( )ω . Они являются 

решением системы линейных уравнений (28), по-
лучающейся перебором x x= ex и решаемой при ка-
ждом фиксированном qy:

H k iq b aq
q

q q qx
x

x y
x x  x x
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∞

∑ =0
ex ex ex exp( )φ ω ω

y
, ;

	  xex ex> ∀ ∈ ℜ ∀ ∈r r x, , X . 	 (42)

Опять же предполагается, что исходных данных для 
решения систем (41) и (42) достаточно, и в случае 
избыточных или зашумленных данных можно рас-
сматривать МНК-решение. Однако такая ситуация 
имеет место не всегда, что обсуждается ниже при 
численном моделировании (раздел 4). 

Наконец, уже известные коэффициенты bq qy x
( )ω  

позволяют опять использовать соотношение (30), 
однако теперь для вычисления полей Gsc( , ; )y x ω  
при тех идеальных положениях преобразователей 
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x и y, которые будут использоваться на этапе вос-
становления характеристик исследуемого объекта. 
Например, входные данные для двумерного функ-
ционального алгоритма Новикова [2, главы 16–19; 
4–6, 9, 10], строго учитывающего эффекты много-
кратного рассеяния волн, в случае точечных прие-
моизлучающих преобразователей [2, глава 20; 7, 8] 
формируются для идеальной окружности радиуса 
R0: x y= =  R0  (рис. 1). Тогда (30) приобретает 
вид
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 (43)

В это выражение входят двойные угловые гармони-
ки, соответствующие данной идеальной окружно-
сти: согласно (32),

��G R q R q
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Таким образом, в основе алгоритма коррек-
ции данных рассеяния в виде (34) и (43) или же в 
виде (41)–(43) лежит тот факт, что коэффициенты 
bq qy x

( )ω  не зависят от конкретных значений точек 
излучения x  и точек приема y, которые находятся 
вне области рассеяния ℜ.

Обобщение изложенного алгоритма коррек-
ции экспериментальных данных на случай про-
извольного падающего поля заключается в сле-
дующем. Пусть из эксперимента известны рассе-
янные поля usc

ex
inc inc

ex( , ; )y y= =α α ω . Эти поля 
измеряются для набора падающих полей, описы-
ваемых индексами αinc

ex{ }, и набора положений 

точек приема yex{ }, где yex ∈Y ; y y y
ex ex ex= }{ ,φ .  

Падающее поле, соответствующее фиксирован-
ному индексу αinc

ex , создается за счет совокупно-
сти неидеальных положений ′ ∈x ex X  первичных 

источников F0( , ; )′x ex
inc
exα ω , где ′ = ′ ′ }{x x x

ex ex ex, φ .  
Естественно, что значения ′ ∈x ex X , для которых 
F0 0( , ; )′ ≠x ex

inc
exα ω , зависят от конкретного падаю-

щего поля, т.е. от значения αinc
ex . Штрих в обозначе-

нии координат вектора ′x ex  здесь используется для 
отличия от фиксированного точечного излучателя 
с радиус-вектором xex. В то же время, рассматри-
ваются отдельные точки приема yex . В случае ис-
пользования неточечных приемников в приводи-
мых ниже выражениях (44) и (45) надо заменить 
yex  на ′y ex и проинтегрировать (с соответствующи-
ми весовыми коэффициентами) по точкам ′{ }y ex ,  

принадлежащим поверхности каждого фиксиро-
ванного приемника. 

Обобщение системы (34) на случай произволь-
ного падающего поля непосредственно вытекает из 
связи (15) между usc inc( , ; )y α ω  и Gsc( , ; )y x ω  или из 
вида выражения (31):
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	 (44)

Система линейных уравнений (44) получается 
перебором падающих полей (индекс αinc

ex ) и пе-
ребором точек приема yex , для которых известны 
рассеянные поля usc

ex
inc
ex( , ; )y α ω . Коэффициенты 

bq qy x
( )ω  находятся решением этой системы (44) 

при каждой фиксированной частоте ω.
Эти же коэффициенты bq qy x

( )ω  можно находить 
в два этапа, по аналогии с (41) и (42). Так, из (18) 
при y y= ex и α αinc inc

ex=  перебором точек yex  полу-

чается система для нахождения a q
qy

y
 ( )α ωinc

ex ,{ }  при 

каждом фиксированном αinc
ex :
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Далее по уже известным a qy
( )α ωinc

ex ,  находятся 
коэффициенты bq qy x

( )ω . Соответствующая систе-
ма линейных уравнений (29) получается перебором 
α αinc inc

ex=  и решается при каждом фиксированном qy:
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В частности, для точечных излучателей вида (6), 
находящихся в точках xex, имеем F0( , ; ) ( )′ = ′ −x xex

inc
ex ex exα ω δ x

F0( , ; ) ( )′ = ′ −x xex
inc
ex ex exα ω δ x , и выражения (44)–(46) переходят в 

(34), (41), (42). 
В итоге, коэффициенты bq qy x

( )ω , уже извест-
ные из (44) или из (45) и (46), позволяют опять 

использовать соотношение (31). Это соотношение 
теперь привлекается уже для вычисления полей 
usc inc( , ; )y α ω  при желаемых идеальных положениях 
первичных источников ′ ∈x X 0 (создающих падаю-
щее поле с индексом αinc) и идеальных положениях 
приемников y ∈Y 0:
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Итак, алгоритм коррекции данных рассеяния в 
случае произвольных падающих полей имеет вид 
(44) и (47) или же вид (45)–(47). В частности, для 
точечных излучателей (6), находящихся в точках x, 
имеем F0( , ; ) ( )′ = ′ −x xα ω δinc x . 

3. РАСЧЕТ КЛАССИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДЫ 
РАССЕЯНИЯ НА ОСНОВЕ ДАННЫХ  

ОТ ТОЧЕЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ
Для ряда алгоритмов решения обратной зада-

чи рассеяния — например, для функционально-а-
налитических алгоритмов [2, 4–12] — в качестве 
входных данных используются не рассеянные поля 
в точках приема, а значения комплексной амплиту-
ды рассеяния f ( , ; )k l ω . Здесь k  — волновой вектор 
плоской волны u u i0 0( , ; ) ( , ; ) exp( )z z k k zα ω ωinc ≡ = , 
падающей на область ℜ; l  — волновой вектор при-
ема рассеянной волны в дальней зоне; k = =l k0. 
Тогда в рассматриваемом двумерном случае полное 
поле u( , ; )z k ω  в точке z y=  в дальней зоне (т.е. при 
y → ∞) связано с f ( , ; )k l ω  следующим образом: 
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	 (48)

С другой стороны, рассеянные поля Gsc( , ; )y x ω  или 
usc inc( , ; )y α ω  для произвольных точек вне области 
рассеяния x y, ∉ ℜ могут быть представлены в виде 
двойного ряда по угловым гармоникам с помощью 
коэффициентов bq qy x

( )ω , согласно (30) или (47). 
Исходя из этих представлений, ниже будет полу-
чено соотношение типа (30), однако теперь для 
искомых значений амплитуды рассеяния f ( , ; )k l ω ,  
которые можно будет вычислять через предвари-
тельно найденные коэффициенты bq qy x

( )ω . Для 
определенности по-прежнему будет рассматри-
ваться двумерное пространство. Логика получения 

аналогичных соотношений в трехмерном про-
странстве не изменяется. 

Для получения связи между f ( , ; )k l ω  и ко-
эффициентами bq qy x

( )ω  удобно взять за ос-
нову соотношение (30), которое справедли-
во для рассеянных запаздывающих полей 
G G Gsc 0( , ; ) ( , ; ) ( , ; )y x y x y xω ω ω≡ −  в случае точечных 
излучателей и приемников, находящихся в произ-
вольных точках вне области рассеяния x y, ∉ ℜ: 

	

G G

b H k

H

q q
qq

q

q

( , ; ) ( , ; )

( )( )

y x y x

y

y

y

ω ω

ω

= +

+ ( ) ×

×

=−∞

∞

=−∞

∞

∑∑
0

0x
x

x
x1

(( )( )

, , ;

, , ,

1 k iq iq0 exp( ) exp( );y

r x r r

y y

x x

y

φ φ

φ φ

y y

x

y

x x

> > ∀ ∈ ℜ

= { } = }}{ .

	 (49)

Для того чтобы сопоставить друг с другом выражения 
(49) и (48), в соотношении (49) необходимо предва-
рительно выполнить два асимптотических перехо-
да. Первый переход — от падающего поля G0( , ; )y x ω ,  
которое создается точечным излучателем с ради-
ус-вектором x, к плоской волне. Второй переход — 
от поля, которое принимается в точке y на конеч-
ном расстоянии от области рассеяния ℜ, к полю 
в точке y в дальней зоне. Эти переходы позволят 
получить из (49) асимптотическое выражение для 
Gsc( , ; )y x ω  при x → ∞ и y → ∞, сравнить его с (48) 
и, тем самым, найти взаимосвязь между f ( , ; )k l ω  и 
bq qy x

( )ω . Более точно, с физической точки зрения, 
приближение дальней зоны применимо уже при 

x
r>> ( )2 2

0λ
 (по излучению) и y

r>> ( )2 2

0λ
 (по прие-

му), ∀ ∈ ℜr  [19, раздел 1.3], где λ π0 02= k  — длина 
волны в фоновой среде на частоте ω.

Для выполнения первого предельного пе-
рехода  — от падающей цилиндрической волны 
G0 ( , ; )z x ω  к падающей плоской волне — рассматри-
вается асимптотика функции Грина однородного 
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пространства в дальней зоне по точке излучения 
x → ∞:

G
i

H k

i ik

k

0 0( , ; ) ( )

exp
e

( )z x z

x

x

x

x

ω

π

= − −  →

 → − + ( )
→∞
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4

1

4

0
1

0

0

x

xxp .−






ik0
x
x

z

В этом выражении последний сомножитель 

u k ik0 0 0z k
x
x

x
x

z, ; exp= −






≡ −






ω

соответствует полю плоской волны, которая рас-

пространяется в направлении − x
x

 и имеет вол-

новой вектор k x
x

= −k0 . С другой стороны, поле 
в присутствии рассеивателя зависит от падающе-
го поля линейно, несмотря на возможное много-
кратное рассеяние волн. Тем самым, для перехода 
от поля G( , ; )y x ω , которое соответствует падающей 
волне G0 ( , ; )y x ω  от точечного излучателя, к полю 

u ky k
x
x

, ;= −




0 ω , которое соответствует падаю-

щей плоской волне u k0 0y k
x
x

, ;= −






ω , соотноше-

ние (49) для G( , ; )y x ω  надо умножить на 

u k

G i
k ik

0 0

0
0 0

4
1
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lim ( , ; )
exp

= −

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
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= −
+

−( )
→∞

ω

ω
π

и рассмотреть предельный переход x → ∞. Это 
приводит к выражению:
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 exp( ) exxp( ) ;iqy y

y

φ }
> ∀ ∈ ℜr r, .

	(50)

Функции Ханкеля H kqx
x( )( )1

0  при каждом фиксиро-
ванном qx и x → ∞ имеют асимптотику вида (38), 

где exp ( )−





= −i
q i qπ

2 x
x :

	 H k
i

k
i ikq

q

x
xx

x
x

x
( )( ) ( ) exp1

0
0

1
0 →∞ → − − ( )

π
. (51)

Тогда (50) приобретает вид: 
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i b iq q
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q
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, ; exp( )

( )( )
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	 (52)

y > ∀ ∈ ℜr r, .

Второй асимптотический переход — в дальнюю 
зону по точке приема y. По аналогии с (51), имеем:

	 H k
i

k
i ikq

q

y

yy
y

y
y

( )( ) ( ) exp1

0
0

1
0 →∞ → − − ( )

π
. (53)

Подстановка (53) в (52) дает:
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	 (54)

Сравнение соотношений (48) и (54) приводит к ис-
комому выражению для амплитуды рассеяния че-
рез коэффициенты bq qy x

( )ω : 
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i b
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x y
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× exp( ) exp( ).iq iqx x y y

	  (55)

Остается сопоставить полярные углы φx  и φy , 
которые характеризуют направления единичных 

векторов x
x

= { }1, φx  и y
y y= { }1, φ , с полярны-

ми углами φ и ′φ , которые характеризуют вектор 

падения k
x
x

≡ − = { }k k0 0,φ  и вектор рассеяния 

l ≡ = ′{ }k k0 0
y
y

,φ . Поскольку направления векто-

ров k  и x  противоположны, а векторы l  и y сона-
правлены, то 

	 φ φ π= +x ,  ′ =φ φy.	 (56)
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Тем самым, выражение (55) для f f( , ; ) ( , ; )k l ω φ φ ω≡ ′  
с учетом преобразования 

 

exp( ) exp( )

exp{ )} exp( )
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iq iq

iq iq

iq

x x

x

φ φ

φ π φ
y y

y
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=

= − ′ =

= −

(

( )1 qq iqxφ φ) exp( )y ′
принимает окончательный вид:
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x

 eexp( ) exp( );iq iqxφ φy ′

	 (57)

k = { }k0,φ , l = ′{ }k0,φ .

Из соотношения (57), в частности, вытекает 
связь между двойным угловым спектром амплиту-
ды рассеяния

	

��f q q

f iq iq d

( , ; )

( )
( , ; )

′ =

= ′ − − ′ ′∫∫

ω

π
φ φ ω φ φ φ

ππ
1

2 2
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2

0

2

exp( ) exp( ) dd

q q
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′ = ± ±
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, , , , ... ,0 1 2

 (58)

и коэффициентами bq qy x
( )ω . Так, поскольку 

	f f q q iq iq
q q

( , ; ) ( , ; ) exp( ) exp( )φ φ ω ω φ φ′ = ′ ′ ′
′=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑ �� , (59)

то сравнение (57) и (59) дает:

	 ��f q q q q i i bq q
q q( , ; ) ( ) ( )= ′ = = − −x y

x y
y x

ω
π

ω4
2

.	(60)

Надо отметить, что в [23] приведены соотно-
шения, позволяющие пересчитывать данные рас-
сеяния (в виде рассеянных полей или амплитуды 
рассеяния) из одного вида в другой. Так, можно 
рассчитать данные, которые соответствуют пада-
ющей плоской волне, на основе известных дан-
ных рассеяния, которые соответствуют падающей 
волне от точечного излучателя. Наоборот, можно 
рассчитать данные в случае точечного излучателя 
на основе известных данных в случае падающей 
плоской волны. В то же время, предложенная ме-
тодика позволяет вычислять рассеянные поля или 
амплитуду рассеяния на основе коэффициентов 
bq qy x

( )ω . Эти коэффициенты, в свою очередь, нахо-
дятся с помощью регистрируемых полей при про-
извольном виде падающих полей. В частности, ис-
ходными данными могут служить рассеянные поля 
Gsc( , ; )y x ω , соответствующие точечным излучате-
лям и приемникам. Альтернативный алгоритм вы-
числения амплитуды рассеяния f ( , ; )φ φ ω′  на основе 

известных полей Gsc( , ; )y x ω , предлагался в [11, 12]. 
При этом поля Gsc( , ; )y x ω  измеряются на замкну-
том контуре (в двумерном случае) или замкнутой 
поверхности (в трехмерном случае) произвольной 
формы, которые окружают область томографиро-
вания со всех сторон. Данный алгоритм был чис-
ленно промоделирован в [2, глава 20; 7, 8] для кон-
тура в виде окружности. 

В ряде задач может оказаться полезной связь 
между пространственным спектром �I  вторичных 
источников (9), когда �I  рассматривается на окруж-
ности Эвальда l = k0, т.е. между

	�I k I ik dl =






≡ ′ − ′




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′
ℜ
∫0 0

y
y

y
y

, ; ( , ; )expα ω α ωinc incr r r , (61)

и коэффициентами разложения a qy
( )α ωinc , , кото-

рые присутствуют в (18) и были введены в (12), (13). 
Искомая связь при каждом фиксированном падаю-
щем поле вытекает из рассмотрения соотношений 
(10) и (12) или (18) в дальней зоне по z y= , т.е. при 
y → ∞ . А именно, при каждом фиксированном 
′ ∈ ℜr  имеет место асимптотика:
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Подстановка этой асимптотики в (10) при z y=  
дает:
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 (62)

где �I ( , ; )l α ωinc  определено в (61). Выражение (62) 
приведено, например, в [1, раздел 5.3].

С другой стороны, подстановка соотношения 
(53) в (12) при z y= , т.е. в (18), дает:
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Тогда из сопоставления правых частей выражений 
(62) и (63) следует искомая связь:
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здесь qy = ± ±0 1 2, , , ...   , l = ′{ }k0,φ , y y y= }{ ,φ , 
причем ′ =φ φy, согласно (56). Из (64) следует, что
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т.е. 
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 (65)

После нахождения коэффициентов a qz
( )α ωinc , , со-

отношение (12) позволяет рассчитать рассеянное 
поле usc inc( , ; )z α ω  уже в произвольной точке z вне 
области рассеяния ℜ.

Сочетание выражений (65) и (12) может ока-
заться полезным, например, при решении прямой 
задачи рассеяния [1, раздел 5.3; 24, 25]. А именно, 
пусть значения �I ( , ; )l α ωinc  уже известны из реше-
ния прямой задачи — они могут быть рассчитаны 
из вторичных источников на основе (61) или полу-
чены интерполяцией на основе дискретных значе-
ний пространственного спектра вторичных источ-
ников [1, раздел 5.3]. Тогда соотношения (65) и (12) 
позволяют рассчитать поля в произвольных точках 
приема, лежащих вне области ℜ. 

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
В предложенном алгоритме коррекции данных 

рассеяния (44), (47) или же (45)–(47) падающие 
(зондирующие исследуемый рассеиватель) поля 

могут быть произвольными. В то же время, в уль-
тразвуковом томографе [1, глава 8; 13–15] исполь-
зуются цилиндрические приемоизлучающие пре-
образователи, эквивалентные в двумерной задаче 
квазиточечным преобразователям. Тогда из экспе-
римента известны рассеянные поля Gsc

ex ex( , ; )y x ω ,  
измеренные для дискретных наборов положений 
излучателей xex{ } и приемников yex{ }, причем об-
ласть излучения X  и область приема Y  совпадают: 
xex ex, y ∈Y . Эта область Y  представляет собой “де-
формированную” окружность, поскольку реаль-
ные положения приемоизлучающих преобразова-
телей отклоняются от их положений на идеальной 
окружности радиуса R0 (рис. 1). Именно для этого 
варианта томографической схемы было выполнено 
численное моделирование. 

Был задан двумерный рефракционно-погло-
щающий рассеиватель v( , )r ω . Согласно соотноше-
нию (1), в случае постоянной плотности ρ ≡ const,  
действительная часть функции рассеивателя 
(рис. 2а) формируется за счет неоднородностей ско-
рости звука, а мнимая часть (рис. 2б) — за счет по-
глощения. Для определенности при моделировании 
задавались параметры, близкие к используемым 
в томографической установке [1,  глава 8; 13–15]:  
характерная частота 1.25  МГц при моделирова-
нии в монохроматическом режиме, c0 1500=  м/с;  
следовательно, длина волны в фоновой сре-
де λ0

31 2 10= × −.  м. Рассеиватель был полно-
стью локализован внутри круга радиуса 60 0λ . Тем 
самым, линейный размер рассеивателя около 
120 0 140λ ≈ .  м был близок к размеру при томогра-
фировании мягких биотканей человека. 

Волна, проходя через рассеиватель вдоль траек-
тории lℜ, приобретает дополнительный набег фазы 

(a) (б)
Re v(r) Im v(r)
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Рис. 2. Общий вид (а) — действительной и (б) — мнимой частей рефракционно-поглощающего рассеивателя v 
(дополнительный набег фазы волны за счет неоднородностей скорости звука меняется от −0.67π до 1.23π; макси-
мальное амплитудное поглощение в рассеивателе — в 37 раз).
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∆ ∆ψ ω ω ω≡ −





=
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∫ ∫c c
dl

c
c

c
dl

l l
0 0( )

( )
( )r

r
rr r,

где ∆c c c( ) ( )r r≡ − 0, dlr  — длина элемента траекто-
рии в окрестности точки r. На участках с положи-
тельным контрастом скорости звука ∆c c( )r 0 0>  
(тогда Re v > 0) создается ∆ψ > 0; на участках с отри-
цательным контрастом ∆c c( )r 0 0<  (тогда Re v < 0)  
создается ∆ψ < 0. При переборе траекторий lℜ, со-
ответствующих различным сечениям y = const и 
сечениям x = const заданного рассеивателя, мак-
симальный положительный набег ∆ψ π≈ 1.23  соз-
дается неоднородностями ∆c c( )r 0 0>  сечения 
x = 14 5 0. λ . Наибольший (по абсолютному значе-
нию) отрицательный набег ∆ψ π≈ −0.67  создается 
неоднородностями ∆c c( )r 0 0<  сечения x = 25.25λ0.  
Максимальное суммарное поглощение проис-
ходит вдоль сечения y = 0; оно приводит к весь-
ма сильному затуханию амплитуды волны — в 

exp ( , )α ωr r

l

dl

ℜ

∫












 ≈ 37  раз. Приведенные значения 

дополнительных набегов фазы и поглощения сви-
детельствуют, что эффекты многократного рассе-
яния волн внутри рассматриваемого рассеивателя 
выражены очень сильно. Тем самым, адекватное 
восстановление оценки v�( , )r ω  функции рассеи-
вателя v( , )r ω  возможно только при учете этих эф-
фектов многократного рассеяния. С такой целью 
использовался двумерный функциональный алго-
ритм [2, глава 18; 4–8, 10]. 

Численное моделирование принимаемых рас-
сеянных полей Gsc

ex ex( , ; )y x ω , которые выступа-
ют в роли экспериментальных данных рассеяния, 
может быть выполнено одним из строгих методов 
решения прямой задачи [1, раздел 5.3; 24, 25]. Для 
восстановления рассматриваемого рассеивателя 
предполагалось, что антенная решетка неподвиж-
на и содержит 750 преобразователей. Каждый из 
преобразователей выступал в роли как излучателя, 
так и приемника. В идеальном случае эти приемо-
излучающие преобразователи располагаются рав-
номерно с угловым шагом ∆φ π0 = 2 750 на окруж-
ности радиуса R0 0128= =0.1536 м λ . Смещения 
преобразователей от их идеальных положений 
задавались случайным образом. Полагалось, что 
смещение от идеальной окружности вдоль радиу-
са лежит в пределах ±2 0λ , а смещение по углу — в 
пределах ±0 3. ∆φ0. Это сильные смещения, но они 
отражают возможную практическую ситуацию. 
Тем самым, данные рассеяния Gsc

ex exy x, ;ω( ) ока-
зываются из-за смещений искаженными, по срав-
нению со случаем несмещенных преобразователей. 
Введенные смещения мало влияют на абсолютные 
значения рассеянного поля Gsc

ex ex( , ; )y x ω , в то 
время как искажения поля Gsc

ex ex( , ; )y x ω  по фазе 

очень сильны. Чтобы проиллюстрировать прин-
ципиальную необходимость коррекции входных 
данных Gsc

ex ex( , ; )y x ω  с учетом смещений преоб-
разователей на этапе восстановления рассеивате-
ля, никакие другие помехи (в том числе, шумовые) 
не привносились. 

Сначала рассеиватель восстанавливался по по-
лям Gsc

ex ex( , ; )y x ω , которые были получены при 
смещенных преобразователях, но не были скор-
ректированы (рис. 3). Тогда нескорректированные 
данные Gsc

ex ex( , ; )y x ω  на этапе восстановления 
формально предполагались как бы идеальными дан-
ными Gsc( , ; )y x ω  при x ≡ R0 и y ≡ R0, и коэффици-
енты bq qy x

( )ω  формально вычислялись из соотноше-
ния (33). После этого амплитуда рассеяния f ( , ; )φ φ ω′  
вычислялась из (57), а ее двойной угловой спектр 
��f q q( , ; )′ ω  (рис. 3а) — из (58) или (60). Для варианта 
функционального алгоритма [10], использованного 
при численном моделировании на этапе восстанов-
ления рассеивателя, требовалось также вычислить 
одинарный угловой спектр амплитуды рассеяния 
при каждом фиксированном угле φ:

	
�f q f iq d

q

( , ; ) ( , ; ) ,

, , , ... .

φ ω
π

φ φ ω φ φ
π

′ = ′ − ′ ′ ′

′ = ± ±

∫1
2

0 1 2
0

2

 exp( )
 (66)

В итоге, оценка рассеивателя v�( , )r ω , восстанов-
ленная на основе такой амплитуды рассеяния в 
монохроматическом режиме без коррекции полей, 
полностью разваливается. Так, одно из сечений ис-
тинного рассеивателя и его восстановленной оцен-
ки приведено для примера на рис. 3б, 3в. 

С другой стороны, к тем же самым исходным по-
лям Gsc

ex ex( , ; )y x ω  при смещенных преобразователях 
(опять же в отсутствие иных помех) была применена 
коррекция. Процедура коррекции использовалась в 
форме (41)–(43), поскольку для рассматриваемого 
рассеивателя заданное количество преобразователей 
было достаточно для нахождения коэффициентов 
a qy

( )x  ex , ω  из (41) и потом коэффициентов bq qy x
( )ω  

из (42). После нахождения коэффициентов bq qy x
( )ω ,  

скорректированные входные данные для восста-
новления рассеивателя могут быть сформированы в 
любой форме: скорректированные поля Gsc( , ; )y x ω  
вычисляются из (43) при x y= = R0; амплитуда 
рассеяния f ( , ; )φ φ ω′  — из (57), ее одинарный угло-
вой спектр �f q( , ; )φ ω′  – из (66), и ее двойной угловой 
спектр ��f q q( , ; )′ ω  — из (58) или (60). 

Входными данными для используемого алгорит-
ма [10] теперь служили скорректированные поля  
Gsc( , ; ).y x ω  Коэффициенты bq qy x

( )ω  вычислялись 
опять же из (33), f ( , ; )φ φ ω′  – из (57), �f q( , ; )φ ω′  – из 
(66), ��f q q( , ; )′ ω  из (58). Так, двойной угловой спектр 
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амплитуды рассеяния ��f q q( , ; )′ ω , полученный в ре-
зультате коррекции данных в отсутствие шумовых 
помех, представлен на рис. 4а. Данный спектр хо-
рошо спадает практически до нулевых значений 
при высоких угловых гармониках. Это свидетель-
ствует о том, что использованное количество пре-
образователей достаточно для получения полной 
информации о томографируемом рассеивателе, 
т.е. набор исходных данных Gsc

ex ex( , ; )y x ω  является 
полным. Тем самым, угловой спектр ��f q q( , ; )′ ω , по-
лученный по полному набору скорректированных 
данных, оказывается практически совпадающим со 
спектром, который получается в случае идеальных 
положений приемоизлучающих преобразователей. 
При этом значения ��f q q( , ; )′ ω  сконцентрированы 
около главной антидиагонали ′ = −q q  (рис. 4а), в 
то время как в отсутствие коррекции эта антиди-
агональ практически не прослеживается (рис. 3а). 

Теперь оценка рассеивателя v�( , )r ω , полученная 
по скорректированным данным в отсутствие по-
мех, практически полностью совпадает с истин-
ными значениями v( , )r ω . Так, несколько сечений 
рассеивателя представлены на рис. 4б, 4в (сечение 
x = 0), рис. 4г (сечение y = 10 0λ ) и рис. 4д (сечение 
y = −20 0λ ).

Алгоритм коррекции можно использовать в 
форме (44) и (47) или, в частности, в форме (34) и 
(43); можно использовать в форме (45)–(47) или, в 
частности, в форме (41)–(43). Вопрос помехоустой-
чивости данного алгоритма к случайным шумовым 
помехам кратко затрагивался в [18]. Помехоустой-
чивость зависит, прежде всего, от конкретного вза-
имного расположения различных преобразователей 
антенной решетки, т.е. от конфигурации антенны с 

учетом смещений преобразователей. Так, если пози-
ции некоторых преобразователей оказываются очень 
близко расположенными друг к другу, то обуслов-
ленность систем, решаемых на этапе коррекции, бу-
дет ухудшаться; как следствие, помехоустойчивость 
также будет ухудшаться. С другой стороны, помехоу-
стойчивость будет тем лучше, чем больше общее ко-
личество измеренных данных. В этом плане избы-
точность данных, которая имеет место, например, в 
ультразвуковом томографе [1, глава 8; 13–15] как за 
счет вращения антенной решетки, так и за счет им-
пульсного режима, играет положительную роль. 

С другой стороны, необходимо обратить вни-
мание на следующие трудности реализации алго-
ритма коррекции, которые могут возникнуть на 
практике. Без ограничения общности, это будет 
пояснено с помощью ссылок на формулы в случае 
точечных излучателей (34) и (41), (42). В варианте 
(41), (42) последовательно находятся коэффициен-
ты a qy

( )x  ex , ω  и потом bq qy x
( )ω . Однако воспользо-

ваться системой (41) можно только тогда, когда для 
каждого фиксированного положения излучателя 
xex количество независимых экспериментальных 
данных Gsc

ex ex( , ; )y x ω , получаемых при переборе 
положений приемников yex , будет не меньше ко-
личества независимых коэффициентов a qy

( )x  ex , ω ,  
отыскиваемых из (41). Аналогично, адекватное по-
следующее нахождение коэффициентов bq qy x

( )ω  
из системы (42) предполагает, что количество дан-
ных a qy

( )x  ex , ω , получаемых перебором положений 
излучателей xex при каждом фиксированном qy, 
достаточно. 

Такие требования на необходимое количе-
ство данных при последовательном нахождении 

(a)

300

150

0

–150

–300

q' 

–300 –150 0 150 300 q

× 10–3

5

4

3

2

1

│ f (q, q') │≈

2

1

0

–1

–2

–3

× 106

y/λ0

–60 –30 0 30 60

(б)

2

1

0

–1

–2

× 106

y/λ0

(в)

–60 –30 0 30 60

Рис. 3. Восстановление рассеивателя без коррекции данных, полученных при смещенных приемоизлучающих преоб-
разователях в отсутствие шумовых помех: (а) — двойной угловой спектр амплитуды рассеяния, вычисленный без учета 
смещения преобразователей; центральное сечение x = 0 (б) — действительной и (в) — мнимой частей для истинного 
рассеивателя v (сплошная линия) и для оценки этого рассеивателя v  ̂ (пунктирная линия), восстановленной по нескор-
ректированным данным.
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a qy
( )x  ex , ω  и bq qy x

( )ω  могут быть обеспечены не 
всегда. Например, кольцевая антенная решетка вы-
шеупомянутого ультразвукового томографа [1, гла-
ва 8; 13–15] является специальным образом разре-
женной и содержит всего 26 приемоизлучающих 
преобразователей. Эта антенна может вращаться, 
последовательно занимая 256 дискретных угловых 
позиций и совершая, в итоге, полный оборот. Тем 
самым, только 26 приемоизлучающих преобразо-
вателей формируют экспериментальные данные 
при фиксированной угловой позиции антенны. 
После поворота антенны в следующую угловую 
позицию процесс съема данных повторяется. При 
переборе всех угловых позиций формируются пол-
ные данные Gsc

ex ex( , ; )y x ω . С точки зрения неза-
висимой информации о томографируемом объек-
те, эти данные эквиваленты случаю неподвижной 
антенны с 256-ю приемоизлучающими преобра-
зователями и имеют коэффициент избыточности 

≈ 2 5.  (26 положений приемников yex  при каждом 
из 26 256×  положений излучателей xex). Если бы не 
было смещений положений преобразователей от 
их идеальных положений, то разные излучатели в 
процессе вращения разреженной антенны попада-
ли бы строго в одно и то же идеальное положение. 
Тогда можно было бы обеспечить количество вход-
ных данных, достаточное для последовательного 
решения систем (41) и (42). Однако на практике 
возникают индивидуальные смещения различных 
преобразователей, и тогда имеются только 26 при-
емников, которые регистрируют поля при строго 
фиксированном смещенном положении излуча-
теля xex. С другой стороны, количество значимых 
угловых гармоник qy (а также qx) для томографиру-
емых объектов с большими волновыми размерами 
(100…200 длин волн) может достигать нескольких 
сотен или даже превосходить тысячу. Тем самым, 
экспериментальных данных, соответствующих 
строго одному положению излучателя xex, будет, в 
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Рис. 4. Восстановление рассеивателя на основе данных, скорректированных с учетом смещения приемоизлучающих пре-
образователей: (а) — двойной угловой спектр амплитуды рассеяния, полученный после коррекции данных; сечение x = 0 
(б) — действительной и (в) — мнимой частей, а также сечений (г) — y = 10λ0 и (д) — y = −20λ0 действительной части для 
истинного рассеивателя v (тонкая сплошная линия) и для оценки этого рассеивателя v  ̂, восстановленной по скорректи-
рованным данным (толстая пунктирная линия).
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общем случае, принципиально недостаточно для 
правильного решения системы (41). Соответствен-
но, найти bq qy x

( )ω  из (42) также будет невозможно. 
В такой ситуации необходимо сразу находить 

коэффициенты bq qy x
( )ω , независящие от xex и yex , 

из единой системы (34) или ее МНК-формы (35)–
(37) на основе сразу всей совокупности данных 
Gsc

ex ex( , ; )y x ω  при всех xex и yex . Однако на прак-
тике может возникнуть проблема огромной раз-
мерности матрицы, которая стоит при искомых 
неизвестных bq qy x

ω( ). Тем самым, решение си-
стемы (34) или (35)–(37) методом Гаусса, который 
требует хранения в оперативной памяти ЭВМ сра-
зу всей этой матрицы, может оказаться невозмож-
ным, и потребуется привлечение других методов 
решения. Подобная проблема рассматривалась, 
например, в [25]. В то же время, можно умень-
шить количество неизвестных bq qy x

( )ω  благодаря 
следующим причинам. Во-первых, в отсутствие 
течений имеет место теорема взаимности: напри-
мер, в случае точечных излучателей и приемников 
имеем G G( , ; ) ( , ; )y x x yω ω=  и G Gsc sc( , ; ) ( , ; )y x x yω ω= .  
Тогда из (30) непосредственно видно, что 
b bq q q qy yx x

( ) ( )ω ω= . В случае произвольного пада-
ющего поля ситуация не изменяется. Во-вторых, 
как отмечалось выше, двойной угловой спектр ам-
плитуды рассеяния ��f q q( , ; )′ ω  после коррекции дан-
ных, регистрируемых кольцевой антенной решет-
кой, оказывается очень хорошо локализованным в 
достаточно узкой полосе угловых гармоник около 
главной антидиагонали (рис. 4а). Аналогичная си-
туация имеет место для коэффициентов bq qy x

( )ω  в 
силу (60). Оба упомянутых фактора — взаимность и 
локализация — позволяют, в принципе, существен-
но уменьшить количество коэффициентов bq qy x

( )ω , 
подлежащих определению, однако это нуждается в 
более детальном дальнейшем исследовании. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, подтверждена работоспособ-

ность алгоритма коррекции данных рассеяния как 
в форме (35)–(37), (43), так и в форме (41)–(43). 
Кроме того, подтверждена связь (57), (60) между 
амплитудой рассеяния и коэффициентами bq qy x

( )ω .  
Изложенный алгоритм нахождения угловых гар-
моник может быть использован, например, в за-
дачах медицинской томографии или томографии 
океана, после того как предварительно оценены 
геометрические смещения излучающих и прием-
ных преобразователей от их идеальных положе-
ний. Например, в упоминавшемся выше томогра-
фе такая оценка осуществляется на нулевом шаге 
[1, раздел 8.2].

На практике, помимо рассмотренных геометри-
ческих смещений преобразователей, могут возни-
кать еще систематические фазовые поправки для 

сигналов в режиме излучения и в режиме приема. 
Однако фазовые поправки, после их определения 
[1, раздел 8.2], учитываются наиболее просто путем 
индивидуальной коррекции фазы каждого приня-
того сигнала, который соответствует конкретной 
паре “излучатель–приемник”. В то же время, в 
случае использования вращающейся антенны мо-
жет возникать отклонение центра ее вращения от 
геометрического центра данной антенны [1, раз-
дел 8.2]. При медицинском обследовании допол-
нительно возникают непроизвольные смещения 
томографируемого органа из-за дыхания паци-
ента. Такие смещения за счет отклонения центра 
антенны и непроизвольных движений пациента 
можно учесть при коррекции данных рассеяния 
одновременно с учетом смещений преобразовате-
лей. Для этого в качестве координат излучателей и 
приемников, соответствующих этапу регистрации 
экспериментальных данных, надо использовать их 
эффективные координаты, в которых учитывают-
ся все виды отклонений — наподобие того, как это 
предлагается в [1, раздел 8.4]. 

Исследование выполнено при поддержке гран-
та Российского Научного Фонда № 24-22-00192, 
https://rscf.ru/project/24-22-00192/ 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Буров  В.А., Румянцева  О.Д. Обратные волновые 

задачи акустической томографии. Ч. 2: Обратные 
задачи акустического рассеяния. М.:  ЛЕНАНД, 
2020, 2021. 768 с.

2.	 Буров  В.А., Румянцева  О.Д. Обратные волновые 
задачи акустической томографии. Ч.  4:  Функци-
онально-аналитические методы решения много-
мерной акустической обратной задачи рассеяния. 
М.: ЛЕНАНД, 2024. 504 с.

3.	 Зотов Д.И., Румянцева О.Д., Шуруп А.С. Раздель-
ное восстановление скорости звука, плотности 
среды и поглощения в задачах томографического 
типа // Изв. Рос. Акад. наук. Сер. физ. 2018. Т. 82. 
№ 1. С. 41–46.

4.	 Novikov  R.G. Rapidly converging approximation in 
inverse quantum scattering in dimension 2 // Physics 
Letters A. 1998. V. 238. N 2–3. P. 73–78.

5.	 Новиков  Р.Г. Приближенное решение обратной 
задачи квантовой теории рассеяния при фикси-
рованной энергии в размерности 2 // Труды Ма-
тематического института им.  В.  А.Стеклова. Со-
литоны, геометрия, топология — на перекрестках. 
М.: Наука, 1999. Т. 225. С. 301–318.

6.	 Буров В.А., Алексеенко Н.В., Румянцева О.Д. Мно-
гочастотное обобщение алгоритма Новикова для 
решения обратной двумерной задачи рассеяния // 
Акуст. журн. 2009. Т. 55. № 6. С. 784–798.

7.	 Буров В.А., Шуруп А.С., Румянцева О.Д., Зотов Д.И. 
Функционально-аналитическое решение задачи 
акустической томографии по данным от точечных 
преобразователей // Известия Рос. Акад. наук. 
Сер. физ. 2012. Т. 76. № 12. С. 1524–1529.

https://rscf.ru/project/24-22-00192/


322	 ЗОТОВ, 
РУМЯНЦЕВА

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 2 2025

8.	 Буров В.А., Шуруп А.С., Зотов Д.И., Румянцева О.Д. 
Моделирование функционального решения зада-
чи акустической томографии по данным от квази-
точечных преобразователей // Акуст. журн. 2013. 
Т. 59. № 3. С. 391–407.

9.	 Буров  В.А., Вечерин  С.Н., Морозов  С.А., Румянце-
ва  О.Д. Моделирование точного решения обрат-
ной задачи акустического рассеяния функцио-
нальными методами // Акуст. журн. 2010. Т.  56. 
№ 4. С. 516–536.

10.	 Зотов  Д.И., Румянцева  О.Д., Черняев  А.С. Вос-
становление пространственного распределения 
акустических характеристик на основе аппарата 
угловых гармоник // Изв. Рос. Акад. наук. Сер. 
физ. 2025. Т. 89. № 1. С. 14–20.

11.	 Новиков  Р.Г. Многомерная обратная спектральная 
задача для уравнения − + − =∆ψ ψ( ( ) ( ))v E ux x 0 //  
Функцион. анализ и его прил. 1988. Т.  22. N  4. 
С. 11–22.

12.	 Novikov R.G., Santacesaria M. Monochromatic recon-
struction algorithms for two-dimensional multi-chan-
nel inverse problems // Int. Mathematics Research 
Notices. 2012. doi: 10.1093/imrn/rns025 

13.	 Дмитриев К.В., Зотов Д.И., Румянцева О.Д. Прин-
ципы получения и обработки акустических сиг-
налов в линейном и нелинейном томографах // 
Изв. Рос. Акад. наук. Сер. физ. 2017. Т.  81. №  8. 
С. 1014–1019.

14.	 Зотов  Д.И. Принципы функционирования ли-
нейного акустического томографа // Изв. Рос. 
Акад. наук. Сер. физ. 2018. Т. 82. № 1. С. 36–40.

15.	 Буров В.А., Зотов Д.И., Румянцева О.Д. Восстанов-
ление пространственных распределений скорости 
звука и поглощения в фантомах мягких биотканей 
по экспериментальным данным ультразвукового 
томографирования // Акуст. журн. 2015. Т. 61. № 2. 
С. 254–273.

16.	 Буров В.А., Зотов Д.И., Румянцева О.Д. Восстанов-
ление пространственных распределений скорости 
звука и поглощения в мягких биотканях по мо-
дельным данным ультразвукового томографиро-
вания // Акуст. журн. 2014. Т. 60. № 4. С. 443–456.

17.	 Буров  В.А., Зотов  Д.И., Румянцева  О.Д. Опреде-
ление геометрических и фазовых поправок для 
приемоизлучающих преобразователей кольцевой 
антенной решетки // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 3. 
Физика, Астрономия. 2018. № 5. С. 25–29.

18.	 Зотов Д.И., Румянцева О.Д. Коррекция данных аку-
стического томографирования в случае неидеаль-
ного расположения излучателей и приемников //  
Изв. Рос. Акад. наук. Сер. физ. 2022. Т.  86. №  1. 
С. 122–127.

19.	 Буров  В.А., Румянцева  О.Д. Обратные волновые 
задачи акустической томографии. Ч. 1: Обратные 
задачи излучения в акустике. М.: ЛЕНАНД, 2017, 
2018, 2020, 2021. 384 с.

20.	 Корн Г., Корн Т. Справочник по математике для на-
учных работников и инженеров. Изд. 5-е. Пер. с 
англ. М.: Наука, Гл. ред. физ.-мат. лит., 1984. 832 с.

21.	 Colton  D., Kress  R. Inverse acoustic and electromag-
netic scattering theory. (Applied Mathematical Sci-
ences, V. 93) Second edition. Berlin, Heidelberg, New 
York: Springer, 1998. 334 p.

22.	 Rumyantseva  O.D., Shurup  A.S., Zotov  D.I. Possibili-
ties for separation of scalar and vector characteristics 
of acoustic scatterer in tomographic polychromatic re-
gime // J. Inverse and Ill-Posed Problems. 2021. V. 29. 
N 3. P. 407–420.
https://doi.org/10.1515/jiip-2020-0141 

23.	 Березанский Ю.М. О теореме единственности в об-
ратной задаче спектрального анализа для уравне-
ния Шредингера // Труды Моск. матем. общества. 
М.: Гос. изд-во физ.-мат. лит., 1958. Т. 7. С. 3–62.

24.	 Буров В.А., Побережская А.Ю., Богатырев А.В., Ру-
мянцева О.Д. Особенности расчета процессов рас-
сеяния на контрастных и сильно поглощающих 
двух- и трехмерных неоднородностях // Акуст. 
журн. 2011. Т. 57. № 5. С. 665–680.

25.	 Зотов Д.И., Румянцева О.Д., Черняев А.С. Вычис-
ление полей, рассеянных на неоднородной обла-
сти с большим волновым размером // Изв. Рос. 
Акад. наук. Сер. физ. 2024. Т. 88. № 1. С. 131–137. 

Compensation of influence of shifting the antenna array transducers  
on tomography data
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Method for correction of fields detected by an antenna array with a non-ideal placement of transmitting 
and receiving transducers has been developed and numerically tested. The shifts of the transducers from 
their ideal positions are determined in advance. The correction technique involves finding the angular 
harmonics based on the fields measured with the shifted transducers. Then these found angular harmon-
ics allow us to recalculate the fields at ideal positions of the transducers, as well as directly calculate the 
scattering amplitude. Such corrected data is the input for the stage of reconstruction of acoustic tomo-
grams, i.e. the internal structure of the object. Numerical modeling has illustrated that the tomograms 
can be destroyed in the absence of the correction of data measured in real conditions.

Keywords: acoustic tomography, correction of scattering data, inverse problem, scattering amplitude

https://doi.org/10.1515/jiip-2020-0141
mailto:zotovdi@mail.ru
mailto:burov@phys.msu.su



