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ВВЕДЕНИЕ
Бурно развивающуюся в последние два-три де-

сятилетия капельную микрофлюидику, в том чис-
ле, акусто-микрофлюидику [1, 2], можно разделить 
на два основных направления: 1) манипулирова-
ние каплями жидкости в микроканалах и на под-
ложках (получение и перемещение капли как цело-
го); 2) манипулирование нанообъектами в объеме 
установленной на подложке микрокапли раствора 
с целью получения заданного распределения сухого 
вещества после испарения растворителя. 

Первое направление в настоящее время по-
лучило широкое распространение в устройствах 
типа “лаборатория на чипе” (lab on a chip), имею-
щих массу приложений в химии (реакции в микро-
объеме) и медицине [2, 3]. Второе играет важную 
роль в технологиях печати, биохимии, сенсорике, 
электронике и, в последнее время, медицинской 
диагностике по сухому паттерну, формирующемуся 
после высыхания биологической жидкости [4, 5]. 

В рамках первого направления микрофлюидики 
перемещение капель есть всегда процесс вынуж-
денный: в микроканалах чипов создается перепад 
давления, который формирует капли, либо, если 
капли устанавливаются на субстраты вне канала, 
на них оказывается воздействие, например, аку-
стической природы, приводящее их в движение. 
Второе направление предполагает установление 
конвективных течений в объеме самой капли. 

Специфическим фактором акустического 
воздействия на частицы является акустофорез 
(acoustophoresis) [6] — перемещение микро- или 
наночастиц. Данное явление аналогично термофо-
резу (движению частиц в поле температур), хемо-
форезу, диффузиофорезу и другим подобного рода 
явлениям, которые тоже рассматриваются как дви-
жущие силы процессов перемещения наночастиц. 
Акустофорез выгодно отличается от них возмож-
ностью, меняя параметры источника воздействия, 
гибко управлять движением частиц.

Обращаясь к приложениям, акустофорез при-
меняется в микрофлюидике для фокусировки 
микропотоков наночастиц в каналах — это пер-
спективный метод удаления множества объектов 
из растворов в микро-жидкостном канале. Этот 
процесс имеет медицинские применения (удале-
ние злокачественных клеток и т.п.), используется в 
научных исследованиях (разделение смеси наноча-
стиц по категориям), в промышленности и приро-
доохранных технологиях (извлечение взвешенных 
примесей) [7]. 

Отдельного упоминания заслуживает примене-
ние создаваемых ультразвуком акустических тече-
ний для оптимизации процессов роста кристал-
лов [8, 9].

Моделированию воздействия акустического 
поля (как правило, речь идет о стоячей волне), 
посвящено много работ, например, [10]. В работе 
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моделируется процесс, при котором под воздей-
ствием стоячей акустической волны на частоте 
1 МГц частицы фокусируются в середине микрока-
нала. Движение частиц рассматривается в течение 
4000 периодов колебаний волны. Сила, действую-
щая на частицу при акустофорезе, определяется 
градиентом акустического давления. В работе [11] 
была рассмотрена радиационная сила акустиче-
ской природы, действующая на частицу.

В работах [12, 13] экспериментально и теоре-
тически было исследовано возбуждение радиаци-
онными силами акусто-вибрационной природы 
гидродинамических потоков в капле суспензии с 
образованием после испарения растворителя пери-
одических структур, период которых определялся 
полупериодом стоячей волны.

Количество работ, посвященных описанию са-
мосборки в испаряющихся каплях под воздействи-
ем микро-гидродинамических течений, быстро 
растет, в том числе обзорных [14–17]. В меньшей 
степени изучены условия возникновения и струк-
тура течений, а также соответствующий им пе-
ренос частиц за счет внешних полей, например, 
акустического, приложенных к установленной на 
подложке капле. В данной области остается много 
нерешенных аналитических задач, а также практи-
чески важных возможных приложений, связанных 
с управлением переносом наночастиц в испаря-
ющейся капле или тонком слое раствора. В виду 
сложности и существенной нелинейности процес-
сов в таких системах возникает необходимость вы-
работки обоснованных приближений, основанных 
на анализе главных движущих сил, универсализа-
ции решений, которые могут быть использованы 
для описания воздействия различных факторов.

В работе [18] показано, что нелинейный член в 
уравнениях гидродинамики нужно учитывать не 
только для достаточно сильных акустических волн, 
поскольку “разгон” быстрого течения может быть 
осуществлен и слабой волной в большом объеме с 
маловязкой жидкостью, при условии, что воздей-
ствие радиационной силы продолжается длительное 
время. Акустические поля и радиационные силы, 
создаваемые стоячей поверхностной волной в сло-
истых вязких средах, рассмотрены в работе [19].

Данная статья является продолжением цикла 
работ [20–22], где исследованы волновые поля, 
радиационные силы и вихревые акустические те-
чения в плоском [20] и цилиндрическом [21] слоях.  
В работе [22] рассмотрена сферическая капля, не 
контактирующая с подложкой, рассчитаны поля 
радиационных сил, которые формируются в ре-
зультате воздействия на жидкость капиллярных ко-
лебаний на свободной сферической поверхности. 
Однако картина линий тока акустического течения 
там определена лишь качественно. 

В предлагаемой работе, в отличие от работы [22], 
рассмотрена капля, установленная на плоской 

горизонтальной подложке. Форма капли описы-
вается полусферой. Количественно рассчитаны 
набор частот, радиационные силы и акустические 
течения.

При этом в работе [20] рассматриваются мед-
ленные акустические течения, возникающие за 
счет возбуждения ультразвуковой волны, распро-
страняющейся вдоль плоской границы раздела 
твердой и жидкой сред, тогда как в работах [21, 22] 
предполагалось, что течения порождаются капил-
лярными колебаниями на свободной поверхности 
слоя. Эффект аналогичен акустическим течениям, 
возникающим в поле ультразвуковых волн [23]. 

Как представляется, полусферическая капля на 
подложке является следующим по сложности объ-
ектом в рассматриваемом ряду (плоский слой, ци-
линдрический слой, висящая сферическая капля). 
Выбор полусферической формы капли на плоской 
подложке при описании акустических течений по-
зволяет использовать общее осесимметричное ре-
шение линеаризованных стационарных уравнений 
Навье–Стокса в сферической системе координат 
(вывод этого решения дан в Приложении к насто-
ящей работе, см. также [24]).

КАПИЛЛЯРНЫЕ ВОЛНЫ  
В ПОЛУСФЕРИЧЕСКОЙ КАПЛЕ

Рассмотрим небольшую каплю жидкости, на-
несенную на плоскую твердую горизонтальную 
подложку. Равновесная форма такой капли при-
близительно соответствует сферическому сегмен-
ту с заданным углом смачивания (контактным 
углом) θ0, если число Бонда Bo = −hRa 2 1� , где 

a g=
−

( ) ( )2
1
2

1
2s r  — капиллярная постоянная, а σ и ρ —  

поверхностное натяжение и массовая плотность 
жидкости соответственно; g — ускорение свобод-
ного падения; R и h R= −( cos )1 0θ  — радиус сфе-
рического сегмента и высота капли соответствен-
но [25], см. рис. 1. Капиллярная постоянная для 
воды составляет около 3.8 мм. Если произведе-
ние hR  не превышает 1 мм2, то условие, очевидно, 
выполняется.

Контактный угол определяется энергией взаи-
модействия жидкости с материалом подложки, а 
также зависит от состояния поверхности: ее чи-
стоты, шероховатости, обработки поверхностно 
активными веществами. Полусферическая капля 
имеет контактный угол θ p

0 2
= . Близкие значения 

контактного угла можно получить, например, для 
капли воды на некоторых органических полимер-
ных подложках, содержащих углеводородные сое-
динения, или на стекле, обработанном гидрофоби-
зирующим покрытием [17].

Рассмотрим такую полусферическую ка-
плю на плоской горизонтальной поверхности в 
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сферической системе координат (рис. 2). Предполо-
жим, что вязкость жидкости достаточно мала, чтобы 
можно было применить решение Рэлея о собствен-
ных колебаниях капли идеальной жидкости [26]. 
При этом течение в капле считается потенциальным.

Обсудим спектр собственных частот капилляр-
ных колебаний полусферической капли, следуя 
модели Рэлея, в которой скорость V описывается 
потенциалом f:

	 V( , , , ) ( , , , )r t f r tθ ϕ θ ϕ= ∇ .	 (1)
Потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа, фор-
му которого принимает уравнение непрерывности 

	 ∇ =2 0f r t( , , , )θ ϕ .	 (2)
Решение для потенциала скорости колебаний 

внутри капли в сферических координатах имеет вид:

	 f r t i t A r im Plm lm
l

l
m

lm

( , , , ) exp exp cosθ ϕ w ϕ θ= −( ) ( ) ( )∑ , (3)

где Pl
m — присоединенная функция Лежандра, рав-

ная по определению [25]

	 P
d P

d
l
m m m

m
l

m
cos ( ) sin

cos

cos
θ θ

θ

θ
( ) = − ( )

( )
1 ,	 (4)

Pl cos θ( ) — полином Лежандра.
Для полусферической капли на плоской под-

ложке имеем граничное условие, соответствующее 
непроницаемости подложки:

	 V r tθ
p( , , )
2

0= .	 (5)
С учетом (1) и (3) для θ-компоненты скорости 

имеем

	V i t A r im
P

lm lm
l l

m

lm
θ w ϕ

θ
θ= −( ) ( ) ∂

∂ ( )−∑ exp exp cos1 ,  (6)

где производная от присоединенной функции Ле-
жандра может быть представлена в виде [26]

	

∂
∂ ( ) = −

∂
∂

=

= − + − ++ −

P P

P l m l m P

l
m

l
m

l
m

l
m

θ
θ θ

θ
cos sin

cos

( )( ) .
1
2

1
2

11 1

	 (7)

Тогда

	
V i t A r im P

l m l m

lm lm
l

l
m

lm
θ w ϕ θ= −( ) ( ) −

− + − +

− +∑1
2

1 1exp exp ( (cos )

( )( 11 1) (cos )).Pl
m− θ

 (8)

Согласно выражениям (5) и (8), для выполнения (5), 
очевидно, необходимо иметь:

	 P Pl
m

l
m+ −= =1 10 0 0( ) ( ) .	 (9)

(а) (б)

R
θ0

θ0

h

z

Рис. 1. (а) — Капля воды капиллярного размера на полистирольной подложке, (б) — геометрия капли на подложке: кра-
евой угол θ0.

x

y

z

A

O

θ

ϕ

r

Рис. 2. Геометрия сферической системы координат, описы-
вающей каплю на плоской подложке.
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Для этого сумма индексов вида l m+ ± 1 должна 
быть нечетным числом [27]. Отсюда получаем, что

	 l m k k+ = =2 1 2 3, , , ,...	 (10)
Поскольку, кроме этого ограничения, осталь-

ные граничные условия в данной задаче совпада-
ют с таковыми для сферической капли, то, с учетом 
решения Рэлея, наименьшей возможной частоте 
колебаний полусферической капли отвечает ком-
бинация чисел l = 2, m = 0, или l = 2, m = 2, что 
совпадает с наименьшей частотой для сферической 
капли: 

	 w s
rmin = 2 2

R R
.	 (11)

При этом, например, комбинация чисел l = 2, 
m = 1 в полусферической капле невозможна: это 
нарушает условие (5). Но, в связи с вырождением 
спектра частот по m, спектр одинаков для сфери-
ческой и полусферической капель, поскольку для 
любого l можно подобрать m, чтобы сумма l m+  в 
соответствии с (10), оказалась четным числом. Та-
ким образом, спектр колебаний полусферической 
капли идеальной жидкости определяется извест-
ной формулой Рэлея:

	 w s
rlm l l l

R
2

3
1 2= − +( )( ) .	  (12)

РАСЧЕТ ТЕЧЕНИЯ
Акустическое течение можно рассчитать по схе-

ме, описанной в работе [28] для волн Стоунли, бе-
гущих вдоль границы раздела твердое тело–слой 
жидкости. Эта схема расчета была реализована в 
работе [20], и, в некоторой модификации, в рабо-
тах [21, 22], в которых предполагается, что акусти-
ческое течение создается капиллярными колеба-
ниями на свободной поверхности жидкости. Так, 
статья [22], посвящена количественному расчету 
поля радиационных сил, а картина линий тока аку-
стического течения, им возбуждаемого, определена 
лишь качественно. 

Здесь мы можем частично воспользоваться из-
ложенным там подходом с учетом полученного 
выше ограничения на полу-сферичность капли (10) 
для количественного решения гидродинамической 
задачи в родственной системе — полусферической 
капле, установленной на плоскую подложку. 

Итак, нужно решить уравнения движения вяз-
кой несжимаемой жидкости, которые описывают 
волновое движение, создающее радиационную 
силу, и соответствующее акустическое течение:

	 r r η∂
∂

+ ∇ = −∇ + ∇ =u
u u u u

t
p( ) , ( )∆ 0,	 (13)

где u — скорость, ρ — плотность, η — коэффициент 
динамической вязкости. При этом 

	 u V U= + = ′ +, p p P,	 (14)

где V  и ′p  отвечают за быстрое колебательное дви-
жение, а U и P описывают сравнительно медленное 
акустическое течение.

Подставляя (14) в (13) и проводя усреднение по 
времени с учетом того, что средние значения ос-
циллирующих переменных равны нулю, получаем

	 r r η∂
∂

+ ∇ = −∇ + + ∇ =U
U U U F U

t
P( ) , ( )∆ 0,	 (15)

где

	 F V V= − ∇r ( ) 	 (16)

есть радиационная сила, представляющая собой 
усредненный по периоду быстрых осцилляций 
конвективный член уравнения движения сплош-
ной среды. С учетом (1), преобразуем (16) к виду 

	 F V= − ∇r
2

2 .	 (17)

Пусть возбуждена только основная мода колеба-
ний (l = 2, m = 0), для которой

	 f A
r= −( )02

2
2

2
3 1cos θ ,	 (18)

	
V e e

e e

= ∂
∂

+ ∂
∂

=

= −( ) −

f
r r

f

A r A r

r

r

1

3 1 302
2

02

θ

θ θ θ

θ

θcos cos sin ,
	 (19)

так что

	 V 2
02
2 2 23 1= +( )A r cos θ ,	 (20)

	 F A r F A rr = − +( ) =02
2 2

02
23 1 3r θ r θ θθcos , sin cos .	 (21)

Силовые линии, описываемые уравнениями (21), 
визуализированы на рис. 3 при следующих параме-
трах: A02

2 1r = , радиус капли R = 1, так что 0 1≥ ≥r .
Будем рассматривать стационарное течение. 

При этом производная по времени в уравнении (15) 
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0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

–0.5 0.0 0.5 1.0

z

x

Рис. 3. Силовые линии поля радиационных сил в капле.
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исчезает. Для расчета стационарного течения с ма-
лым числом Рейнольдса уравнения (15) в сфериче-
ской системе координат при m = 0 (осесимметрич-
ная система) после отбрасывания нелинейного 
члена r( )U U∇  приобретают вид [29]

	 ∇ − − ∂
∂

= ∂
∂

−2
2 2

12 2
U

U

r r
U

rr
r

sin
( sin )

θ θ
θ η pθ ,	 (22)

	 ∇ − + ∂
∂

= ∂
∂

−2
2 2 2

12 1
U

U

r r
U

rrθ
θ

θ θ
η

θ
p

sin
,	 (23)

	 1 1
02

r r
r U Ur

∂
∂

+ ∂
∂

=( )
sin

( sin )
θ θ

θθ . 	 (24)

В этих формулах обозначено:

	 ∇ = ∂
∂

∂
∂







+ ∂
∂

∂
∂







2
2

2
2

1 1
U

r r
r

U
r r

U

sin
sin

θ θ
θ

θ
,	

	 η rn= ,
	 (25)

	 p r= +P
2

2V .	 (26)

В последней формуле потенциал радиацион-
ной силы (17) добавлен к гидродинамическому 
давлению.

Решение уравнений (22)–(24)), соответствую-
щее l = 2, имеет вид (см. Приложение, табл. 1, [24]):

	 U
a r

R
c

r
Rr = 





+











−( )3

14
3 1

3
2cos θ ,	 (27)

	 U a
r
R

c
r
Rθ θ θ= − 





+











3

5
14

3
3

cos sin ,	 (28)

	 Ψ r R
a r

R
c

r
R

, cos sinθ θ θ( ) = 





+ 
















3

14
2

5 3
2 ,	 (29)

	 p θ η θr
R

a
r
R

, cos( ) = 





−( )3
2

3 1
2

2 ,	 (30)

где a и c — неопределенные пока коэффициенты,

	 V
r

V
r rr = ∂

∂
= − ∂

∂
1 1

2 sin
,

sinθ θ θθ
Ψ Ψ.	 (31)

Очевидно, граничное условие (5) автоматически 
удовлетворяется. Другим необходимым граничным 
условием для скорости течения является равен-
ство нулю радиальной компоненты скорости (27) 
на полусферической поверхности капли (в прене-
брежении испарением, объем и форма капли не 
изменяются):

	 U R
a

cr ( , ) cosθ θ= +







−( ) =3
14

3 1 02 . 	 (32)

Отсюда 

	 c
a= −

14
.	 (33)

Подставляя (33) в (27)–(28), получаем

	 U
a r

R
r
Rr = 





−











−( )3

14
3 1

3
2cos θ ,	 (34)

	 U
a r

R
r
Rθ θ θ= − 





−












3
14

5 3
3

cos sin . 	 (35)

Приравнивая (26) и (30), можно выразить гидроди-
намическое давление

	P r
a

R
A r

a

R
A r( , ) cosθ η r θ η r= −





− +





9

2

3
2

3

2 23 02
2 2 2

3 02
2 2 . (36)

На свободной поверхности жидкости должно 
выполняться условие равенства нулю нормальной 
компоненты тензора вязких напряжений [26, 30]:

	s θ θ η
θ

rr
r

r R

R P P R
U r

r
( , ) ( ( , ))

( , )
= − + +

∂
∂

=
=

0 2 0, (37)

где P0 — гидростатическое давление в капле. Вы-
числим производную от скорости в (37):

	
∂
∂

= 





−











−( )U

r
a
R

r
R

r 3
14

3 1 3 1
2

2cos θ ,	 (38)

так что

	
∂

∂
= −( )

=

U r
r

a
R

r

r R

( , )
cos

θ
θ3

7
3 12 .	 (39)

Подставляя (36) и (39) в (37), получаем

	

9

2

3
2

3

2 2
6
7

3 02
2 2 2

3 02
2 2

0

a

R
A R

R
A a R P

a

η r θ

η r η

−





−

− +





+ =

cos

RR
3 12cos θ −( )

	 (40)

или

	

9

2

18

7

3
2

6

7

3

2 2

3 3 02
2 2

3 3 02
2

a

R

a

R
A

a

R

a

R
A

P

η η r θ

η η r

− −





=

= − + + −

cos

00
2R

.

	 (41)

Очевидно, что для выполнения равенства (41) не-
обходимо, чтобы его правая и левая части были не-
зависимо друг от друга равны нулю:

	 9

2

18

7

3
2

0
3 3 02

2a

R

a

R
A

η η r− − = ,	 (42)

	 − + + − =6

7

3

2 2
0

3 3 02
2 0

2

a

R

a

R
A

P

R

η η r .	 (43)
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Из (42) можно получить

	 a
R

A= 7
9

3

02
2r

η
.	 (44)

Подставляя (44) в (43), находим гидростатическое 
давление

	 P R A0
2

02
2= r .	 (45)

Подставляя (44) в (34)–(36), получаем решение для 
компонент скорости и гидродинамического давле-
ния, отвечающих акустическому течению

	 U
R

A
r
R

r
Rr = 





−











−( )r

η
θ

3

02
2

3
2

6
3 1cos ,	 (46)

	 U
R

A
r
R

r
Rθ

r
η

θ θ= − 





−












3

02
2

3

6
5 3 cos sin ,	 (47)

	 P r A r( , ) cosθ r θ= −



02

2 2 22
5
3

.	 (48)

С учетом (29), (33) и (44) соответствующая функ-
ция тока имеет вид

	 Ψ r
R

A
r
R

r
R

, cos sinθ r
η

θ θ( ) = 





− 

















5

02
2

5 3
2

6
.	(49)

Таким образом, характерное значение скорости 
акустического течения определяется величиной

	 U
A R

∼
r

η
02
2 3

6
.	 (50)

Она обратно пропорциональна вязкости, по-
добно тому, как это было найдено ранее для аку-
стических течений в плоском и цилиндрическом 
слоях [20, 21]. Кроме того, величина скорости про-
порциональна объему капли. Давление, как стати-
ческое (45), так и динамическое (48), так же, как 
и скорость пропорционально квадрату амплитуды 
возбуждающей высокочастотной вибрации, но, в 
отличие от скорости, не зависит от давления. 

Линии тока, отвечающие данному течению, 
представлены на рис. 4. Им соответствует выбор 

численного значения 
r

η
A R02

2 3

6
1= . Кроме того, по-

лагаем R = 1, так что радиальная координата, опи-
сывающая течение внутри капли, ограничена зна-
чениями 0 1≥ ≥r .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В последнее время колебательное воздействие 

на каплю жидкости привлекает все больший инте-
рес в связи с исследованиями сложных процессов 
самоорганизации в растворах. Практическая цен-
ность таких исследований связана с приложения-
ми в химии, биологии, медицине, а также науке о 
материалах (управляемая самосборка наноструктур 
в испаряющейся капле). Акустические микрофлю-
идные системы позволяют манипулировать пере-
носом и фазовым переходом растворенного веще-
ства с помощью радиационных сил акустической 
природы, добиваясь получения материала с задан-
ными свойствами, либо производят диагностику 
вещества по отклику системы на звуковое воздей-
ствие. Их достоинства — относительно простые 
конструкции и бесконтактная работа, что делает их 
перспективными для применения как в фундамен-
тальных, так и прикладных исследованиях.

Данная работа является продолжением цикла 
статей [20–22]. В работе [20] описано возбуждение 
волны, распространяющейся вдоль границы разде-
ла твердой и жидкой сред, тогда как в настоящей 
работе, как и в статьях [21, 22], рассматриваются 
течения, возбуждаемые капиллярными колебани-
ями на свободной поверхности жидкости. Здесь 
в основном принята схема расчета, намеченная в 
работе [22], где дан количественный расчет поля 
радиационных сил в системе с родственной гео-
метрией. В отличие от работы [22], здесь рассмо-
трена установленная на плоской горизонтальной 
подложке полусферическая капля. Рассчитаны 
набор частот, радиационные силы и акустические 
течения. 

Полученные здесь результаты позволяют анали-
зировать процессы массопереноса в капле раство-
ра, установленной на вибрирующей под действием 
ультразвука подложке. Акустические течения пере-
мешивают раствор в процессе испарения капли, на-
подобие того, как это делают конвективные потоки 
Марангони, обладающие похожей структурой [31]. 
Поэтому применение радиационного воздействия 
рассматриваемого типа должно приводить к кри-
сталлизации твердой фазы, имеющей более одно-
родное пространственное распределение по площа-
ди контакта капли. При этом важную роль должны 
также играть силы неакустического происхождения, 
приводящие к агрегации частиц, сближающихся под 
действием акустических течений.

Продолжением настоящей работы может быть 
расчет радиационных сил и течений в установленной 
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Рис. 4. Линии тока для акустического течения в капле.
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на подложке капле жидкости с произвольным кон-
тактным углом, что потребует рассмотрения соот-
ветствующей гидродинамической задачи в торои-
дальной системе координат.

Автор благодарит О.В. Руденко и В.А. Гусева за 
плодотворные замечания и предложения по улуч-
шению рукописи.

Работа проведена в рамках выполнения Государ-
ственного задания НИЦ “Курчатовский институт”.

ПРИЛОЖЕНИЕ

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 
СТАЦИОНАРНОГО ЛИНЕАРИЗОВАННОГО 

УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ–СТОКСА 
В СФЕРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Векторный оператор Лапласа определяется 
формулой [32]:

	 ∇ = ∇ ∇ ⋅ − ∇ × ∇ ×2
� ��

A A A( ) [ ],	 (П1)

тогда как скалярный есть:

	 ∇ = ∇ ∇2 f f( ).	 (П2)

Известно, что операторы ∇2
� ��

и ∇2 идентичны в 
прямоугольных декартовых координатах, но в кри-
волинейных координатах различны. 

Для малых чисел Рейнольдса стационарное те-
чение вязкой несжимаемой жидкости описывается 
линеаризованными уравнениями Навье–Стокса, 
которые в этом случае называются уравнениями 
Стокса [29]:

	 η∇ = ∇2
� ��

V p,	 (П3)

	 ( )∇⋅ =V 0.	 (П4)

Если применить оператор ∇ × к уравнению 
(П3), в прямоугольных декартовых координатах, 
и поменять порядок дифференцирования, получа-
ем [26, 29, 33]:

	 ∇ ∇ × =2 0
� ��

[ ]V .	 (П5)

Применяя оператор дивергенции ∇ к тому же 
уравнению, принимая во внимание (П4), получаем:

	 ∇ =2 0p .	 (П6)

Введем вектор завихренности согласно 
соотношению

	 Ф = ∇ ×[ ]V .	 (П7)

Тогда (П5) можно переписать в виде 

	 ∇ =2 0
� ��

Ф .	 (П8)

Любое векторное поле V можно представить как 
сумму ротора и градиента:

	 V A= ∇ + ∇ ×f [ ].	 (П9)
Подставляя (П9) в уравнение непрерывности (П.4) 
получаем:
	 ∇ =2 0f .	 (П10)

Представление скорости в виде (П9) соответ-
ствует разделению скорости на безвихревую (про-
дольную) и вихревую (поперечную) компоненты:

	 V V V= + ⊥|| ,	 (П11)
где
	 V|| = ∇f ,	 (П12)
	 V A⊥ = ∇ ×[ ].	 (П13)
Согласно  вышеизложенному,  имеют  место 
соотношения:

	 ( ) ( )||∇⋅ = ∇ ⋅ =⊥V V 0.	 (П14)
Поэтому, соотношение (П7) расщепляется на два 
уравнения:

	 Ф = ∇ × ⊥[ ]V ,	 (П15)

	 [ ]||∇ × =V 0.	 (П16)
Подставляя (П11) в (П3) с учетом (П10), получаем 
важное уточнение уравнений (П3)

	 η∇ = ∇⊥
2
� ��

V p,	 (П17)

	 ∇ =2 0
� ��

V|| ,	 (П18)
так что градиент давления определяется только 
вихревой частью скорости течения.

П. 1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗАВИХРЕННОСТИ
Рассмотрим осесимметричные уравнения (П3)–

(П4) в сферических координатах (рис. 2):

	 ∇ − − ∂
∂

= ∂
∂

−2
2 2

12 2
V

V

r r
V

r
pr

r

sin
( sin )

θ θ
θ ηθ ,	 (П19)

	 ∇ − + ∂
∂

= ∂
∂

−2
2 2 2

12 1
V

V

r r
V

r
prθ

θ

θ θ
η

θsin
,	(П20)

	 1 1
02

r r
r V Vr

∂
∂

+ ∂
∂

=( )
sin

( sin )
θ θ

θθ ,	 (П21)

где ненулевые компоненты скорости V rr ( , )θ , V rθ θ( , )
и давление p r( , )θ  не зависят от азимутального угла φ.

В этом случае завихренность имеет только одну 
ненулевую компоненту, а именно φ-компоненту, 
так что уравнение (П8) имеет форму

	 ∇ =ϕ
2 0Φ ,	 (П22)

где ∇ϕ
2  — φ-компонент векторного лапласиана ∇2

� ��
,  

который в сферической системе в рассматриваемом 
осесимметричном случаем записывается в виде
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∇ = ∂

∂
∂
∂







+

+ ∂
∂

∂
∂





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−

ϕ

θ θ
θ

θ θ

2
2

2

2 2 2

1

1 1

r r
r

r

r rsin
sin

sin
.

	 (П23)

Для внутренней задачи (0 ≤ r ≤ R) решение 
(П22) имеет вид [27]:

	 Φ r A
r
R

Pl

l

l
l

, cosθ θ( ) = 



 ( )

=

∞

∑ 1

1

.	 (П24)

Аналогично, для внешней задачи будем иметь:

	 Φ r B
R
r

Pl

l

l
l

, cosθ θ( ) = 



 ( )

+

=

∞

∑
1

1

1

,	 (П25)

где Pl
1 — присоединенная функция Лежандра пер-

вого порядка, Al и Bl  — коэффициенты.

П. 2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО 
ПОТЕНЦИАЛА

Векторный потенциал поперечной составляю-
щей скорости имеет только φ-компоненту, кото-
рая обозначается как A. Тогда, используя прави-
ла вычисления ротора в сферических координа-
тах, можно вычислить обе ненулевые компоненты 
скорости:

	 V
r

A rr⊥ = ∂
∂

1
sin

[ ( , )sin ]
θ θ

θ θ ,	 (П26)

	 V
r r

rA r⊥ = − ∂
∂θ θ1

[ ( , )].	 (П27)

Соотношение между поперечной скоростью и век-
торным потенциалом следует из (П7) и (П13):

	 Φ = −∇ϕ
2 A.	 (П28)

Тогда уравнение (П22) приобретает вид:

	 ∇ ∇ =ϕ ϕ
2 2 0A .	 (П29)

Принимая во внимание (П28), для внутренней за-
дачи имеем

	 ∇ = − 



 ( )

=

∞

∑ϕ θ2 1

1

A A
r
R

Pl

l

l
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а для внешней

	 ∇ = − 



 ( )

+

=

∞

∑ϕ θ2
1

1

1

A A
R
r

Pl

l

l
l

cos .	 (П31)

В правой части (П31) переменные разделены. 
Введем аналогичное разделение в левой части:

	 A r R rl l
l

,θ θ( ) = ( ) ( )
=

∞

∑ Θ
1

.	 (П32)

Подставляя (П32) в левую часть (П31), получаем

	

∇ ( ) ( ) =
( ) ∂

∂
∂ ( )

∂

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+

+
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∂
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2
2
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r r
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r
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r
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l
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θ
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∂ ( )
∂







−
( ) ( )Θ Θl l lR r

r2 2

	 (П33)

Пусть

	 R r
r
Rl

l

( ) = 





+2

.	 (П34)

Тогда (П33) переписывается в виде

	

∇ ( ) ( ) =

= 





∂
∂

∂ ( )
∂


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

−
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



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2

1 1
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R
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l l

l
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Θ

Θ
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−
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
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θ

θ
θ
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( )( ) .

2
2 3

	 (П35)

Очевидно, что для соответствия с (П30) нужно вы-
полнение соотношения

	

1

2 3

2

2

sin
sin

sin

( )( )

θ θ
θ

θ
θ

θ

θ

θ

∂
∂

∂ ( )
∂







−
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+

+ + + ( ) = −

Θ Θ

Θ

l l

ll l R BB Pl l
1 cos .θ( )

	 (П36)

Обозначая t = cos θ, перепишем (П36) в виде

	

∂
∂

−
∂ ( )

∂






−
( )

−
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∂
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1
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2
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2

Θ Θ
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2
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1
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Θ Θ
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l
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t

t
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l l

θ

θ θ
θ
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∂

−

−
∂ ( )

∂
−

( )
−

+ + + ( )( )( ) .

	 (П37)

Сопоставим последнее выражение с уравнением 
для присоединенных полиномов Лежандра [27]:

	
( )
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1 2

1
1

2
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2
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−
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−
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∂
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

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t
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t
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l
m

l
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l
m 00.

	 (П38)

Для m = 1 имеем
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( )( )

1 2
1

2 3

2
2 1 1 1

2

1

−
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∂
−

∂ ( )
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−
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−
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l l P t
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	 (П39)
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или

	
( )

( )( )

1 2
1

2 3

2
2 1 1 1

2

1

−
∂ ( )

∂
−

∂ ( )
∂

−
( )

−
+

+ + + ( ) =

t
P t

t
t

P t

t

P t

t

l l P t

l l l

l (( ) .4 6 1l P tl+ ( )
	 (П40)

Выбирая

	 Θl
l

l
R A
l

Pθ θ( ) = −
+ ( )

2
1

4 6
cos ,	 (П41)

мы удовлетворим (П36). 
Подставляя (П34) и (П41) в (П32), получаем ис-

комое решение для вихревого векторного потенци-
ала, определяющего поперечную скорость

	 A R
A
l

r
R

Pl
l

l
l

= −
+





 ( )

+

=

∞

∑2
2

1

1
4 6

cos θ .	 (П42)

Для внешней задачи вместо (П34) выбираем

	 R r
R
rl

l

( ) = 





−1

.	 (П43)

Действуя аналогичным образом, приходим к со-
отношению для векторного потенциала вида

	 A R
B
l

R
r

Pl
l

l
l

=
−





 ( )

−

=

∞

∑2
1

1

1
4 2

cos θ .	 (П44)

П. 3. ВЫЧИСЛЕНИЕ СКОРОСТИ
Перепишем (П26) и (П27), делая подстановку 

t = cos θ:

	 V
r t

A r t tr⊥ = − ∂
∂

−1
1 2[ ( , ) ],	 (П45)

	 V
r r

rA r t⊥ = − ∂
∂θ

1
[ ( , )].	 (П46)

По определению присоединенных функций Ле-
жандра [27] имеем:

	 P t t
d P t

dt
l
m m

m m
l
m

( ) ( ) ( )
( )

= − −1 1 2 2 .	 (П47)

Используя рекуррентное соотношение [27], 
получаем

	

∂
∂

− = −
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+

+ − ∂
∂
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t
t P t
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t
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t

P t l l P t

l
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l l
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1
1

1 1

2 1
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2 1

	 (П48)

Тогда, с учетом (П42) и (П48), находим выражение 
для радиальной компоненты скорости

	 V l l R
A

l
r
R

P t lrl
l

l

l⊥

+
= − +

+




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=( ) ( ), , ,1
4 6

1 2 3
1

…	(П49)

Подставляя (П42) в (П46), для полярной компо-
ненты скорости получаем

	 V RA
l
l

r
R

P tl l

l

l⊥

+
= − +

+




θ

3
4 6

1
1( ), l = 1 2 3, , ...	 (П50)

Аналогично, для внешней задачи, подставляя 
(П44) в (П45), получаем

	 V l l R
B

l
R
r

P trl
l

l

l⊥ = − +
−





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( ) ( )1
4 2

, l = 1 2 3, , ...	 (П51)

Далее, для полярной компоненты скорости, под-
ставляя (П.44) в (П.46), получаем

	 V RB
l
l

r
R

P tl l

l

l⊥ = −
−





θ

2
4 2

1( ), l = 1 2 3, , ...	 (П52)

Для проверки получим решение для продоль-
ной (вихревой) скорости (П12), содержащее потен-
циал f, удовлетворяющий скалярному уравнению 
Лапласа (П10), которое в развернутом виде имеет 
вид:

	 1 1
0

2
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2r r
r

f
r r

f∂
∂

∂
∂







+ ∂
∂

∂
∂


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
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=
sin
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θ θ

θ
θ

,	(П53)

а его решение для внутренней задачи, как извест-
но, записывается в виде [26]:

	 f r R C
r
R
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l

l
l

( , )θ = 



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=

∞

∑2

0

.	 (П54)

Здесь слагаемое при l = 0 является константой 
и исчезает при дифференцировании. Для ради-
альной компоненты потенциальной части вектора 
скорости имеем:

	 V
r

f r R lC
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R
Pr l

l

l
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l|| ( , ) .= ∂
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=
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∑θ 2
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1

	 (П55)

Для полярной компоненты:

	V
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P
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θ θ θ
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	 (П56)

или, используя определение присоединенного по-
линома Лежандра (П47), 

	 V R C
r

R
Pl

l

l
l

l|| .θ =
−

=

∞

∑2
1

1

1 	 (П57)

Аналогично, для внешней задачи решение имеет 
вид

	 f r R D
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
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+

=

∞
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0

	 (П58)

Тогда для радиальной компоненты потенциальной 
части вектора скорости имеем 



356	 ЛЕБЕДЕВ-СТЕПАНОВ

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 3 2025

	 V
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f r R l D
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а для полярной компоненты 

	 V R D
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С учетом (П9), (П49), (П50), (П59) и (П60), ско-
рость течения, отвечающая внутренней задаче, есть 
сумма продольной и поперечной составляющих: 
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Здесь произведено переобозначение коэффициен-
тов к более удобному виду:

	 a RAl l= − , c
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ll
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.	 (П63) 
Аналогично, для внешней задачи будем иметь:
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 (П64)
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где выполнено переобозначение:

b RBl l= ,  d
RD

ll
l=  

	 при l = 1 2 3, , …  d RD0 0= − .	 (П66) 

П. 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ
Давление удовлетворяет уравнению Лапласа 

(П6), которое в рассматриваемом случае имеет вид:
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а его решение [27]

	 p r f
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( , ) (cos ).θ θ= 
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=

∞

∑
0
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Ранее было показано (выражение (П17)), что в 
уравнении Навье–Стокса градиент давления опре-
деляется только поперечной (вихревой) состав-
ляющей скорости. Поэтому коэффициенты fl  в 

формуле (П68) пропорциональны коэффициентам 
al в формулах (П61) и (П62), которые характеризу-
ют поперечную (вихревую) часть скорости.

Уравнение Навье–Стокса (П17) для осесимме-
тричной задачи имеет вид
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где, как следует из (П61) и (П62), проекции попе-
речной скорости определяются выражениями
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Для градиента давления (П68) получаем:
радиальная компонента 
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полярная компонента
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1

1

1
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P
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Подстановка (П71)–(П74) в (П69) и (П70) по-
зволяет выразить коэффициенты fl  через al. Де-
лая преобразования, используя известные ре-
куррентные соотношения и уравнение Лежан-
дра [27], приходим к следующему соотношению 
коэффициентов 

	 f
l

R
al l= +η ( )

.
1 	 (П75)

Тогда 
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Соотношение (П76) вместе с формулами (П61) и 
(П62) дает искомое общее решение внутренней осе-
симметричной задачи в сферических координатах.

Аналогично рассматривается внешняя задача. 
Компоненты поперечной скорости согласно (П64) 
и (П65) имеют вид
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Тогда для давления получаем следующее решение 
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( , ) (cos ).θ η θ= 
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+
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Соотношение (П79) вместе с формулами (П64) 
и (П65) дает искомое общее решение внешней осе-
симметричной задачи в сферических координатах.

П. 5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ТОКА
Для компонент скорости, выраженных через 

функцию тока, по определению имеем [29]:

	 V
r

r = ∂
∂

1
2 sin

,
θ

ψ
θ

	 (П80)

	 V
r rθ θ

ψ= ∂
∂

1
sin

.	 (П81)

В развиваемом подходе функция тока является 
вторичной, вспомогательной величиной. Она вы-
числяется здесь апостериори. Ее полезно знать для 
построения линий тока. Для получения функции 
тока, соответствующей поперечной части скорости, 
необходимо воспользоваться уравнениями (П26)–
(П27), устанавливающими связь поперечной скоро-
сти с φ-компонентой векторного потенциала. Срав-
нивая с уравнениями (П80)–(П81), получаем

	 ψ θ θ θ⊥ =( , ) ( , )sin .r rA r 	 (П82)
Часть функции, соответствующую продольной 
части скорости, можно получить из уравнений 
(П80)–(П81) с учетом (П12): 
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Полная функция потока находится как сумма вида

	 ψ ψ ψ= +⊥ ||.	 (П85)

Применяя уравнения (П82)–(П85), с учетом 
(П61)–(П62), для внутренней задачи получим функ-
цию тока вида
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Аналогично, используя (П64)–(П65), для внешней 
задачи будем иметь
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На этом вывод основных соотношений завер-
шен. Практически важные уравнения, которые при 
этом были получены, помещены в табл. 1. 
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Acoustic flows in a hemispherical liquid droplet  
on a vibrating substrate
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Vibration impact on a liquid drop has attracted increasing interest in connection with the study of com-
plex self-organization processes in solutions. The practical value of such studies is associated with ap-
plications in chemistry, biology, medicine, and materials science (directed self-assembly of nanostruc-
tures in an evaporating drop). The paper presents a theoretical study of hydrodynamic flows of complex 
configuration excited by acoustic impact in a hemispherical drop deposited on a vibrating substrate.
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