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Задачи акустической физики, описывающие распространение акустических воздействий или свя-
занных с ними течений, опираются на уравнения гидроаэромеханики, в частности, на уравнения 
Навье–Стокса, содержащие векторный лапласиан скорости движения жидкой или газообразной 
среды. При этом одной из наиболее употребительных систем координат является сферическая. 
В заметке рассмотрена тиражирующаяся вплоть до 6-го исправленного издания 2021 г. принципи-
альная опечатка в “Гидродинамике” Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица (Курс теоретической физики, 
том VI), которая попала также в английскую версию Курса издательства Пергамон. Она касается 
уравнения Навье–Стокса в сферических координатах (15.21), описывающего r-компоненту век-
торного лапласиана. Опечатка мигрирует во вторичные публикации и может осложнить теорети-
ческие исследования, связанные с применением уравнений Навье–Стокса. Подробно выводится 
r-компонента векторного лапласиана из общих принципов, чтобы показать, как должно выглядеть 
соответствующее уравнение Навье–Стокса, и что опечатка действительно присутствует. Кроме 
того, предлагаются более компактные эквивалентные формы уравнений Навье–Стокса в сфери-
ческих координатах.
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Даже самые авторитетные, часто переиздавае-
мые и переведенные на иностранные языки науч-
ные курсы не всегда свободны от опечаток. Устра-
нение замеченных опечаток, по крайней мере, 
постановка их на вид научному сообществу и пра-
вообладателям есть своего рода долг уважения.

Сферические координаты — одна из наиболее 
часто используемых в многочисленных научных и 
прикладных исследованиях система отсчета, что 
связано с тем, что сферическая симметрия — едва 
ли не основное приближение к описанию физиче-
ских объектов и процессов в природе. Уравнения 
математической физики в сферической системе 
координат рассмотрены в многочисленной учеб-
ной, научной и прикладной литературе. 

Здесь мы указываем на опечатку, найденную в 
“Гидродинамике”, VI томе Курса теоретической 

физики Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица, которая не-
смотря на то, что, вероятно, не является вполне не-
известной научному сообществу, все же кочует по 
переизданиям и, к сожалению, еще не исправлена 
в новейшем на данный момент издании [1]. Речь 
идет о первом уравнении (15.21), с. 77. Это урав-
нение в системе координат ( , , )r q ϕ  записано в виде:
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где ρ и ν — плотность и кинематическая вязкость 
жидкости соответственно, p — давление. 
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Выражение в квадратных скобках в (1) есть 
r-компонента векторного лапласиана, который в 
общем виде определяется формулой [2–4]:

	 ∇ = ∇ ∇ ⋅ - ∇ × ∇ ×2
� ��

V V V( ) [ ].	 (2)
В прямоугольных декартовых координатах этот 

оператор совпадает со скалярным лапласианом ∇2, 
но в криволинейных отличается от него.

Опечаткой в формуле (1), как далее будет пока-
зано, является квадрат в выражении sin2 q в знаме-
нателе третьего члена в квадратных скобках. Из-
дание 2021 г. [1] является шестым, и эта опечат-
ка перешла в него из предыдущих пяти, а потому 
представлена во всех электронных отсканирован-
ных вариантах книги. Данная опечатка не избежа-
ла и переводную английскую версию курса, также 
механически переходя от издания к изданию, см., 
например, [5], с. 49.

Авторитетный Курс Ландау и Лифшица являет-
ся настольным для многих исследователей, в том 
числе первичным справочным источником фунда-
ментальных уравнений математической физики, в 
числе которых уравнения Навье–Стокса по праву 
занимают одно из центральных мест. Поэтому про-
исходит тиражирование данной опечатки в много-
численных научных статьях. 

Например, наша статья [6] вышла с такой вто-
ричной опечаткой, позаимствованной из четверто-
го стереотипного издания книги [1] (1988 г.). Речь 
идет о верхнем уравнении (16) в данной статье, ко-
торое, являясь осесимметричным вариантом урав-
нения (1), записано в виде 
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Здесь в квадратных скобках мы тоже видим ква-
драт в выражении sin2 q, являющийся лишним. В 
контексте статьи [6] эта опечатка, к счастью, не 
привела к ошибочным выводам, поскольку запись 
уравнений Навье–Стокса была сделана для демон-
страции схемы обсуждавшегося там подхода. 

Однако, в конкретной реализации этого подхо-
да, предпринятой в недавней статье [7], при под-
становке решения, представленного в виде ряда по 
полиномам Лежандра в тригонометрической фор-
ме, автору этой заметки не удавалось найти баланс 
уравнений по тригонометрическим функциям. 
Тогда сверка исходного уравнения Навье–Стокса, 
взятого из [1], с другими авторитетными издани-
ями, такими как [8] и [9], позволила установить 
причину дисбаланса. 

Независимый вывод выражения для радиальной 
компоненты векторного лапласиана в сферических 
координатах подтвердил наличие в [1] опечатки. 
Правильное уравнение имеет вид:
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Далее в справочных целях представлен и вывод, 
доказывающий справедливость формулы (4). 

В криволинейных координатах ( , , )u u u1 2 3  об-
щее определение векторного лапласиана (2) имеет 
вид [8, 9]:
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где метрические коэффициенты определяются 
выражениями
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x x x1 2 3, ,  — прямоугольные декартовы координаты, 
так что
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Структура уравнения (5) очевидно соответству-
ет (2), так что:
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В сферической системе ( , , )r q ϕ  имеем:

	 u r r1 0= ≤ < ∞, ,	 (14)

	 u2 0= ≤ <q q p, ,	 (15)

	 u3 0 2= ≤ <ϕ ϕ p, ,	 (16)

	 x r1 = sin cosq ϕ,	 (17)

	 x r2 = sin sinq ϕ,	 (18)

	 x r3 = cos q.	 (19)

Метрические коэффициенты в сферической систе-
ме координат имеют вид
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Задача состоит в том, чтобы определить явно 
выражение для u1-проекции векторного лапласи-
ана в сферической системе координат:
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Чтобы привести (21) к требуемому виду, нужно 
найти вспомогательные величины:
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Вычисляем производную
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Раскрывая производные по r в квадратных скоб-
ках, получаем
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Далее находим:
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Тогда
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Складывая (26) и (29) в соответствии с (21), полу- 
чаем
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Чтобы упростить (30), разложим производную по r:

	 1 1
2 2

2

r r
r

V

r

V
r

V

rsin sinq ϕ q ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ∂

∂
∂
∂









 =

∂
∂

+
∂
∂ ∂












.	 (31)

Далее, аналогично распишем производные по θ
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Уравнение (30) упрощается подстановкой фор- 
мул (32)–(35):
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Подставляя (31) и (36) в (30), получаем
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	(37)

Здесь введено обычное определение для скалярно-
го лапласиана
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, полученная формула (37) под-

тверждает, что r-компонента векторного лапласиа-
на в сферических координатах имеет вид
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	  (39)

Показатель степени 2 при синусе в третьем сла-
гаемом отсутствует. Поэтому в VI томе Курсе Лан-
дау и Лифшица как в оригинальном русскоязыч-
ном [1], так и переводном английском [5] изданиях 
в первом уравнении (15.21) действительно допуще-
на опечатка. Напротив, монографии [8] и [9] явля-
ются примерами, где нет такой опечатки.
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Заметим, что иногда вместо (39) используется 
эквивалентное выражение
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т.е. с раскрытым последним членом ([2], с. 192). 
Таким образом, правильная форма уравнений 

Навье–Стокса для несжимаемой жидкости имеет 
вид1
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	(42) 
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	 (43)

Уравнение непрерывности для несжимаемой 
жидкости с учетом (22) имеет вид
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Заметим, что уравнение (41) можно переписать в 
более компактной форме, выразив последние два 
члена из уравнения (44):
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1 �Заметим, что новейшее на данное время издание Гидро-
динамики [1], в отличие от английского [5] и российских 
изданий 1986 и 1988 гг., содержит эксклюзивную опечат-
ку в уравнении (42), а именно, третий член в левой части 

уравнения записан в виде 
V

r

2ϕ qcot
.

Тогда получим еще один вариант r-составляющей 
уравнения Навье–Стокса
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где обозначено h ρν=  — коэффициент динамиче-
ской вязкости,
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Принимая во внимание, что
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получаем
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Есть и другой способ переписать это выраже-
ние. С учетом подстановки
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перепишем (49) в виде
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Подставляя уравнение (52) в уравнение (50), мож-
но получить
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или
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Заметим, что два других уравнения Навье–
Стокса (42)–(43) можно переписать в аналогичном 
виде, принимая во внимание определение операто-
ра градиента в сферических координатах
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Таким образом, подставляя оператор градиента, 
уравнения Навье–Стокса (41)–(43) можно перепи-
сать в виде
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где выражение p
V

r
r-

2h
 играет роль “эффективно-

го давления”. 
Работа проведена в рамках выполнения Го-

сударственного задания НИЦ “Курчатовский 
институт”.
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Vector Laplacian in spherical coordinates: on one uncorrected misprint  
in “Fluid mechanics” by L.D. Landau and E.M. Lifshitz

P. V. Lebedev-Stepanova,*
aNational Research Center “Kurchatov Institute”, Moscow, Russia, 119333
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The problems of acoustic physics describing the propagation of acoustic effects or associated flows rely 
on the equations of hydroaeromechanics, in particular, on the Navier–Stokes equations containing 
the vector Laplacian of the velocity of a liquid or gaseous medium. One of the most commonly used 
coordinate systems is spherical one. The paper discusses a fundamental misprint in “Fluid mechan-
ics” by L.D. Landau and E.M. Lifshitz (Course of Theoretical Physics, Volume VI), which has been 
replicated up to the 6th revised edition of 2021, and which also made it into the English version of the 
Course published by Pergamon. It concerns the Navier-Stokes equation in spherical coordinates (15.21), 
which describes the r-component of the vector Laplacian. A typo migrates to secondary publications and 
can complicate theoretical studies related to the application of the Navier–Stokes equations, which the 
author of this note has personally encountered. The r-component of the vector Laplacian is derived in 
detail from general principles to show what the corresponding Navier–Stokes equation should look like 
and that the typo is indeed present. In addition, more compact equivalent forms of the Navier–Stokes 
equations in spherical coordinates are proposed. 

Keywords: Navier–Stokes equations; spherical coordinates; vector Laplacian
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