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Для повышения помехоустойчивости обнаружения источника сигналов необходима информация, со-

держащаяся в моделях сигналов, волновода и помех. Для обнаружения обычно применяют различные ал-
горитмы согласованной или квази-согласованной со свойствами среды обработки. Одно из направлений 
работ предполагает использование устойчивых к изменению свойств среды волноводных инвариантов 
или инвариантных соотношений. В течение многих лет для этой цели применяется инвариант Чупрова. 
Позднее нами было предложено использовать для этих целей фазовый инвариант, свойства которого 
на плоскости частота–расстояние связаны с характеристиками линий равных фаз. Установлено, что как 
линии равных фаз, так и фазовые инварианты отличаются устойчивостью при изменении параметров 
волновода, расстояния, глубин источников и приемников, профиля скорости звука и т. д. Но фазовый 
инвариант равен «–1» в отличие от инварианта Чупрова или фазо-энергетического инварианта, которые 
равны «+1».

В докладе приводятся результаты компьютерного моделирования и оценки фазового инварианта 
в мелком море. Показано, что при сканировании в пространственно-частотной области и сложении ком-
плексных спектров вдоль линий равных фаз наблюдается когерентное накопление мощности сигнала, 
в отличие от суммирования спектральных плоскостей мощности сигналов с использованием инварианта 
Чупрова или фазо-энергетического инварианта, которые происходят энергетически (видеокогерентно).
Ключевые слова: мелкое море, волноводные инварианты, фазовый инвариант, когерентное суммирование спектральных 
плотностей сигнала вдоль линии равных фаз
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Рассмотрено распространение крутильных волн в стержнях переменного сечения. При линейном 

сплющивании стержня скорость распространения крутильной волны также уменьшается линейно 
и на конечной длине стержня обращается в ноль. При этом время распространения до заостренного 
конца равно бесконечности. Такая замедляющая конструкция в современной терминологии называется 
вибрационной черной дырой. Получены точные решения уравнения крутильных колебаний заострен-
ного стержня с моментом инерции и моментом кручения в виде степенных функций и соответствующие 
выражения для входного импеданса со стороны начального сечения.
Ключевые слова: крутильная волна, стержень переменного сечения, время распространения
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Ультразвуковое зондирование является одним из инструментов определения упругих параметров ма-
териала и контроля их изменения в процессе производства и эксплуатации. Для тонкостенных конструк-
ций, изготовленных, например, из слоистых композитных материалов, на первый план выходят бегущие 
волны, распространяющиеся вдоль слоев. Их волновые характеристики и само число возбуждаемых волн 
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определяется упругими свойствами слоев и их толщиной и зависят также от частоты, обусловливая дис-
персию волнового пакета. Тем самым они несут больше информации о слоистой структуре, чем бездис-
персионные объемные волны, традиционно используемые в неразрушающем контроле. Эффективные 
параметры определяются путем минимизации невязки между расчетными и измеренными дисперсион-
ными характеристиками при варьировании входных параметров расчетной модели.

Здесь возникают две самостоятельные задачи:
1) разработка эффективных компьютерных моделей, позволяющих получать амплитудно-частотные 

и дисперсионные характеристики каждой из бегущих волн, возбуждаемых в многослойном упругом вол-
новоде, в том числе и с учетом анизотропии упругих свойств;

2) выделение волновых характеристик из массива данных измерений.
Важную роль играет также выбор целевой функции и алгоритма ее минимизации.
В докладе обсуждается решение этих задач на основе полуаналитического подхода, базирующего-

ся на явных интегральных и асимптотических представлениях волновых полей, их возбуждении и ре-
гистрации пьезосенсорами и лазерно-оптическими средствами и выделении волновых чисел методом 
H-функций и матричных пучков на примере восстановления свойств как изотропных пластин (сталь, 
алюминий, стекло), так и анизотропных армированных углепластиков.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, проект № 24-11-00140.
Ключевые слова: ультразвуковой контроль, бегущие волны, обратные коэффициентные задачи, слоистые материалы, 
анизотропные композиты
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Метод параболического уравнения широко используется для численного моделирования акустиче-
ских полей в различных волновых задачах, в которых распространение волн имеет однонаправленный 
характер. В настоящее время основной способ построения широкоугольных параболических моделей за-
ключается в применении Падэ аппроксимаций к пропагатору однонаправленного волнового уравнения. 
При рассмотрении трехмерных задач такой подход связан с известными вычислительными трудностями, 
которые до конца не преодолены. Недавно был предложен новый метод аппроксимации пропагатора 
операторным рядом Фурье, который сводит решение широкоугольной задачи к решению нескольких де-
сятков задач, эквивалентных по математической постановке задаче для стандартного или узкоугольного 
параболического уравнения. Это дает возможность использовать более эффективные численные схемы 
при решении задач в трехмерной постановке. В настоящей работе исследуются возможности по расши-
рению предложенной модели для описания распространения волн в неоднородных средах. В частности, 
анализируются поправки, связанные с учетом плавных изменений параметров среды вдоль выделенного 
направления распространения волн, а также возможность использования нового метода аппроксима-
ции пропагатора для этих случаев. Анализ возникающих ошибок выполнен путем сравнения численных 
решений для однонаправленных моделей с результатами расчетов полноволновой модели «k-Wave» в те-
стовой неоднородной среде.
Ключевые слова: широкоугольное параболическое уравнение
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Рассматривается трехмерный интеграл типа Фурье, в экспоненте которого стоит произведение не-
которой фазовой функции и большого параметра. Требуется найти асимптотику этого интеграла при 


