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Исследуется процесс распространения и распада длинных низкочастотных нелинейных акусти-
ко-гравитационных волн в верхней атмосфере. Рассматривается одна спектральная волновая 
мода, для которой, с помощью сформулированного варианта вариационного принципа для слоя 
жидкости, выведено приближенное нелинейное уравнение Кортевега–де Вриза–Бюргерса. Ко-
эффициенты выведенного уравнения зависят от высоты. В работе исследован вопрос о распаде 
волны на волны-солитоны меньшего масштаба. Выписаны условия распада волн и выписаны 
формулы для оценки масштабов вторичных волн-солитонов, образующихся при распаде и пер-
вичной волны. Показано, что распад волн может происходить только в определенных слоях, 
определяемых вертикальной структурой волны.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Акустико-гравитационные волны (АГВ), существу-

ющие в атмосфере и океане вследствие стратифика-
ции плотности, играют значительную роль в переносе 
энергии и импульса в среде. Одним из важных направ-
лений исследований в физике атмосферы является из-
учение вертикального распространения различных ти-
пов АГВ от приземных источников [1], [2]. Распростра-
няющиеся вверх волны от различных тропосферных 
источников могут достигать высот верхней атмосферы 
и ионосферы и изменять их состояние [3]. В работах 
[4], [5], [6] показано, что ускорение среднего потока 
волнами играет важную роль в поддержании баланса 
импульса в термосфере. Модельные и аналитические 
исследования вертикального распространения таких 
волн в различных средах, например как в работах [7, 8], 
необходимы для развития новых представлений и углу-
бленного понимания физических процессов.

Известно, что АГВ могут со временем распадать-
ся за счет нелинейных эффектов, производя вто-
ричные волны более мелких масштабов или даже 

формируя турбулентность. Каскадное разрушение 
волн, генерируемых различными источниками, 
приводит со временем к образованию универсаль-
ных спектров этих волн в области больших волно-
вых чисел [9], [10].

При изучении нелинейных АГВ в океане чрез-
вычайно продуктивными оказались аналитические 
нелинейные модели, основанные на известном 
уравнении Кортевега–де Вриза (КдВ) [11], [12], [13], 
[14], [15]. Уравнение КдВ выводится в приближении 
низкочастотных длинных волн, наиболее интерес-
ных в геофизике, когда горизонтальный масштаб 
значительно больше вертикального. Это уравне-
ние хорошо аналитически исследовано, построены 
асимптотические формулы для решений уравнения 
КдВ [16] и доказано немало полезных утверждений 
о поведении волновых струтур, описываемых этим 
уравнением. Поэтому, когда гидродинамическая 
задача приближенно сведена к уравнению КдВ, 
процессы распространения и распада нелинейных 
волн можно считать в целом понятными [17].
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В аналитической теории уравнения КдВ [11], [12], 
[13], [14], [15] показано, что волны достаточно боль-
ших амплитуд со временем распадаются на отдель-
ные волны меньших масштабов, имеющие пример-
но такие же амплитуды. Образующиеся вторичные 
волны меньших масштабов состоят из отдельных 
локализованных возмущений, чрезвычайно устой-
чивых и сохраняющихся при столкновительных вза-
имодействиях с другими аналогичными волнами. 
Они имеют характерную симметричную форму, по 
которой их легко опознать. Чтобы подчеркнуть осо-
бые свойства этих вторичных волн, они были назва-
ны солитонами. Солитоны являются универсальным 
итогом распада всех исходных волн, описываемых 
уравнением КДВ. Результаты распада различных ис-
ходных волн отличаются только количеством и ам-
плитудами образовавшихся солитонов.

Применительно к АГВ, эти волны-солитоны в 
двумерном случае выглядят как распространяю-
щиеся вихри, или, в более сложном случае, систе-
мы вихрей, расположенных друг над другом. Оси 
вращения вихрей горизонтальны. Поскольку АГВ 
соответствует вихревое движения жидкости (ли-
нии тока замкнуты), то распад на волны-солито-
ны — это распад крупных распространяющихся 
вихрей на мелкие. В теории, однако, не учитыва-
ются диссипативные эффекты. Если их учесть, то 
образовавшиеся мелкомасштабные вихри будут 
диссипировать.

Во второй половине 20-го века в работах [18], 
[19], [20] было показано, что уравнение КДВ при-
ближенно описывает распространение и распад 
слабо нелинейных длинных низкочастотных АГВ, 
распространяющихся в несжимаемой стратифи-
цированной жидкости в волноводе. В этом случае 
вертикальная структура волны описывается ка-
кой-то одной модой АГВ. Эволюция горизонталь-
ной структуры волны описывается нелинейным 
уравнением КдВ. В работах [21], [22] КдВ-модель 
нелинейных АГВ была обобщена на случай распро-
странения волн в жидкости со свободной поверхно-
стью. В этом случае тоже реализуется волноводное 
распространение АГВ, но верхним граничным ус-
ловием является условие свободной поверхности. 
Эта модель широко применяется к нелинейным 
АГВ в океане [23], [24], [25].

В работе [26] впервые выведено уравнение КдВ 
для нелинейных АГВ в атмосфере. Верхней грани-
цей в их аналитической нелинейной модели атмос-
ферных АГВ принималась турбопауза. В работах 
[27], [28], [29] КдВ-модель была обобщена на слу-
чай распространения АГВ в атмосфере со сложной, 
меняющейся во времени вертикальной структурой. 
В этом случае выводится система нелинейных заце-
пляющихся уравнений типа КдВ для горизонталь-
ных профилей волновых мод. Для решения этой 
системы зацепляющихся нелинейных уравнений 
была предложена несингулярная теория возмуще-
ний, которая выражает приближенное решение 

системы зацепляющихся уравнений через решения 
отдельных независимых уравнений КдВ. Это по-
зволило изучить общие свойства слабо нелинейных 
АГВ со сложной вертикальной структурой. Пред-
положение о волноводном распространении волн 
в модели [27], [28], [29] было сохранено.

Для атмосферы трудно предложить оправдан-
ную верхнюю границу. Но если верхнюю границу 
отнести достаточно высоко, то она слабо влияет на 
волны вдали от искусственной верхней границы. 
Сравнивая нелинейные АГВ в океане и в атмос-
фере, заметим, что волны в океане несколько про-
ще для теоретического изучения. В океане имеется 
естественное верхнее граничное условие, свобод-
ная поверхность воды, приводящая к волновод-
ному распространению волн, а в атмосфере такой 
четкой верхней границы нет. В океане стратифика-
ция образуется вследствие изменения солености и 
температуры воды с высотой, и плотность жидко-
сти изменяется с высотой не сильно. В атмосфере 
плотность газа изменяется с высотой на много по-
рядков. Вследствие этого амплитуда волны в атмос-
фере может быть очень значительной на больших 
высотах, но эта же волна может иметь очень малые 
амплитуды на небольших высотах.

В данном исследовании предложена модифи-
кация традиционного вывода уравнения КдВ для 
длинных низкочастотных АГВ, которая не требует 
верхнего граничного условия. Предлагаемая моди-
фикация модели слабо нелинейных длинных АГВ 
основывается на том, что в случае длинной АГВ 
слои атмосферы ведут себя квазинезависимо. То 
есть, взаимодействие между различными слоями 
атмосферы в случае длинной АГВ слабое, в срав-
нении с эффектами внутри слоев. Поэтому модель 
строится не для всей атмосферы в целом, а для слоя 
атмосферы некоторой толщины, примерно равной 
вертикальной длине волны. Но при этом анализи-
руются все слои атмосферы сверху донизу.

При выводе модельного уравнения учитываются 
эффекты вязкости и теплопроводности, и в резуль-
тате получается уравнение КдВ–Бюргерса, которое 
содержит дополнительное слагаемое, описывающее 
диссипативное затухание. При выводе уравнения 
КдВ–Бюргерса используется модифицированный 
нами вариант вариационного принципа. Выведен-
ное уравнение КдВ–Бюргерса используется для 
оценки горизонтальных масштабов и амплитуд вто-
ричных волн и солитонов, получающихся в результа-
те распада первичной АГВ. Теоретически показано, 
что, если распад АГВ происходит, то он происходит 
слоями в окрестности выделенных высот, зависящих 
от структуры распадающейся волновой моды.

2. УРАВНЕНИЕ КДВ–БЮРГЕРСА  
ДЛЯ АКУСТИКО-ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН

Уравнения гидродинамики сложны для исследо-
вания нелинейных волн, но из них можно вывести 
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приближенное нелинейное волновое уравнение 
КдВ–Бюргерса, которое хорошо исследовано, и 
может помочь в понимании поведения нелиней-
ных волн. Ниже рассматривается двумерный слу-
чай. Предполагается, что вдали от источника волн, 
параметры атмосферы и волновые поля слабо за-
висят от второй горизонтальной координаты, ор-
тогональной направлению распространения волн, 
поэтому двумерное рассмотрение допустимо.

2.1. Вывод уравнения КдВ–Бюргерса
Рассмотри двумерную систему нелинейных ги-

дродинамических уравнений (1) [1] для стратифи-
цированного полем тяжести газа: 
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Здесь t — время; x, z и u, w — координаты и ком-
поненты скорости соответственно; p, r, T  — дав-
ление, плотность и температура; R — универсальна 
газовая постоянная; µ — молекулярный вес; g  —  
ускорение свободного падения; g  — постоянная 
адиабаты; ν и κ  — кинематические коэффициен-
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В уравнениях (1) и далее x  — горизонтальная ко-
одинатная ось, направленная вправо, а z — верти-
кальная координата, и ось z направлена вверх. Со-
ответственно, u и w — горизонтальная и вертикаль-
ная компоненты скорости газа.

Рассмотрим уравнения (1) в предположении 
слабой нелинейности, когда волновые возмущения 
гидродинамических величин от их фоновых значе-
ний достаточно малы и в гидродинамических урав-
нениях можно сохранить только слагаемые ква-
дратичные по волновым возмущениям. Также рас-
смотрим случай относительно слабой диссипации, 
безветренной атмосферы и рассмотрим АГВ с низ-
кими частотами, значительно меньшими частоты 
Вяйсяля–Брента. Из нелинейных членов сохраним 
только квадратичные. Запишем ниже уравнения в 
удобном компактном виде таким образом, что ма-
лые члены уравнений выписаны справа 
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Здесь индексы nl , ds и dp отмечают нелиней-
ные, диссипативные и дисперсионные величины; 
индексы t, x  и z обозначают дифференцирование 
по времени и соответствующим координатам; ин-
дексом 0 обозначены фоновые значения. Функ-
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Коэффициенты µ, g , g  в атмосфере реально зависят 
от вертикальной координаты z, но эта зависимость 
столь медленная, что производными по z от этих 
величин всегда можно пренебрегать. Переменная 

α g g( ) = 1
( )

> 0z
d H z

dz
− +  — параметр статической 

устойчивости.
В правые части уравнений (2) вынесены слагае-

мые fi, связанные с нелинейностью (отмечены ин-
дексом nl), диссипацией (индекс ds) и дисперсией 
(индекс dp), которые приведены в (3). 

2.1.1. Уравнения в приближении 
волн малой амплитуды

Если в системе уравнений (2) правые части пре-
небрежимо малы, и их отбросить, то получается 
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стандартная система линеаризованных уравнений 
для стратифицированного тяжелого газа в ква-
зистатическом приближении, и без учета диссипа-
тивных процессов: 
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Частные решения этой системы уравнений (4), 
описывающие волны, распространяющиеся вдоль оси 
x с горизонтальной фазовой скоростью c, имеют вид 
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	 (5)

где функция θ описывает горизонтальную структу-
ру волны. Фазовая скорость c волны считается за-
данной, и она не определяется из дисперсионного 
соотношения, поскольку в рассматриваемом об-
щем случае сложной стратификации среды уравне-
ния (4) не решаются аналитически, и дисперсион-
ное соотношение написать не удается.

В [2] для системы уравнений (4) поставлена за-
дача и показано, что систему уравнений (4) можно 
рассматривать как одно матричное уравнение типа 
Шредингера (эволюционный оператор самосопря-
женный с всюду плотной областью определения). 
Отсюда, в частности, следует, что столбцы-функ-
ции λ (x, z, t, c) в (5), соответствующие различным 
значениям фазовой скорости c, ортогональны в 
смысле скалярного произведения (19).

Для определения функций �ψ( , )z c , �u z c( , ), �w z c( , ),  
�φ( , )z c  в (5), подставляя (5) в (4), можно вывести си-
стему уравнений для вертикальных профилей ги-
дродинамических функций для одной волновой 
моды: 

P
H

P
g

cH
Wz =

1− + ′′g
α

g
,

	 ′′ − ′′ + −





W
H

W P
c

gH cz =
1

.
α

g g
	

(6)

Если численно решить систему двух дифферен-
циальных уравнений (6) с граничными условиями 
на поверхности Земли 

	 P z c W z c( = 0, ) = 1, ( = 0, ) = 0,′′ 	 (7)

то функции �ψ( , )z c , �u z c( , ), �w z c( , ), �φ( , )x c  в (5) , опи-
сывающие вертикальные профили волновых мод, 
выражаются через P z( ) и ′′W z( ) по формулам
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Формулы (5), (6), (7) написаны для общего слу-
чая произвольной стратификации среды, и пред-
полагается, что уравнения (6) решаются числен-
но. Частный случай, когда плотность газа падает с 

высотой экспоненциально, r r0 00( ) =z
z

H
exp −



  и 

H = const, называют изотермической атмосферой 
[30]. В этом частном случае изотермической атмос-
феры функции �ψ( , )z c , �u z c( , ), �w z c( , ), �φ( , )z c  удается 
вычислить аналитически. Они все имеют структуру 

A
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H

k z z kz a zexp sin
2

( )




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+( )





, где kz — вертикаль-

ное волновое число, а za(kz) — параметр, свой для 
каждой из обсуждаемых функций. Видно, что ам-
плитуда волн экспоненциально растет с высотой. 
Волновое число kz cвязано с фазовой скоростью c 
дисперсионным соотношением, которое имеется, 
например, в [30]. 

Как видно из формулы (5), функция θ в (5) удов-

летворяет простому уравнению ∂
∂

+ ∂
∂

θ θ
t

c
x

=0. Это 
можно проверить прямой подстановкой (5) в (4). 
Уравнение для θ получено в приближении длинных 
внутренних гравитационных волн, когда горизон-
тальный масштаб волны значительно больше вер-
тикального, и в третьем уравнении системы (4) опу-
щено малое слагаемое r0wt . Более точное уравнение 
для θ проще всего вывести из дисперсионого соот-
ношения для внутренних гравитационных волн в 
изотермической атмосфере [30], [31], разлагая ча-
стоту w в ряд по малому горизонтальному волново-
му kx  и восстанавливая уравнение по упрощенному 
дисперсионному соотношению, можно получить: 

	 ∂
∂

+ ∂
∂

+ −
−

θ θ g
g

θ
t

c
x

gH c c

g xxx

2 3

22( 1)
= 0.	 (8)

Уравнение (8) имеет вид линеаризованного уравне-
ние КдВ. 

2.1.2. Уравнение для слабонелинейных 
длинных по горизонтали волн

Малые слагаемые (3) в правых частях системы 
уравнений (2) можно рассматривать как источни-
ки в линейных волновых уравнениях, соответству-
ющих левым частям системы (2). Эти источники, 
во-первых, могут генерировать вторичные волно-
вые моды, имеющие вертикальные структуры и го-
ризонтальные фазовые скорости отличные от пер-
воначального значения c. Во-вторых, эти источни-
ки будут приводить к тому, что функция θ в будет 
зависеть от x  и t более сложным образом, чем в (5).

Эффекты генерации вторичных волновых мод 
в данном исследовании мы не рассматриваем, 
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поскольку оценки показывают, что эти эффекты не 
накапливаются со временем. Здесь мы сосредото-
чимся на изучении влияния нелинейности, дисси-
пации и дисперсии на первоначальную волновую 
моду, которая описывается в линейном приближе-
нии формулой (5) и характеризуется конкретным 
значением фазовой скорости c, так как оценки по-
казывают, что эти эффекты накапливаются со вре-
менем, и даже небольшая нелинейность со временем 
может приводить к значительным последствиям.

Для того, чтобы вывести искомое нелинейное 
уравнение для одной волновой моды, рассмотрим 
уравнение (2) в матричном виде и учтем опреде-
ление локального скалярного произведения (21) в 
Приложении. Домножим скалярно, в смысле (21), 
систему уравнений (2) на столбец-функцию вида 

	 ζ
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,	 (9)

где вертикальные профили функций соответствуют 
исходной волновой моде, распространяющейся с го-
ризонтальной фазовой скоростью c. Функция ϑ x t,( ) —  
произвольная. Используемый прием позволяет отсле-
дить нарастание нелинейных эффектов с высотой.

Вычисляя интегралы по переменной z, возника-
ющие в результате локально-скалярного умноже-
ния системы уравнений (2) на столбец (9) и произ-
водя некоторые метематические преобразования, 
учитывая прозвольность функции ϑ x t,( ) в (9), мы 
приходим к уравнению 

	
θ θ ξ θθ

ξ θ ξ θ ξ θ
t x x

xxx xx

c a

b d e

+ + ( ) +

+ ( ) + ( ) + ( ) = 0,
	 (10)

которое и является предметом изучения. Более под-
робный вывод уравнения (10) есть в Приложении.

Уравнения (10) уточняет уравнение (8) линейной 
теории, следующее из (4), (5) и описывающее гори-
зонтальное распространение одной возбужденной 
волновой моды длинных внутренних гравитаци-
онных волн. Уравнение (10) учтывает влияние сла-
бых нелинейности, диссипации, дисперсии на рас-
пространяющуюсю волновую моду. Мы получили 
уравнение для волн, распространяющихся в одном 
направлении, поскольку и затравочная волна (5), 
в стартовом приближении, описывает волны, рас-
пространяющиеся в одном направлении.

Мы будем далее называть уравнение (10) уравне-
нием Кортевега–де Вриза–Бюргерса (КдВ–Бюргер-
са). Однако, если говорить строго, то оно отличается 
от классического уравнения КдВ–Бюргерса наличи-
ем слагемого dθ, описывающего затухание [32]. Если 
пренебречь в уравнении (10) диссипативными члена-
ми, то получим уравнение КдВ для АГВ [26],[27], [28].

Отметим отличия развиваемого подхода от пре-
дыдущих работ, в которых рассматривалось рас-
пространение волн в волноводе. Уравнение КдВ 

описывало эволюцию горизонтального профиля 
волновой моды, нелинейная постоянная опреде-
ляла влияние нелинейности в среднем по высоте 
волновода. Все гидродинамические функции вы-
числялись однозначно умножением вертикальных 
профилей (для плотности, температуры, скоро-
стей) волновой моды на θ( , )x t .

В выведенном уравнении (10) постоянная a 
определяет влияние нелинейности в среднем по 
слою z z− +[ ]Λ Λ,  толщиной 2Λ, что примерно 
соответствует длине волны по вертикали. Дис-
сипативные постоянные d , e  тоже вычисляются в 
среднем по слою z z− +[ ]Λ Λ, . Поскольку коэф-
фициенты a, d, e  уравнения (10) зависят от z, то у 
θ c течением времени появляется медленная зави-
симость от z. Соответственно, со временем должна 
возникать эволюция волны, обусловленная посте-
пенно появляющейся со временем зависимостью θ 
от z; с течением времени волны в различных слоях 
начнут взаимдействовать.

2.2. Зависимости коэффициентов 
уравнения КдВ–Бюргерса от высоты

На рис. 1а показана оценка зависимости коэф-
фициента d  уравнения (10) от высоты z. Видно, что 

на высотах z ≥ 200 км, τ ≈ 1
(200 )d км

 характерное 

время затухания волны τ менее часа. Это время 
затухания τ сравнимо с обратной частотой волны 
w− ≈1 1.5 ч, и поэтому на высотах z ≥ 200 км распад 
АГВ вследствие нелинейных эффектов может стать 
заметным только при очень сильной нелинейности. 
На высоте z = 160 км характерное время затухания 
волны τ( = 160 ) 11z км сут≈ , и наблюдать распад 
волны вследствие нелинейных эффектов более ве-
роятно, если амплитуда волны достаточно велика. 
На высотах z ≤ 100 км  характерное время затуха-
ния волны вследствие диссипативных эффектов 
τ( = 100 ) 9z км сут≥ , и диссипативное слагаемое в 
(10) мало.

На рис. 1б показана зависимость от высоты z ко-
эффициента e  в (10), который сильно отличается от 
нуля выше 200 км. На рис. 1в показана зависимость 
дисперсионного коэффициента b уравнения (10) от 
высоты z. Этот коэффициент возрастает с высотой 
z примерно в 4 раза. На рис. 1г показана зависи-
мость нелинейного коэффициента a уравнения (10) 
от высоты z. Этот коэффициент сильно изменяет-
ся с высотой, растет по амплитуде примерно как 

1

( )0r z
, и при этом изменяет знак с высотой.

3. РАСПАД ДЛИННЫХ АГВ
Уравнение (10) включает в себя как слагаемые 

хорошо математически изученного уравнения КдВ ,  
так и слагаемые d( )ξ θ и e xx( )ξ θ , описывающие дис-
сипативное затухание волн, и которые на высотах 
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ниже 100–150 км можно считать малыми. В этом 
разделе изучим распад отдельных мод волнового 
спектра. Вдали от источника, волновые моды, име-
ющие различные скорости распространения, про-
странственно разделяются, и имеет смысл рассмо-
трение только одной волновой моды.

Уравнение (10) позволяет сравнительно просто 
объяснить причину распада длинных волн. Для 
очень длинных волн слагаемыми b xxx( )ξ θ  и e xx( )ξ θ  в 
(10) можно пренебречь, и мы приходим к уравнению 

	 θ θ θθ θt x xc a d+ + + = 0.	 (11)

Рассмотрим распространение одной возбуж-
денной моды внутренних гравитационных волн. 
В терминах уравнения (11) (или уравнения (10)) 

постановка такой задача очевидна: задано началь-
ной условие θ( ,0)x , и мы должны решить уравнение 
(11) (либо уравнение (10)).

3.1. Начальные условия
Интересно обсудить эту задачу в терминах ис-

ходных гидродинамических уравнений (1). На-
чальные условия задачи о распространении одной 
возбужденной волновой моды в терминах функций 
системы уравнений (1) имеют вид: 
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Рис. 1. Зависимость от высоты z коэффициентов уравнения КдВ–Бюргерса: (а) – d, (б) – e, (в) – b, (г) – a.
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где, для определенности, пусть θ( ,0) =
2 0

x
B

x x
L

ch
−



θ( ,0) =

2 0
x

B

x x
L

ch
−



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, и x0 = 900 км, L = 300 км, B = 100. 

В атмосфере плотность газа r0( )z  падает с вы-
сотой примерно экспонециально, вследствие чего 
амплитуды вертикальных профилей �ψ( , )z c , �u z c( , ),  
�w z c( , ), �φ( , )z c  волновых мод примерно экспонен-
циально растут с высотой. Функции �ψ( , )z c , �u z c( , ), 
�w z c( , ), �φ( , )z c  вычислены в рамках недиссипативной 
задачи и не учитывают растущее с высотой влияние 
диссипации. В реальной атмосфере диссипация до-
минирует на больших высотах, что на больших вы-
сотах останавливает рост амплитуд волн с высотой 
и гасит волны. Чтобы учесть этот эффект, в (12) 
введен специально подобранный множитель f z( ), 
равный 1 на высотах, где влияние диссипации не-
значительно, но на больших высотах, где диссипа-
ция доминирует, f z( ) мала и гасит волновое возму-
щение. Чтобы подобрать подходящую зависимость 
f z( ), использовано уравнение (10); коэффициенты 
(10) зависят от вертикальной координаты, обозна-
ченной в (10) переменной ξ, и (10) учитывает вли-
яние растущей с высотой диссипации на волны. 
Используемая в расчетах функция f z( ) получена 
из решения уравнения (10) при начальном условии 
θ ξ( , ,0) 1x ≡ , и взято f x t( ) = ( , , = 0.5 )ξ θ ξ ч . Прием с 
введением функции f z( ) в начальный профиль (12) 
позволяет отсечь из рассмотрения случаи (высоты), 
когда влияние диссипации значительно и уравне-
ния (10) и (11) заведомо неприменимы. 

В начальном условии (12), функция θ зависит 
только от горизонтальной координаты x. Но при 

задании начальных условий (12) для гидродинами-
ческих переменных функция θ умножается на функ-
ции r ψ0( ) ( , )z z c� , �u z c( , ), �w z c( , ), T z z c0( ) ( , )�φ  которые 
меняют знаки, осциллируют с ростом z. Следова-
тельно, такая волна имеет слоистую структуру, где с 
ростом высоты z чередуются слои с положительны-
ми и отрицательными значениями гидродинамиче-
ских переменных. Такие слоистые структуры часто 
наблюдаются в средней атмосфере [30], [31].

3.2. Причины и механизмы распада волн 
Уравнение (11) — это хорошо исследованное 

квазилинейное уравнение гиперболического типа 
[33]. Известно, что, при гладких начальных данных, 
решение уравнения (11) существует лишь до неко-
торого t tbr= . Время tbr  определяется начальным 
профилем волны θ( , = 0)x t  и может быть довольно 
большим, но конечным, tbr < ∞. При t tbr=  произ-
водная θx x t( , ) становится бесконечной в некоторой 
точке x xbr= , и решение уравнения (11) при t tbr≥  
не существует, с математической точки зрения (гра-
диентная катастрофа). На рис. 3 показан пример 
развития волны, описываемой уравнением (11), для 
условий z = 146 км. Здесь при t tbr≥ ≈ 8500 c реше-
ние уравнения (11) не существует.

До времени опрокидывания получаемое числен-
но решение на рис. 3 с высокой точностью совпада-
ет с получаемым методом характеристик.

В окрестности точки xbr , где волна, описываемая 
в приближении (11), опрокидывается при прибли-
жении момента времени tbr, растет не только про-
изводная θx, но также растут слагаемые с высшими 
производными b xxxθ  и e xxθ  в (10); причем они растут 
быстрее, чем слагаемое a xθθ . Поэтому пренебреже-
ние хотя бы одним из этих двух слагаемых стано-
вится неправомерным при приближении времени 
tbr . Если из этих двух слагаемых доминирующим 
оказывается e xxθ , то процесс роста прозводной на 
фронте волны останавливается, когда в окрестно-
сти фронта волны устанавливается e axx xθ θθ≈ ,  
и в этом случае формируется волна типа ударной.

Если же доминирующим оказывается слагаемое 
b xxxθ , то в окрестности фронта волны со временем 
достигается b axxx xθ θθ≈ . Но в этом случае от пер-
вичной волны отделяется вторичная волна, у кото-
рой b axxx xθ θθ≈ . Эта вторичная волна имеет ско-
рость распространения несколько большую, чем у 
первичной волны, поэтому она отделяется от пер-
воначального волнового пакета. После этого про-
цесс образования вторичных волн может продол-
житься по тому же механизму.

В задачах о распространении акустических волн, 
решение гиперболического уравнения (11) при 
t tbr≥  строят с помощью диссипативной регуляри-
зации уравнений, добавляя малое диссипативное 
слагаемое e xxθ  в (11) и устремляя в решении дисси-
пативный коэффициент e  к нулю [34], [35], [36]. В 
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Рис. 2. Зависимость начального распределения ам-
плитуды волны по высоте z.
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этом случае на фронте волны при t tbr≥  получается 
простой разрыв [34], [35].

В [37], [38], [39] исследована дисперсионная ре-
гуляризация гиперболического уравнения (11), ког-
да в уравнение (11) добавляется малое дисперсион-
ное слагаемое b xxxθ , и в решении дисперсионный 
коэффициент b устремляется к нулю (обсуждается 
случай d = 0). В этом случае случае при t tbr≥  и при 
b → 0 число образующихся солитонов может стре-
миться к бесконечности, а их размеры к нулю (за-
висит от знака θ( ,0)x ), и предельное решение может 
стать недифференцируемым. Однако существует 
слабый предел при b → 0 (то есть, существуют пре-
делы интегралов, содержаших в подынтегральном 
выражении произведение решения с любой гладкой 
финитной функцией), и предельному обобщенно-
му решению можно придать физический смысл. 
Рассматривая внутренние гравитационные вол-
ны, для изучения интересна регуляризация второ-
го типа, предложенная в [37], [38], [39], поскольку 
получаемое обобщенное решение может быть ин-
тересной моделью возникновения перемешивания, 
турбулизации жидкости. Численный метод, при-
меняемый при вычислении рис. 3, поддерживает 
фундаментальные законы сохранения, и при t tbr≥  
примерно показывает результат предложенной в  
[37], [38], [39] дисперсионной регуляризации урав-
нения (11). Однако строгая теория численных мето-
дов для обобщенных решений такого типа все еще 
недостаточно разработана. 

 В работах [29], [40] численно решается систе-
ма гидродинамических уравнений, в популярном в 
геофизических задачах квазистатическом прибли-
жении. В этом приближении отбраcывается слага-

мое вертикального ускорения r ∂
∂
w
t

. Диссипативные 
слагаемые в гидродинамических уравнениях в [29], 
[40] не учитываются. Продемонстрировано, что 
при t tbr≥  численное решение гидродинамических 

уравнений в квазистатическом приближении ста-
новится хаотичным, разрушается. Поскольку от-

брошенное слагаемое r ∂
∂
w
t

 соответствует дис-

персионному слагаемому b xxxθ  в (10), и из гидро-
динамических уравнений приближенно следует 
уравнение  (11) и гладкое решение уравнений  (11) 
при t tbr≥  не существует, то можно сделать вывод, 
что в рассматриваемом случае разрушение численно-
го решения гидродинамических уравнений обуслов-
лено не недостатками численных методов, а фунда-
ментальными причинами — отсутствием при t tbr≥  
гладкого решения гидродинамических уравнений (в 

которых отброшено слагамое r ∂
∂
w
t

). В [29], [40], одна-

ко, рассмотрен только частный случай — распростра-
нение волн в волноводе с твердой верхней крышкой. 

Распаду волн соответствует случай, когда в (10) 
слагаемое b xxxθ  значительно превосходит слагаемое 
e xxθ . Целесообразно обсудить известные математи-
ческие факты о традиционном уравнении КДВ [11], 
[12], [13], [14], [15], которое имеет следующий вид: 

	 θ θ θθ θt x x xxxc a b+ + + = 0.	 (13)

Уравнение КДВ (13) хорошо изучено аналити-
чески [11], [12], [13], [14], [15]. Из теории уравне-
ния КДВ [11], [12], [13], [14], [15] следует, что, при  
b > 0, a > 0, и при условии, что нелинейное сла-
гаемое больше дисперсионного, с течением вре-
мени происходит распад начального возмущения 
θ( ,0) > 0x  на уединенные волны, называемые также 
солитонами. Солитонами называют частные реше-
ния уравнения (13) вида 

	 θ κ κ κ( , ) =
3 1

2
( ( ) )2

0x t
a b

x c t xsech − + +






	 (14)

В (14) κ > 0 — нелинейная добавка к скорости рас-
пространения волны, и x0 — фаза, определяющая 
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Рис. 3. Решение уравнения (11) при начальной амплитуде B = 100  в (12) для различных моментов времени  
t = 0 c (1) и t = 8000 c (2) . Время опрoкидывания tbr = 8500 c.
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положение пика волны. Особой название этой вол-
ны — солитон, связано с тем, что эта волна (14) ло-
кализована и быстро убывает при удалении от пика. 
Также, волны такой формы очень устойчивы и сохра-
няются при столкновении с другими волнами. Поэ-
тому, при t → ∞, для решений уравнения (13) спра-
ведливо асимптотическое выражение [11], [12], [15]: 

	

θ

κ κ κ

x t

a b
x c t x

h x t

n

n n
n n

,

3 1
2

( ( ) )

( , )

2

( ) →

→ − + +














 +

+

∑ sech

,,

	(15)

где h x t( , ) — хвост небольшой амплитуды, которым 
обычно можно пренебречь. Из теории уравнения 

КдВ следует, что амплитуды 3κn

a
 первых образу-

ющихся волн-солитонов порядка амплитуды рас-
падающейся волны [11], [12], [13], [15]. Амплитуды 
последующих образующихся солитонов постепенно 
падают с ростом номера n солитона. Соответствен-

но, размеры 2
b

nκ






 задних солитонов постепенно 

растут с номером n. Метод вычисления параметров  
κn, определяющих амплитуды образующихся 
волн-солитонов, описан в деталях в [11], [12], [13], 
[15].

Для нелинейных уравнений принцип линейной 
суперпозиции не выполняется, и сумма частных ре-
шений не является решением уравнений. Однако, 
из (14) видно, что солитонная волна быстро спадает 
при удалении от пика. При больших t отдельные со-
литоны находятся на удалении друг от друга, прак-
тически не перекрываются и не взаимодействуют, 
вследствие этого формула (15) приближенно спра-
ведлива. Из (14) следует связь амплитуды солито-

на A
a

=
3κ  и его ширины l

κ
= 2

b , описываемая 

формулой: 

	 l =
12b
aA

.	 (16)

Первоначальная волна распадается с течением 
времени на уединенные волны меньших размеров 
(солитоны (14)) только если нелинейное слагаемое 
a xθθ  в (13) больше дисперсионного слагаемого b xxxθ  
[11], [15].

При распаде начальной волны, амплитуды вто-
ричных волн-солитонов имеют порядок амплитуды 
начальной волны. Число N  образующихя вторич-
ных волн-солитонов примерно определяется отно-

шением L
l

,  где L — горизонтальный масштаб на-
чальной волны.

Коэффициент-функция a z( ) в (13) может изме-
нять знак при увеличении высоты z. Распад волны, 
удовлетворяющей начальному условию θ x,0 0( ) ≥ ,  
может происходить только в слоях, где a z( ) > 0. За 
центры слоев естественно взять высоты, на ко-
торых a z( ) имеет локальные максимумы. Эти вы-
соты и значения коэффициентов в нелинейных и 
дисперсионных слагаемых уравнения (13) даны в 
табл. 1. Распад волн возможен только в указанных 
в таблице табл. 1 высотных слоях, если амплитуда 
первичной волны достаточна для ее распада. Не 
следует понимать высоты, приведенные в табл. 1, 
буквально как те высоты, на которых волна распа-
дается. Коэффициенты уравнения (13) вычислены 
с усреднением по слоям толщиной 2Λ. Амплитуды 
АГВ растут с высотой, и эффект распада может мак-
симально ярко наблюдаться вблизи верхних границ 
слоев, а не на средних высотах слоев, приведенных 
в табл. 1.

Случай, когда исходная волна θ( ,0) 0x ≤ , сводит-
ся к рассмотреннному случаю θ( ,0) 0x ≥  заменой 
θ θ( ,0) ( ,0)x x→ − . Такая волна c θ( ,0) 0x ≤  распада-
ется в окрестности высот, где a z( ) имеет минимумы. 
Эти слои, где такая волна может распадаться, рас-
положены между уровнями, указанными в табл. 1.

Если исходная волна θ( ,0)x  изменяет знак с из-
менением x, то поведение первичной волны до-
вольно сложное. Возможно примерно следующее. 
Первичные волны, соответствующие участкам, где 
θ( ,0) > 0x , могут распадаться на высотах, указан-
ных в табл. 1, если амплитуда волны достаточна для 
ее распада. В то же время волна, соответствующая 

Таблица 1. Средние высоты zi, в окрестности которых, согласно уравнению (13), возможен распад первичной 
АГВ при θ x,0 0( ) ≥ , и значения нелинейных a a zi i= ( ), дисперсионных b b zi i= ( ), диссипативных d d zi i= ( ) и 
e e zi i= ( ) коэффициентов уравнения (10) на этих высотах.

z1 = 265км  a1 = 6.9  b1
10= 0.6 10×   d1

2= 0.37 10× −   e1
6= 0.82 10− ×  

z2 = 202км  a2 = 1.8  b2
10= 0.5 10×   d2

3= 0.26 10× −   e2
5= 0.53 10− ×  

z3 = 146км  a3 = 0.48  b3
10= 0.36 10×   d3

4= 0.17 10× −   e3
4= 0.3 10− ×  

z4 = 98км  a4 = 0.057  b4
10= 0.22 10×   d4

5= 0.25 10× −   e4
3= 0.4 10− ×  

z5 = 52км  a5 = 0.0025  b5
10= 0.22 10×   d5

5= 0.13 10× −   e5
3= 0.2 10− ×  

z6 = 7.1км  a6 = 0.00026  b6
10= 0.20 10×   d6

6= 0.23 10× −   e6
2= 0.35 10− ×  
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участкам, где θ( ,0) < 0x , затухает в высотных слоях, 
указанных в табл. 1, но может распадаться на вы-
сотах между этими слоями, если амплитуда волны 
будет достаточной для распада.

Таким образом, распад волн возможен только 
вблизи вычисленных критических высот, где коэф-
фициент a z( ) имеет экстремумы, и если волновое 
возмущение имеет знак, совпадающий со знаком 
a z( ) в соответствующем экстремуме, и если ампли-
туда волны достаточна для распада. То есть, при 
возможном распаде волны, он имеет четкую слоис-
тую структуру, определяемую вертикальной струк-
турой волны. Поскольку масштабы образующихся 
вторичных волн-солитонов значительно меньше 
масштаба исходной волны, то распад должен при-
водить к сильному увеличению роли диссипации 
по горизонтали, то есть, к сильной анизотропии 
диссипативных процессов. Это может приводить в 
результате к образованию протяженных слоистых 
структур, наблюдаемых в атмосфере. 

Выше рассматривались свойства решений урав-
нения (13). В реальной атмосфере эволюция волны 
более точно описывается уравнением (10), содержа-
щим также диссипативные члены d ξ θ( )  и e xxξ θ( ) . 
Поэтому амплитуда волн со временем падает, и в 
(16) можно писать A t( ) и l t( ).

Имеется важное число e =
aD
c

, которое харак-
теризует степень нелинейности рассматриваемых 
процессов. Поскольку коэффициент a в нели-
нейном слагаемом в (10) зависит от высоты z, то 
e e= z( ). Мы вправе также писать e z t,( ) в случаях, 
когда действие диссипации со временем влияет на 
амплитуду волны. Одно из важных условий приме-
нимости уравнений (10), (13), условие слабой нели-
нейности, выглядит так: e z t, 1( )� .

Заметим, что одна и та же волна в атмосфере 
может быть сильно нелинейной на больших высо-
тах, слабо нелинейной в каком-то интервале высот 
ниже, и волной малой амплитуды на малых высо-
тах. Уравнения (10), (13) выведены для слоя толщи-
ной примерно равной вертикальной длине волны, 
в предположении, что различные слои атмоферы 
квазинезависимы, когда мы рассматриваем длин-
ные АГВ. Вопрос о влиянии слоев друг на друга, 
при таком подходе, имеет место, и обсуждается во 
второй части статьи.

Выше подробно описан сценарий распада пер-
вичной АГВ в терминах функции θ, описывающей 
горизонтальную структуру волны. Чтобы рассмо-
треть процесс распада первичной волны в гидро-
динамических переменных, нужно умножить θ 
на функции r ψ0( ) ( , )z z c� , T z z c0( ) ( , )�φ , �u z c( , ), �w z c( , ), 
описывающие вертикальную структуру волновой 
моды для волновых добавок к плотности и темпе-
ратуре, и для горизонтальной и вертикальной ско-
ростей. Эти функции осциллируют с изменением z,  

и, значит, волна, несмотря на процессы распада, со-
храняет слоистую структуру. Таким образом, рас-
паду первичной волны и образованию вторичных 
волн (солитонов) соответствует образование мел-
комасштабных волн внутри слоистой структуры 
основной волны. Таким образом, образование мел-
комасштабных волн на малых временах (и в отдель-
ных случаях на длительных временах) не нарушает 
слоистую структуру основной волны.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В атмосфере акустико-гравитационные волны 

могут распадаться, образуя вторичные волны более 
мелких масштабов, вплоть до образования волно-
вой турбулентности.  Для построения приближен-
ной аналитической нелинейной модели распро-
странения и распада волн, рассмотрена задача о 
распространении одной возбужденной моды вну-
тренних гравитационной волн. Волновое возмуще-
ние в волновой моде представимо в виде произве-
дения функции, зависящей только от вертикальной 
переменной z, и функции, зависящей от горизон-
тальной координаты x  и времени t. У волновой моды 
вертикальная структура волны полностью опреде-
ляется, в рамках линейной теории, фазовой скоро-
стью c горизонтального распространения волновой 
моды. Вследствие различия фазовых скоростей раз-
личных волновых мод, на больших расстояниях от 
источника волн вертикальный профиль наблюдае-
мой волны определяется доминирующей волновой 
модой, пришедшей в точку наблюдения в момент 
наблюдения. Горизонтальная структура волнового 
возмущения в волновой моде, зависящая от x  и t,  
которая является ее горизонтальным профилем 
волновой моды, в линейном прилижении может 
быть достаточно произвольной. В качестве прибли-
женной аналитической нелинейной модели распро-
странения и распада волн, из гидродинамических 
уравнений для слабо нелинейных волн в атмосфере 
выведено уравнение КДВ–Бюрегерса, описываю-
щее нелинейную эволюцию горизонтального про-
филя волновой моды. 

В океане плотность жидкости мало изменяется с 
высотой, соответственно, амплитуда волн не силь-
но изменяется с высотой, и имеются естественные 
граничные условия на дне и на поверхности жид-
кости, обеспечивающие волноводное распростра-
нение волн. Традиционно уравнение КдВ выво-
дится для горизонтального профиля горизонталь-
но распространяющейся в океане волновой моды 
внутренних гравитационных волн. В атмосфере 
плотность газа падает с высотой на много поряд-
ков, вследствие чего амплитуда волн возрастает 
с высотой на много порядков, и важно отследить 
изменение нелинейных эффектов с высотой. Чет-
кой верхней границы у атмосферы не существует, 
но на больших высотах существенна диссипация. 
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В работе выведено уравнение Кортевега–де Вриза–
Бюргерса для слоя жидкости, толщиной примерно 
равной вертикальной длине волны рассматривае-
мой волновой моды; при этом высота расположения 
анализируемого слоя варьируется от низких высот 
до больших, вследствие чего нелинейный и диссипа-
тивные коэффициенты уравнения КдВБ зависят от 
высоты. Уравнение Кортевега–де Вриза–Бюргерса 
выведено с помощью сформулированного вариаци-
онного принципа. Выписаны условия распада волн 
и формулы для оценки масштабов вторичных волн, 
образующихся при распаде первичной волны. 

Показано, что условия для распада первичной 
АГВ могут осуществляться только вблизи высот, где 
a имеет положительные и отрицательные экстрему-
мы. Таким образом, выявлено, что существуют пред-
почтительные уровни, зависящие от вертикальной 
структуры первичной АГВ, вблизи которых волна 
может распадаться, если ее амплитуда достаточна для 
распада. Это означает, что образующаяся волновая 
турбулентность должна иметь слоистую структуру.

В данной работе не учитываются атмосферные те-
чения. Можно показать, что уравнение КДВ–Бюр-
герса можно вывести и при учете средней скорости, 
которая влияет на коэффициенты этого уравнения. 
Следовательно, механизм распада волн в среде с те-
чением принципиально аналогичен рассмотренно-
му выше. Однако, условия распада первичной АГВ 
и параметры образующихся вторичных волн могут 
зависеть от скорости атмосферного течения.

Результаты исследования могут быть полезны 
для анализа и интерпретации экспериментальных 
данных, и при построении параметризаций воз-
действия АГВ в атмосферных моделях. Результаты 
также полезны для тестирования и верификации 
численных моделей.

В данном исследовании вывод уравнений под-
держан Санкт-Петербургским государственным 
университетом (проект 124032000025-1). Анализ 
солитонного разрушения АГВ поддержан Россий-
ским научным фондом (грант 25-17-00166).  

ПРИЛОЖЕНИЕ

ЛОКАЛЬНЫЕ НОРМА И СКАЛЯРНОЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЕ И ДЕТАЛИ 

ВЫВОДА УРАВНЕНИЯ (10)
Известно, что для атмосферных волн, описывае-

мых линеаризованными уравнениями (4), функци-
онал волновой энергии имеет вид [30], [31] 
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Пусть мы имеем столбец-функцию
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Можно показать, что фунционал 2E  обладает 
свойствами нормы [38], что позволяет ввести ква-
дратичную норму столбца-функции: 
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По теореме о поляризации [41], квадратичной 
норме (18) можно сопоставить скалярное произ-
ведние [41], [2] 
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любых двух cтолбцов-функций 
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для которых функционал энергии E  ограничен. Для 
дальнейшего рассмотрения, удобно ввести кон-
струкцию, которую мы будем далее называть ло-
кальной нормой: 
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Здесь η ξ( ) — функция Хевисайда. ξ — высота, в 
окрестности которой вычисляется введенная ло-
кальная норма функции-столбца. Λ  — параметр, 
определяющий ширину области интегрирования 
по вертикальной переменной. Функция Хевисайда 
η ξ( )− Λ  введена в нижний предел интеграла в (20) 
затем, чтобы нижний предел интеграла никогда 
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не был отрицательным. Обсуждая одну волновую 
моду, естественно в качестве Λ  взять полупериод 
волны по вертикальной переменной: 
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Поскольку H  зависит от z, то для волны с горизон-
тальной скоростью распространения c = 120  м/с, 
Λ  изменяется с высотой от примерно Λ = 24 км 
внизу до примерно Λ = 61 км вверху. На высотах 

около z = 150 км, Λ = 41 км. Величина 1
2

,
2l
ξ

x z( )  

имеет смысл энергии волны на интервале высот 
η ξ ξ ξ( )( ),( )− − +[ ]Λ Λ Λ . Удобно также ввести ло-

кальное, в окрестности высоты ξ, скалярное про-
изведение cтолбцов-функций: 
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В локальном скалярном произведении (21) 
столбца (9) и столбца функций правой части (2) 
возникают, в частности, двойные интегралы, со-
держащие ϑx x t,( ), которые, с помощью интегриро-
вания по частям по переменной x, преобразуются 
следующим образом
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Анализируя локально-скалярное произведение 
(2) на (9) с учетом (22), (23), и учитывая произволь-
ность функции ϑ x t,( ), мы приходим к важному 
уравнению 
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Если разделить уравнение (24) на ′ ( )q ξ , то при-
ходим к уравнению (10).



	 СОЛИТОННЫЙ РАСПАД АКУСТИКО-ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН� 729

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 5 2025

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Ламб Г. Гидродинамика. Гостехиздат, 1947.
2.	 Кшевецкий С.П., Курдяева Ю.А., Гаврилов Н.М. 

Волны в тяжелом стратифицированном газе: под-
задачи для акустических и для внутренних грави-
тационных волн // Акуст. журн. 2024. Т. 70. № 6. 
С. 891–906.

3.	 Balachandran N. K. Gravity waves from 
thunderstorms  // Monthly weather review. 1980. 
V.  108. P. 804–816.

4.	 Yigit E., Medvedev A.S. Heating and cooling of the 
thermosphere by internal gravity waves // Geophys. 
Res. Lett. 2009. V. 36. L14807.

5.	 Yigit E., Medvedev A.S., Aylward A.D., et al. Modeling 
the effects of gravity wave momentum deposition 
on the general circulation above the turbopause //  
J. Geophys. Res. 2009. V. 114(D7). D07101.

6.	 Miyoshi Y., Fujiwara H., Jin H., Shinagawa H. A global 
view of gravity waves in the thermosphere simulated by 
a general circulation model // J. Geophys. Res.: Space 
Phys. 2014. V. 119. P. 5807–5820.

7.	 Краснов В.М., Кулешов Ю.В. Изменение спектра 
инфразвукового сигнала при распространении 
волн от земной поверхности до высот ионосфе-
ры // Акуст. журн. 2014. Т. 60 (1). С. 21–30.

8.	 Петухов Ю.В. О возможности безотражательно-
го распространения плоских акустических волн 
в непрерывно-стратифицированных средах // 
Акуст. журн. 2022. Т. 68(2). С. 129–138.

9.	 Chunchuzov I.P. On the high-wavenumber form of the 
Eulerian internal wave spectrum in the atmosphere // 
J. Atmosph. Sci. 2002. V. 59. P. 1753–1772.

10.	 Куличков С.Н., Чунчузов И.П., Попов О.И. Модели-
рование эффектов влияния тонкой неоднородной 
структуры атмосферы на дальнее распростране-
ние импульсных акустических сигналов // Изв. 
РАН. Физика атмосферы и океана. 2010. 46(1). 
С. 69–77.

11.	 Lamb J.L. Elements of soliton theory. A Whiley-
Interscience Publication, 1980.

12.	 Додд Р., Эйлбек Дж., Гиббон Дж., Моррис Х. Со-
литоны и нелинейные волновые уравнения. М.: 
Мир, 1988. 694 с.

13.	 Новиков C.П., Манаков С.В. Солитоны. М.: Мир, 
1983. 408 c.

14.	 Ньюэлл А. Солитоны в математике и физике. М.: 
Мир, 1989. 324 с.

15.	 Абловиц М., Сигур Х. Солитоны и метод обратной 
задачи. М.: Мир, 1987. 479 c.

16.	 Novokshenov V.Yu. Reflectionless potentials and 
soliton series of the KdV equation // Теоретическая и 
математичеcкая физика. 1992. Т. 93(2). С. 286–301.

17.	 Kruskal M.D. An ODE to a PDE: Glories of the KdV 
Equation. An application of the equation on its 100th 

Birthday // Acta Applied Mathematics. 1995. V. 39. 
P. 127–132.

18.	 Тер-Крикоров А.М. К теории волн установившего-
ся вида в неоднородной жидкости // Прикладн. 
мат. и мех. 1965. Т. 29(3). С. 440– 452.

19.	 Long R.R. On the Boussinesque approximation and 
its role in the theory of internal waves // Tellus. 1965.  
V. 17. P. 5–11.

20.	 Benjamin T. Internal wave of finite amplitude and 
permanent form // J. Fluid. Mech. 1966. V. 25.  
P. 241–270.

21.	 Леонов А.И., Миропольский Ю.З. К теории нели-
нейных внутренних гравитационных волн уста-
новившегося вида // Изв. АН СССР. Физ. атмос-
феры и океана. 1975. Т. 11(5). С. 491–502.

22.	 Леонов А.И. О двумерном уравнении Корте
вега–де Вриза в теории нелинейных поверхност-
ных и внутренних волн // Докл. АН СССР. 1976.  
Т. 229(4). С. 820–824.

23.	 Миропольский Ю.З. Динамика внутренних грави-
тационных волн в океане. Л.: Гидрометеоиздат, 
1981. 302 с.

24.	 Mirie Rida M., Su C.H. Internal solitary waves and 
their head-on collision. Part 1 // J. Fluid Mech. 1984. 
V. 147. P. 213–231.

25.	 Ostrovskiy L.A., Stepanyants Yu.A. Do internal solitons 
exist in the ocean? // Reviews Geophys. 1989. V. 27.  
P. 293–310.

26.	 Пелиновский Е.Н., Романова Н.Н. Нелинейные 
стационарные волны в атмосфере // Известия АН 
СССР. Физ. атмосферы и океана. 1975. Т. 13. № 11. 
С. 1169–1174.

27.	 Кшевецкий С.П., Лебле С.Б. Нелинейная дис-
персия крупномасштабных внутренних волн // 
Изв. АН СССР. Физ. атмосферы и океана. 1985. 
Т. 21(5). С. 1169–1174.

28.	 Кшевецкий С.П., Лебле С.Б. Нелинейная диспер-
сия длинных внутренних волн // Изв. АН СССР. 
Механика жидкости и газа. 1988. Т. 23. С. 151–157.

29.	 Kshevetskii S.P. Analytical and numerical investigation 
of nonlinear internal gravity waves // Nonlinear 
Processes in Geophysics. 2001. No 8. P. 37–53.

30.	 Госсард Э., Хук У. Волны в атмосфере. М.: Мир, 
1978. 531 c.

31.	 Дикий Л.Н. Теория колебаний земной атмосферы. 
Л.: Гидрометеоиздат, 1961. 196 c.

32.	 Рождественский Б.Л., Яненко Н.Н. Системы ква-
зилинейных уравнений и их приложения к газо-
вой динамике. М.: Наука, 1978. 687 c.

33.	 Burgers J.M. A Mathematical Model Illustrating the 
Theory of Turbulence. In: Advances in Applied Me-
chanics, 1948.

34.	 Lax P.D. Weak solutions of nonlinear hyperbolic 
equations and their numerical computation // Comm. 
of Pure and Appl. Math. 1954. № 7. P. 159–193.



730	 КШЕВЕЦКИЙ и др.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 5 2025

35.	 Lax P.D. Hyperbolic systems of conservation 
laws. II // Coom. od Pure and Appl.Math. 1957. V. 10.  
P. 537–566.

36.	 Kshevetskii S., Kulichkov S., Chunchuzov I., Za-
kirov  M., Golikova E., Anufrieva E., Vereschagina I. 
Nonlinear Burgers type equation for acoustic waves in 
the ray approximation in a moving atmosphere (the-
ory, experiment) // Pure Appl. Geophys 2024. V. 181. 
№ 6. P. 1945–1961.

37.	 Lax P.D. and Levermore C.D. The small dispersion 
limit for the KdV equation. I // Comm. Pure and Appl. 
Math. 1983. V. 36. P. 253–290.

38.	 Lax P.D. and Levermore C.D. The small dispersion 
limit for the KdV equation. II // Comm. Pure and 
Appl. Math. 1983. V. 36. P. 571–594.

39.	 Lax P.D. and Levermore C.D. The small dispersion 
limit for the KdV equation. III // Comm. Pure and 
Appl. Math. 1983. V. 36. P. 809–829.

40.	 Кшевецкий С.П. Численное моделирование не-
линейных внутренних гравитационных волн // 
Журн. выч. матем. и матем. физики. 2001. Т. 41.  
№ 12. С. 1844–1859.

41.	 Рихтмайер Р. Принципы современной математи-
ческой физики. М.: Мир, 1982. 488 с.

Solitonic disintegration of acoustic-gravity waves in the atmosphere:  
1. KDV-Burgers equation
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The process of propagation and disintegration of long low-frequency nonlinear acoustic-gravity waves 
into the upper atmosphere is investigated. One spectral wave mode is considered, for which an approx-
imate nonlinear Korteweg–de Vries–Burgers equation is derived using the formulated version of the 
variational principle for a liquid layer. The coefficients of the derived equation depend on the height. The 
issue of wave destruction into smaller-scale solitary waves is investigated in the work. The conditions 
for wave destruction are written out and formulas for estimating the scales of secondary soliton waves 
formed during the disintegratuin of the primary wave are written out. It is shown that wave destruction 
can occur only in certain layers determined by the vertical structure of the wave. 

Keyword: hydrodynamic equations, solitons, acoustic-gravity waves, upper atmosphere.
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